Teorie grup Il — Svoboda pro grupy

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLANf: 9.DUBNA 2018

ULona 1. (5 BODU)
Na sténu si chceme povésit obraz, a to pomoci provazku, ktery je obéma konci pfipevnén k jeho
réamu. Do zdi je zatluéeno deset hiebikii.
(a) Ukazte, Ze je mozné na né obraz povésit tak, aby spadl po vyndani libovolnych deviti
hiebiki, zatimco po vytazeni libovolnych osmi bude stale jesté viset.
(b) P&t hiebiku je stiibrnych a pét zlatych. UkazZte, Ze je mozné na né obraz povésit tak, aby
spadl pouze v pfipadé, kdyz vyndame vSechny hiebiky z jednoho kovu.

ULOHA 2. (5 BoDD)
Bud A konecné abelovska grupa a B jeji podgrupa takova, ze |B| a |A/B| jsou nesoudélna ¢isla.
Dokazte, ze A~ B x A/B.

ULoHa 3. (5 BODU)
Méjme volnou grupu F» nad pismeny {a,b}. Ukazte, Ze podgrupa H generovand vSemi souciny
tvaru a”b™a”""b~"" pro cela ¢isla m, n je izomorfni volné grupé s nekonecnou volnou bazi.



Teorie grup Il — Svoboda pro grupy

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Na sténu si chceme povésit obraz, a to pomoci provazku, ktery je obéma konci pripevnén k jeho
ramu. Do zdi je zatluceno deset hiebiku.

(a) Ukazte, Ze je mozné na né obraz povésit tak, aby spadl po vyndéni libovolnych deviti
hrebikii, zatimco po vytazeni libovolnych osmi bude stale jesté viset.

(b) Pét hrebiku je stfibrnych a pét zlatych. Ukazte, Ze je mozné na né obraz povésit tak, aby
spadl pouze v piipadé, kdyz vyndame vsechny hiebiky z jednoho kovu.

(Kuba Léwit)

RESENT:
Nad moznym zavéSenim budeme premyslet jako nad slovy ve volné grupé tak, jak je popsano v
seridlu.

(a) Oznaéme ai,...,a10 otocky kolem jednotlivych hiebikii v jednom sméru a afl, el afol

ve sméru druhém. Déle uvazme slovo
-1 -1
w=ai...ai00; ...ajq -

Pokud vyndame devét hiebiki, zbude pouze slovo a;a; 1, které je ekvivalentni prazd-
nému slovu. Kdyz naopak vyndame hiebikti méné, mezi kazdymi dvéma pismeny tvaru
a;, a;l, bude néjaké jiné pismeno — vzniklé slovo je ve zkraceném tvaru a trivialné neni
ekvivalentni slovu prazdnému. Tim jsme ovérili, Ze naSe slovo skuteéné vyhovuje zadani.

(b) Analogicky jako v predchozi ¢4sti ozna¢me obmotani kolem stfibrnych hiebiki si,...,ss

a sfl7 R 55—1 a obmotani kolem zlatych z1,...,25 a z;l, e zgl, Uvazme slovo

u:51...55z1...25sg1...sf12g1...zf1.

Jemu odpovidajici zavéseni vyhovuje zadani. Kdyz totiz odebereme vSechny stfibrné
hiebiky, tak zbude slovo z pismen odpovidajicich zlatym hiebiktm, které je ekvivalentni
prazdnému slovu. Analogicky zbude slovo ekvivalentni prazdnému i po odebrani vsech
zlatych hiebikta. Kdyz ale zbudou stfibrné i zlaté hiebiky, budou zlatd pismena oddélena
od svych inverzi pismeny stfibrnymi a naopak. Vzniklé slovo bude proto ve zkraceném
tvaru a zfejmé nebude ekvivalentni prazdnému.

POZNAMKY:
Vétsina spravnych feseni byla velmi podobné vyse uvedenému vzorovému feSeni. Za nezdivodnéni
spravnosti Feseni jsem body tentokrat nestrhaval, protoze ovérit ji neni u téchto slov obtizné. Presto
vSak povazuji za vhodné, aby feSeni struéné zdivodnéni obsahovalo.
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Za co jsem ale body strhaval, bylo feSeni druhé ¢asti, které se opiralo o fakt, ze ,,na pét zlatych

a pét stiibrnych hiebiki se lze divat jako na jeden zlaty a jeden st¥ibrny, ¢imz tlohu zjednodusime

na problém vyfeseny v seridlu.“ To sice je pravda, ale toto pozorovani neni zfejmé a za plny pocet

bodt by si zaslouzilo alespon stru¢ny komentaf. Je totiz vhodné nastinit, ze je mozné kazdou pétici
hiebiki obmotat provazkem, aniz bychom obmotali néjaky jiny hiebik.

(Martin ,E.T.“ Sykora)

Uloha 2.
Bud' A koneéna abelovskd grupa a B jeji podgrupa takovd, ze |B| a |A/B)| jsou nesoudélné éisla.
Dokazte, ze A~ B x A/B.

(Filip Bialas)

RESEN(:
V celém FeSeni budeme pouzivat aditivni notaci — tj. grupova operace bude zapisovana jako s¢itani.

Dokéazeme nejdiive nasledujici tvrzeni: Méjme dvé (ne nutné abelovské) grupy G, H s nesoudél-
nymi fady. Potom libovolnd podgrupa grupy G x H je tvaru A x B, kde A je podgrupa G a B
podgrupa H.

Meéjme libovolnou podgrupu C grupy G x H. Sta¢i nam ukazat, ze pokud (g,h) € C, pak i
(g,0) € C a (0,h) € C. Proc¢ to staci? Podgrupa C bude pak generovana prvky tvaru (g,0) a (0, h),
které budou jisté tvofit podgrupy A x {0},{0} x B grupy G x H, kde A je néjakd podgrupa G a B
néjaka podgrupa H. Tyto prvky vygeneruji pravé grupu A x B. Z ¢inské zbytkové véty ale mizeme
najit takové pfirozené n, #e |G| | n a |H| | n — 1 (zde vyuzivdme nesoudélnost fadt grupy G a H).
Pokud se¢teme prvek (g, h) n-krat, tak s pouzitim Lagrangeovy véty vidime, zZe dostaneme prvek
(0, h). Symetricky bychom dostali i prvek (g,0). Jelikoz podgrupa musi byt uzaviend na s¢iténi,
patii tyto prvky do C, jak jsme chtéli ukazat.

Jednoduchou indukci dostavame toto tvrzeni i pro direktni soucin libovolného poctu grup s
po dvou nesoudélnymi fady. Nyni se vratme k zadané tloze. Ze seridlu vime, ze kazda konecné
generovand abelovskd grupa A je izomorfni direktnimu souc¢inu cyklickych grup s fddy mocnin
prvocisel. Ozna¢me pi, ..., ps prvocisla, kterd déli ¥4d grupy A. Potom A ~ X, x -+ x Xp, , kde
Xp,; je direktni soucin cyklickych grup s f4dy mocnin prvocisla p;. Kazda z grup X, ma tedy iad
mocniny prvodisla a kazda jiného. Jejich fady jsou tedy po dvou nesoudélné a z naseho tvrzeni
dostavame, ze libovolnd podgrupa B < A je izomorfni Yj; x --- X Yy, , kde Y}, je podgrupa X,
pro kazdé i. Pokud by ale nékterd z Y}, nebyla trividlni nebo nebyla rovna X, délilo by p; jak rad
grupy B, tak %, coz je fad grupy A/B. To se vSak ze zaddni nemtize stat. Dostavame tedy, ze je B
izomorfni direktnimu sou¢inu X, pro néktera z prvodisel p; a A/B izomorfni direktnimu souéinu
Xp, pravé pies zbyla prvocisla. (To neni vibec tézké ukdzat — staci si uvédomit, ze kazdy koset je
reprezentovan tim, co je v téchto zbylych grupéch.) Grupa B X A/B je pak zfejmé izomorfni A,
jak jsme méli dokazat.

POZNAMKY:

Uloha mozna vypadala pro nékoho az moc jednoduse a néktefi si bohuzel neuvédomili nékteré jeji
zakefnosti. V ruznych obménach se vyskytovalo tvrzeni ze vzorového feseni ale bez predpokladu
nesoudélnosti fadt grup. Pro obecné (ne nutné abelovské) grupy bez tohoto predpokladu tvrzeni
neplati. Jako protiptiklad slouzi napf. podgrupa grupy Ss X Ss tvofend prvky (o) takovymi, Ze
permutace 7, 0 maji stejnou paritu. Tato podgrupa neni izomorfni direktnimu souc¢inu G x H, kde
G i H jsou podgrupy Ss.

Prizname se, zZe si nejsme jisti platnosti tohoto tvrzeni, pokud se omezime pouze na abelovské
grupy, ale rozhodné nam neptijde zfejmé. Podgrupy direktnich soucint totiz mtzou vypadat i velice
nepfirozené — prikladem miize byt abelovska grupa Zs X Zsg a jeji podgrupa generovana prvkem
(1,1).

(Filip Bialas)



Uloha 3.

Méjme volnou grupu F» nad pismeny {a,b}. Ukazte, Ze podgrupa H generovani vSemi soudiny

tvaru a™b™a~"b~"™ pro cela ¢isla m, n je izomorfni volné grupé s nekonec¢nou volnou bazi.
(Kuba Léwit)

RESENI:

1. feseni (pfimocaréd indukce): Pokud se m nebo n rovna nule, pak se a™b™a~"b~™ zredukuje na
e, a proto miZeme tyto prvky ignorovat. Nyni predpoklddejme, Ze m,n jsou nenulova. U zbylych
nekonec¢né mnoha prvkia dokézeme, ze se jiz jedna o volnou bazi, tzn. neexistuje mezi nimi netrivialni
relace. Ekvivalentné neexistuje netrividlni kombinace, ktera by dala identitu, nebot mtizeme vSechny
prvky prevést na jednu stranu. Potom se miizeme na bloky a™b™a~"b~" divat jako na jednotliva
pismena, ¢imz ziskdme dobfe definovany izomorfismus s pfislusnou volnou grupou.

Zde netrividlni rozumime takovou kombinaci, v niz se nevyskytuji sousedni k sobé inverzni
soudiny, nebot ty by bylo zbyteéné uvazovat. Mé&jme fetézec soucini s1s2...sk. Indukci podle k
ukézeme, ze je-li s1 = a™b™a~"b~ "™, pak zredukovany fetézec zacind na a”b™. Pro k = 1 je tvrzeni
ziejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k — 1, pak nasim cilem bude dokézat ho pro k. Necht
s1 = a"b™a""b~ ™. Aby zredukovany fetézec nezacinal na a™b™, musi se oba a”"b~"™ vykratit,
tzn. dva prvni tseky fetézce sa...si jsou b™a™. Podle indukéniho pfedpokladu se jednd o dva
prvni useky soucinu s2. Z toho plyne, Ze s1 jsou sz jsou vici sobé inverzni, coz jsme zakéazali.

Z4dné netrivialni kombinace nikdy nedava identitu, nebot se nikdy nevykrati prvni dva tseky
prvniho soucinu.

2. feSeni (trikové): Volné grupa na dvou prvcich je fundamentélni grupa grafu C' se dvéma oéky.
Jedno ocko znazornuje prvek a a druhé prvek b. Uvazujme orientovany graf D nekonecné ¢tvercové
miizky, kde v8echny horizontalni hrany vedou stejnym smeérem a vSechny vertikalni hrany vedou
také stejnym smérem. Je vidét, ze D kryje C, a ze seridlu vime, ze fundamentalni grupa kryciho
grafu je podgrupa grupy F. Vrhnéme se nyni na tlohu.

Ukazeme, ze fundamentalni grupa grafu D je pravé H. Zvolme libovolny bazovy vrchol z. Fun-
damentalni grupa grafu D jisté obsahuje vSechny prvky tvaru a™b™a~"b~"™. Jednd se totiz o ob-
délniky s jednim vrcholem v z. Zbyva ukazat, ze tyto prvky generuji vSechny prochazky zacéinajici
a koncici v . Takové prochazky jsou mnohouhelniky obsahujici x, jejichz algebraické zapisy jsou
ve tvaru a™1b"1a™2p"2 ... a™kb"k  kde soucet vsech m, resp. n je nulovy, nebot abychom zacali
a skoncili ve stejném bodé, potfebujeme délat stejny pocet kroki doleva a doprava, resp. nahoru a
doli. Nyni kyzeny vysledek dokazeme indukci podle poctu bloku a, b. Pokud takovych bloki mame
jen 1 nebo 2, pak se jiz podle podminky musi jednat o identitu. Pokud je bloku vice, pak

a2 | @R = (@b g ™hT M) (B g™ 22 | g k),

Druhé zavorka na pravé strané méa o jeden blok méné nez pocatecni prvek a soucty exponentt jak
u a, tak u b jsou porad nulové, tudiz miuzeme aplikovat indukéni predpoklad.

Ted stadi, abychom ukézali, Ze fundamentalni grupa nekonecné ¢tvercové miizky je nekoneéné
generovana. Uvazujme libovolnou kostru. V kazdém policku musi alespon jedna hrana v této kostie
chybét, a proto po odebrani kostry zistane nekonecné mnoho hran a jsme hotovi.

PoOzNAMKY:
Pres naroc¢nost letosniho seridlu dosla dvé spravna reseni, coz si zaslouzi moji pochvalu. Jedno dalsi
feSeni se odvazilo zaobirat postupem trikového Feseni. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)



