Rovnostranné trojuhelniky

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.PROSINCE 2017

ULona 1. (3 BODY)

Je dan rovnostranny trojuhelnik. Dokreslete do obrazku dvé primky tak, aby se v ném pak nachézely
Gty¥i rovnostranné trojuhelniky (mohou se prekryvat).

ULOHA 2. (3 BODY)
Je dén étverec ABCD. V ném je vyznaceny bod P takovy, Ze je trojuhelnik ABP rovnostranny.
Mimo ¢tverec zvolme bod @ tak, aby byl trojahelnik ADQ rovnostranny. Dokazte, ze body @, P
a C lezi na jedné pfimce.

ULoHA 3. (3 BODY)
V roviné lezi pét shodnych rovnostrannych trojuhelnikid, které mohou byt rtzné natocené. Do-
kazte, ze pro kazdy z nich lze zbylé trojahelniky bez otaceni posunout tak, aby ho cely zakryvaly.
Trojuhelniky se mohou prekryvat.

ULOHA 4. (5 BoD)
Michal a Rado hrali hru. Nejprve k sobé stranou slepili dva rovnostranné trojihelniky a potom na
né nakreslili pravidelnou trojuhelnikovou sit tak, ze policka méla n-krat kratsi stranu nez ptvodni
trojihelniky. Nasledné si stoupli do protilehlych vrcholovych policek. V kazdém tahu si kazdy
z klukt vybral néjaké policko, které sousedilo stranou s polickem, na némz pravé stal, a posunul
se na néj. Hraci se stiidali po tahu a Michal zaéinal. Pfedem se dohodli, Ze zvitézi ten, kdo bud
jako prvni stoupne na policko, kde uz stoji ten druhy, nebo jako prvni dorazi na misto, odkud ten

druhy vyrazel. V zavislosti na n urcete, kdo ma vyhravajici strategiil.

Situace na zacatku hry pron = 3

I1Hra¢ ma vyhréavajici strategii, pokud umi vyhrat nezavisle na tom, jak tahne jeho protivnik.
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ULoHA 5. (5 BODD)
Do kruznice k je vepsan trojihelnik ABC'. Pfimky prochézejici vrcholem A, které déli thel <BAC
na tretiny, protinaji kruznici £ podruhé v bodech X; a X2. Body X3 az Xg jsou definované podobné
pomoci vrchold B a C. Navic body X1, X2, ..., X¢ lezi na k v tomto poradi proti sméru hodinovych
rucicek. Dokazte, ze pfimky X1 X4, X2X5 a X3Xg urcuji rovnostranny trojihelnik.

A

X5

ULoHA 6. (5 BOD®)
Méjme rovnostranny trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod P. Ozna¢me postupné X, Y, Z pruseciky
pfimek AP, BP, C'P se stranami trojuhelniku ABC. Ukazte, ze |PX|+ |PY|+ |PZ| < |AB|.

ULOHA 7. (5 BODU)
V sesité je nakresleny trojuhelnik ABC, pro ktery plati, Ze tihel pfi vrcholu A je dvojndsobkem
thlu pfi vrcholu B. Ani¢ka v ném vyznacila bod P a pak si v§imla, ze vzdalenosti bodu P od bodu
A a B jsou stejné. Navic je délka usecky AC stejnd jako délka uisecky C'P. Dokazte, ze pfimka C'P
déli thel pfi vrcholu C v poméru 2 : 1.

ULoHaA 8. (5 BODU)
V rdznostranném trojuhelniku ABC plati |[<TABC| = 60°. Osy uhlt CAB, BC A protinaji prot&jsi
strany v bodech X, Y a sebe navzajem v I. Nad tseckou XY sestrojime dva rovnostranné troju-
helniky XY P a XY Q. Necht O je stfed kruznice opsané trojuhelniku BPQ. Ukazte, ze OI L AC.



Rovnostranné trojuhelniky

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Je dan rovnostranny trojiahelnik. Dokreslete do obrazku dvé piimky tak, aby se v ném pak nachazely
Sty¥i rovnostranné trojihelniky (mohou se prekryvat).

(Tonda Le)

RESENI:
Dovnitf rovnostranného trojuhelniku ABC nakreslime bod S. Potom jim vedeme dvé piimky,
kazdou rovnobézné s jinou stranou trojihelnika. Tyto dvé primky vytvoii spolu s puvodnim troj-
thelnikem c¢tyfi rovnostranné trojuhelniky.

Pokud jedna z primek protina strany trojihelnika AB a BC v bodech E a F' a druha protina
strany AC a BC v bodech G a H, dostaneme rovnostranné trojuhelniky ABC, EBF, GHC, SHF'.

B

POZNAMKY:
Vétsina fesitelt tlohu vyfesila spravné a riznymi zpusoby popsala, jak pfimky nakresli. Nékteri
se pon€kud zbytecné snazili dokazovat véci navic, napf. ze vice trojuhelnikd se za pomoci dvou
primek nakreslit nedd, coz nebylo soucéasti ulohy. Jini poslali pouze obrazek bez dalsiho vysvétleni,
to také neni zcela spravné, feseni je tfeba ve vétsiné piipadu vysvétlit i slovné.

Bod S se muze nachézet i vné trojuhelnika ABC, pokud bude osové soumérny s nékterym
bodem, ktery je uvniti trojihelniku. Cty¥i rovnostranné trojihelniky pak budou vypadat podobné,
jenom HSF bude vné trojuhelnika ABC'. (Zuzka Svobodova)



Uloha 2.
Je dén ¢tverec ABCD. V ném je vyznaceny bod P takovy, ze je trojahelnik ABP rovnostranny.
Mimo ¢&tverec zvolme bod Q tak, aby byl trojuhelnik ADQ rovnostranny. Dokazte, ze body Q, P
a C lezi na jedné piimce.

(Tonda Le/David)

RESENE:
Dokazeme, ze <QPC je tthlem pfimym. V rovnostranném trojihelniku jsou velikosti vSech uhla
rovné 60°. Protoze je <{BAD pravy a |[{BAP| = 60°, z jejich rozdilu dostavame: |<{PAD| =
|<\BAD| — |<<BAP| = 90° — 60° = 30°. Déle plati |[<<QAP| = |<QAD| + |<{TPAD| = 60° + 30° =
90°.

Trojuhelnik QAP je tedy pravouhly, a navic je i rovnoramenny, nebot ze zadani |QA| = |AD| =
|AB| = |AP|. Z toho divodu a z celkového souctu thli v trojuhelniku plati: |[<TAQP| = |[TAPQ| =
180° —90°

5 = 45°. Trojthelnik BPC je rovnéz rovnoramenny, nebot |BP| = |BC|. Analogicky
jako jsme dosli k tomu, ze |[TPAD| = 30°, je |[<PBC| = 30°. Pro velikost uhlu |[{BPC]| plati:
|<<BPC| = |[<<BCP| = 182°-30° — 75° Tim jsme skoro hotovi. Uhel <QPC je souctem tii Ghli:
|[<RPC| = |[<QPA| + |<APB| + |[<BPC| = 45° 4+ 60° + 75° = 180. Body Q, P a C sviraji thel
180°, tedy lezi na pfimce.

D C

POZNAMKY:

Reseni se délila predevsim na dvé velké skupiny — podobné vzorovému a dokazujici shodnou velikost
thlt QCD a PCD, coz bylo provedeno mnoha riznymi zptusoby (podobnost trojihelnikd, thlen,
smérnice, ...). Ta byla povétsinou spravné. Dalsi skupiny byly opét dvé — analyticka feSeni a FeSeni
se Spatnym pfedpokladem. Analytickd feseni se mi nelibila, takové lehké ulohy, jakou tato byla,
je nehezké fesit analyticky. VSechna tato feSeni byla spravna a ne az tak oSklivd, proto jsem jim
nakonec zaporné imaginarni body nedal. Posledni kategorii byla feSeni implicitné vyuzivajici faktu,
ze body Q, P a C tvori pfimku. Tato FeSeni vyuzivala souhlasnych thlt nebo faktu, Ze naptiklad
soucet Ghlu |[<{PQA| + |<QAB| + |<ABC| + |<<BCP| = 360° — tedy, ze P uz na strané QC
¢tytuhelniku ABCQ lezi. Takova feseni ode mé dostala po bodu, vétsinou za zbytek feSeni ¢i
thleni.

(Jan Kadlec)



Uloha 3.

V roviné lezi pét shodnych rovnostrannych trojiuhelniki, které mohou byt rizné natocené. Do-
kazte, ze pro kazdy z nich lze zbylé trojuhelniky bez otaceni posunout tak, aby ho cely zakryvaly.
Trojahelniky se mohou prekryvat.

(Honza)

RESENI:

Libovolny trojuhelnik (budeme ho zvéit velky) ze zadéni se da rozdélit pomoci stfednich p¥icek
na C&tyfi shodné trojuhelniky (zveme malé) s poloviéni délkou hrany. Kruznice opsand malému
trojuhelniku ma stejnou velikost jako kruznice vepsana velkému trojihelniku. Maly trojihelnik se
do ni cely vejde. Velky trojahelnik rozdéleny stiednimi prickami pokryjeme tak, ze kazdy ze ctyf
splyne kruznice vepsand velkého trojuhelnika a kruznice opsana malého, a tim musi byt vSechny
Ctyti Casti velkého trojuhelnika pokryty, tedy i cely velky trojuhelnik musi byt pokryt.

NN

POZNAMKY:

Neékteri fesitelé si vSimli, Ze ndm k pokryti staci dokonce jen t¥i trojihelniky — umistime je stejné
pokryvaného velkého trojuhelnika. Argument, Ze jeden z trojuihelnik umistime doprostied pokry-
vaného trojuhelnika a zbylymi tfemi se to uz urcité podari dopokryt, nebyl uznavam, protoze u néj
chybi dikaz. (Zuzka Svobodova)

Uloha 4.

Michal a Rado hrali hru. Nejprve k sobé stranou slepili dva rovnostranné trojihelniky a potom na
né nakreslili pravidelnou trojihelnikovou sit tak, ze policka méla n-krat kratsi stranu nez pivodni
trojahelniky. Nasledné si stoupli do protilehlych vrcholovych policek. V kazdém tahu si kazdy
z klukti vybral néjaké policko, které sousedilo stranou s polickem, na némz pravé stal, a posunul
se na néj. Hraci se stiidali po tahu a Michal zac¢inal. Pfedem se dohodli, zZe zvitézi ten, kdo bud
jako prvni stoupne na policko, kde uz stoji ten druhy, nebo jako prvni dorazi na misto, odkud ten
druhy vyrazel. V zavislosti na n urcete, kdo ma vyhravajici strategii®.

I1Hra¢ ma vyhréavajici strategii, pokud umi vyhrat nezavisle na tom, jak tahne jeho protivnik.
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Situace na zacatku hry pron = 3

(Kuba L.)

RESEN(:
Policka hraciho planu obarvime cernou a bilou barvou tak, aby Michal stadl na zacatku hry na
¢erném policku a aby kazda dvé policka sousedici hranou méla riznou barvu.

Obarveny hraci plan pro n = 3

Plati, ze vzdy po vykonani tahu se hrac¢ pfesune na policko opac¢né barvy. Na zacatku hry stoji
hraci na polickach raznych barev a Michal za¢ina. Tudiz vzdy po Michalové tahu budou hradi stat
na polickach stejné barvy a po Radové tahu budou stat na poli¢kach rtznych barev. Specidlné tedy
po Radové tahu nemohou stat oba hraci na stejném policku. Neni tedy mozné, aby Rado vyhral
tim, Ze si stoupne na policko, na kterém stoji Michal.

Michalova vitézna strategie je tedy dojit nejkratsi cestou do protéjsiho policka. Jelikoz hraci
plan je symetricky a Michal zacina, nemiize se stat, ze by Rado dosel do protéjsiho policka drive
nez on. Michal proto nutné vyhraje — bud tim, Ze dojde do protéjsiho policka, nebo tim, Ze se nékdy
cestou postavi na policko, kde pravé stoji Rado.

POZNAMKY:

Naprosta vétsina doslych feseni byla spravné, coz mne potésilo. Pro dikaz toho, ze Rado nemuze
vyhrat ,zasldpnutim“ Michala, vyuZzivala bud argument obarvovani, ¢i (v podstaté stejny) argument
o parité vzdédlenosti hract. (Tonda Cesik)



Uloha 5.
Do kruznice k je vepsan trojuhelnik ABC. Pfimky prochézejici vrcholem A, které déli ihel <BAC
na tretiny, protinaji kruznici k podruhé v bodech X1 a Xo. Body X3 az X¢ jsou definované podobné
pomoci vrcholii B a C'. Navic body X1, Xa, ..., X¢ lezi na k v tomto poradi proti sméru hodinovych
rucic¢ek. Dokazte, ze primky X1 X4, X2X5 a X3Xg urcuji rovnostranny trojuhelnik.
(Kuba Léwit)
RESENT:
Oznacime si thly v trojuhelniku ABC standardné «, 3 a v a dale postupné K, L, M pruseciky
X1X4 s XoX5, X1X4 5 X3X6 a XoX5 s X3X6.
Pii vypoctu velikosti thlu LK M pouzijeme shodnosti obloukovych thld na kruznici a souctu
uhli v trojuhelniku ABC':
|[<KLK M| = |<<X4K X5
=180° — |[AK X4 X5| — |[XK X5 X4|
=180° — |[<{X1 X4B| — |[<BX4X5| — |<<X2X5C| — |<C X5 X4
=180° — |[<{X1AB| — |[<BCX5| — |[<<X2AC| — |<CBX4|
2 1 2
=180°——a— -y —-—a——
S

=180° — ~(a+pB+7)

WM W =

= 60°.

Pii hledani velikosti uhlid K LM a KM L budeme postupovat analogicky. Protoze jsou bodyX;
az Xe¢ definovany podobnym zpusobem, pouze cyklicky pro A, B a C, zjistime, ze |<{KLM| =
|[<KML| = 60°. Protoze vSechny vnitini thly trojahelnika K LM jsou shodné, je trojahelnik vzdy
rovnostranny.

A

X5

POZNAMKY:
Zpravidla vSechna doslé feseni byla spravné. Ti, co vyuzili obloukové lemma, které fika, jak velkému
oblouku odpovidéa thel, ktery sviraji dvé tétivy, si usnadnili praci a méli feSeni na par fadku. Nékteri
naopak vyjadfovali velikosti spousty thli, nez se dobrali k hledanému thlu, ale i tak byla jejich
feSeni spravna.

(,madam“ Verca Hladikové)



Uloha 6.

Méjme rovnostranny trojihelnik ABC' a jeho vnitini bod P. Oznac¢me postupné X, Y, Z priseciky

piimek AP, BP, CP se stranami trojuhelniku ABC'. Ukazte, ze |PX|+ |PY |+ |PZ| < |AB|.
(David Hruska)

RESEN(:

Ac X Ap ¢

Bodem P povedeme rovnobézky se vSemi tfemi stranami trojuhelnika ABC. Prisecik strany BC'
a rovnobézky se stranou AC nazveme Aj. Analogicky pojmenujeme i vSechny ostatni pruseciky.
Vsimneme si, ze (napiiklad kviili souhlasnym thliim u p¥islusné strany trojuhelnika ABC) jsou
trojuhelniky CoCy P, AcAp P i Bg B P rovnostranné.

Délku libovolné usecky, kterda zacind ve vrcholu rovnostranného trojuhelnika a koné¢i nékde
v ném, muzeme shora odhadnout délkou strany (protoze mnozina v8ech bodi, které jsou od vrcholu
rovnostranného trojthelnika dal nez jiny jeho vrchol, je doplnék kruhu se stfedem v tomto vrcholu
a polomérem rovnym délce strany trojuhelnika, a ten lezi cely mimo trojahelnik).

Jesté potfebujeme dvé pozorovani. Prvni z nich je, Ze X je vnitini bod tsecky A.Ap a analogicky
pro body Y a Z a pro usecky By Bc a CqCy. To ale plyne z podobnosti trojihelnikit ABX a PA:.X
(jelikoz PAc je rovnobézna s AB, jsou tyto trojuhelniky stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v X).

Druhé pozorovani je, ze Cq PA:.B a Bq PA,C jsou rovnobézniky (jejich strany byly zvoleny jako
rovnobézky).

Nyni tedy vime (z druhého odstavce a prvniho pozorovani), ze délky |PX|, |PY|, |PZ| miZeme
odhadnout pomoci strany rovnostranného trojuhelnika, ve kterém lezi, nasledovné:

IPX]| < [AcA|
PZ| < |CaP|
|PY| < |PBaq|

Protoze ale podle druhého pozorovani plati |Cq P| = |BAc| a |PBqa| = |ApC|, mizeme pfedchozi
nerovnosti secist a dostaneme

|PX|+ |PY|+ |PZ| < |BAc| + |AcAy| + |AC| = |BC| = |AB],

coz jsme chtéli ukazat.

PozNAMKY:

Zhruba tfi ¢tvrtiny feSeni, kterd prisla, byla spravné. Z nich zhruba pulka postupovala jako vzorak.
Vsichni ostatni tspésni feSitelé vyuzili toho, Ze vzhledem k tomu, Ze soucet obsahu trojuhelnikt
ABP, BCP a CAP je roven obsahu trojuhelnika ABC, je i soucet vysek z vrcholu P téchto
trojuhelnika roven vysce trojuhelnika ABC.



Priglo ale i pomérné hodné feseni, kterd tlohu vyftesila pro nékteré specialni pripady, a bez
dtkazu tvrdila, ze v ostatnich pfipadech uz musi byt soucet ze zadani nutné mensi. Néktera feseni
najdeme, pokud se budeme nekoneéné piiblizovat (pravé jedné libovolné) strané. Takovym FeSenim
jsem se nakonec rozhodl dat motivacni jeden bod. (Viki Némecek)

Uloha 7.
V sesité je nakresleny trojuhelnik ABC, pro ktery plati, Ze thel pri vrcholu A je dvojnasobkem
ahlu pri vrcholu B. Anicka v ném vyznacila bod P a pak si vsimla, ze vzdalenosti bodu P od bodu
A a B jsou stejné. Navic je délka usecky AC stejna jako délka usecky C'P. Dokazte, ze primka C'P
déli thel pii vrcholu C' v poméru 2 : 1.

(Kuba L.)

RESENE:

Oznadime si 0 osu AB. Necht D je obraz bodu C v osové soumérnosti podle o. V této osové
soumérnosti se dale A zobrazi na B, z ¢ehoz plyne, ze AB a C'D jsou rovnobézné.

Oznadime si 8 velikost thlu ABC. Ze zadani vime, ze |<{BAC| = 2|<{ABC| = 2f. Ze symetrie
(podle o) plyne, ze |<BAD| = |X<ABC| = . Tedy také |<{CAD| = . Déle z rovnobéznosti AB a
CD méame rovnost stfidavych uhlia [<CDA| = |[<BAD| = a |[<DCB| = |<ABC| = 8.

Anic¢ka si vsimla, ze |AP| = |BP|, tedy P lezi na o, z ¢ehoz plyne, ze také |DP| = |CP|. Ze
zadéni vime, ze |CP| = |AC|. Jelikoz |[<CAD| = |<{CDA]|, tak je trojuhelnik AC'D rovnoramenny
se zakladnou AD, a tudiz |[AC| = |CD|. Celkem méame |DP| = |CP| = |CD|, tedy trojahelnik CPD
je rovnostranny. Toho vyuzijeme v nésledujicim vypoétu: |<{PCB| = |[<{PCD|—|IBCD| = 60°—p.
Koneéné pro velikost thlu <{ACP plati: |[<TACP| = |XACB|—|<{BCP| = (180°—-33)—(60°—3) =
120° — 233 = 2(60° — B) = 2|<<{PCB|, coz je kyzeny pomeér.

POZNAMKY:
Vétsina doslych feseni byla spravné. Resitelé postupovali podobné jako ve vzorovém feseni, nékteti
zkonstruovali bod D jako prusecik kruznice opsané trojuhelniku ABC' a osy thlu u vrcholu A . Par
vzorcu.

(Lucien Sima)



Uloha 8.

V riiznostranném trojuhelniku ABC plati |<{ABC| = 60°. Osy thli CAB, BC A protinaji protéjsi

strany v bodech X, Y a sebe navzajem v I. Nad tseckou XY sestrojime dva rovnostranné troju-

helniky XY P a XY Q. Necht O je stf¥ed kruznice opsané trojuhelniku BPQ. Ukazte, ze OI 1 AC.
(Rado Svarc)

RESEN(:
BUNO necht P lezi ve stejné poloroviné uréené piimkou XY jako B.

Plati [<TAIC| = 180° — |<ICA| — [<CAI| = 180° — [SBCAFISCAB| _ 1gqo  180°-|9ABC|
90° + 248Gl — 190°. Protoze |[<XBY| = 60° = 180° — |[IXIY], lezi body X, Y, I a B na jedné

kruznici.

Oznacéme si jako Q' priiseéik osy tthlu AIC s tseckou AC. Ukézeme, %e Q = Q’.

Plati |[<TATY| = 180° — |<AIC| = 60° = |<{AIQ)|. Zaroven plati |[{Y AI| = |<Q'Al|, takze Q'
je obraz Y podle piimky AI. Proto je | XY| = |X@Q’|. Analogicky dostaneme |Y X| = |YQ’|, takze
XQ'Y je rovnostranny trojuhelnik. Tedy Q = Q’.

Protoze X a Y jsou obrazy @ pti pieklopeni podle ptimek Al a CI a protoze I na obou téchto
pimkach lezi, plati také |[IX| = |IQ| = |[IY].

Nyni necht se kruznice opsané trojihelnikiim AIY a CIX podruhé protinaji v bodé T. Plati
|[<TATI| = 180° — |[<AYI| = |[<{BYI| = 180° — |<{BXI| = |CXI| = 180° — |ICTI|. Z toho
plyne, ze T lezi na AC. Zéroveii viak |{TYX| = |<TYI| + |<UYX| = |[<TAX| + |<UXY| =
[<IXAY |+ |<Y X A| = 180° — |<AY X| = |<<XY B, kde jsme vyuzivali obvodové uhly v tétivovych
étyfuhelnicich a fakt, ze XIY je rovnoramenny trojthelnik. Mame tedy |<TY X| = |<XY B].
Analogicky dostaneme |<{TXY| = |{Y X B]|. Takze T je obraz B podle pfimky XY.

Zjevné @ je obraz bodu P pii preklopeni podle pfimky XY. Protoze T je obrazem B podle
této primky, je tsecka T'QQ obrazem BP pii tomto preklopeni. Proto je PQT B rovnoramenny
lichobéznik, tedy T lezi na kruznici opsané BPQ. Z toho plyne, ze O lezi na ose usecky T'Q.
Zaroven plati |[<XTY| = |[<XBY| = 60° = |<{XQY]|, tedy T lezi na kruznici opsané XY Q. Ale
uz jsme ukézali, ze |[[X| = |IQ| = |IY], tedy I je stied kruznice opsané XY Q. Takze I lezi také na
ose usecky T'Q. Proto je OI osa usecky T'Q, takze skuteéné OI 1 AC.




POZNAMKY:
Vétsina prijatych feseni byla spravné. Kazda dvé reseni byla rizna a sesla se celad plejada rtznych
pristupt, z nichz takika vSechny dospély do tspésného konce. Vzorové feseni si poptjcovalo mys-
lenky z nékolika rtiznych pfijatych feseni, aby byl vysledny vzordk co nejelegantnéjsi.

(Rado Svarc)



