Kombinatorické pocitani

2. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 6. LISTOPADU 2017
ULona 1. (3 BODY)
Stépan vytvoril posloupnost cifer tak, ze za sebe napsal ¢isla 1,2,3,...,99 v tomto potfadi. Pak

nahodné ukézal na jednu z osmicek. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba jeji sousedé jsou ¢tyiky?

ULOHA 2. (3 BODY)
Napiste na stény dvou Sestisténnych kostek pfirozena ¢isla tak, aby pfi vSech moznych hodech byl
soudet padlych ¢éisel mezi 2 a 13 (véetné) a aby vSechny tyto souéty padaly stejné Casto.

ULOHA 3. (3 BODY)
Kuba zapomnél svij PIN. Samoziejmé vi, Ze je slozeny ze ¢tyt ¢islic. Jinak si ale vzpomind jen na
to, ze soucet cifer je délitelny tfemi. Kolik kombinaci musi v nejhorsim pripadé vyzkouset?

ULOHA 4. (5 BoD)
Kolika zpusoby lze na Sachovnici 9 x 9 obarvenou klasickym zpusobem rozmistit devét vézi tak,
aby se zadné dvé neohrozovaly a vSechny staly na stejné barvé?

ULOHA 5. (5 BODD)
Dva prvaci Pavel a Filip se ztGc¢astnili Sachového turnaje druhaki. V turnaji hral kazdy s kazdym
pravé jednou. Za kazdou vyhru dostal hrac¢ jeden bod a za prohru zadny. V pfipadé remizy dostali
oba hraci po palbodu. Turnaj dopadl tak, ze druhéci méli vSichni stejné bodt a Filip s Pavlem
méli dohromady osm bodu. Kolik druhakt se mohlo ztGc¢astnit turnaje?

ULOHA 6. (5 BODD)
Verca si do sesitu vypsala vSechny usporadané dvojice (A, B) podmnozin mnoziny {1,2,...,2017}.
Nasledné si pro kazdou takovou dvojici zapsala velikost mnoziny A N B a vSechny tyto velikosti
secetla. Kolik ji vyslo?

ULOHA 7. (5 BODD)
Jinému Kubovi na zahradce roste strom!, ktery ma ve svych 2017 vrcholech napsana &isla 1 az
2017. Kuba pfitom umi carovat — kdyz ukéZe na né€jakou hranu stromu, ¢isla v jejich vrcholech
se prohodi. Jednoho dne se Kuba rozhodl postupné v néjakém poradi ukadzat na vSechny hrany
stromu (na kazdou pravé jednou) a rozmyslel si, ze v zavislosti na zvoleném pofadi mu takto mtze
nakonec vzniknout m ruaznych ocislovani. Kolik nejméné prvociselnych déliteltt pocitanych véetné
nésobnosti? muze mit m?

ULOHA 8. (5 BODD)
Necht a1, a2, ... je posloupnost celych ¢&isel, ktera pro kazdé prirozené n spliuje Zd‘n ag = 2017™.
Ukazte, ze n | an pro kazdé pfirozené n.

1Viz http://mks.mff.cuni.cz/archive/34/serial.pdf, kapitola Stromy.
2Tedy napiiklad u 12 bychom ziskali t¥i — jednu trojku a dvé dvojky.
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Kombinatorické pocitani

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1.
Stépan vytvoril posloupnost cifer tak, Ze za sebe napsal ¢isla 1,2,3,...,99 v tomto poradi. Pak

nahodné ukazal na jednu z osmicek. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba jeji sousedé jsou Ctyiky?

(Martin ,,E.T.“ Sykora)
RESEN(:
Ve Stépanové posloupnosti je dohromady dvacet osmidek. Deset se jich nachézi na misté jednotek.
To jsou ¢isla 8, 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78, 88, 98. Zbylych deset je na misté desitek v ¢islech 80, 81,
82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89. Z dvaceti osmicek sousedi se ¢tyfkou osmicky v ¢islech 48 a 84, se
dvéma ¢tyfkami pouze jedna osmicka, a to ta v ¢isle 48. Pravdépodobnost, Ze na ni Stépan ukaze,
je proto %
POZNAMKY:
Vétsina fesitelt ulohu zdarné vytesila. Nejcastéjsi chyby vznikaly pfi urceni celkového poctu osmicek
v posloupnosti, naptiklad z ¢isla 88 byla obcas zapoctena pouze jedna osmicka.

(Zuzana Svobodovd)

Uloha 2.
Napiste na stény dvou Sestisténnych kostek prirozena cisla tak, aby pri vSech moznych hodech byl
soucet padlych ¢isel mezi 2 a 13 (véetné) a aby vSechny tyto soucty padaly stejné casto.

(Honza,)
RESEN(:
Méjme kostky s ¢isly (1,1,1,7,7,7) a (1,2, 3,4,5,6). Ovéfime, ze takové kostky spliiuji zadani. Na
prvni kostce padne kazdé z Cisel 1 a 7 se stejnou pravdépodobnosti, a to % Pokud padla jednicka,
miuzeme dostat pouze soucty 2 az 7, kazdy s pravdépodobnosti %, protoze c¢isla na druhé kostce
jsou rtizna. Podobné pokud padne na prvni kostce 7, vysledné soucty budou 8 az 13, také kazdy
s pravdépodobnosti %. Z toho uz vidime, ze kazdy ze souctu 2 az 13 padne stejné casto, konkrétné

s pravdépodobnosti % .

JAK SE NA TO PRIJDE:

Prestoze u této ulohy stacilo na plny pocet bodu feseni podobné tomu vyse uvedenému, radi bychom
zde uvedli jesté par ndpadu a postupu, které se pti hledéni feseni hodily. Aby byla pravdépodobnost
vSech soucti stejnd, musi kazdy z nich padnout pravé ve 3 z 36 moznych hodu. Dalsi dualezité
pozorovani je, ze souCet 2 muzeme dostat jen jako 2 = 1 4+ 1 a pokud chceme, aby padl pravé
tf¥ikrat, musime na jednu z kostek dat tfi jednicky a na druhou jednu jednicku.

Posledni potiebné pozorovani je, Ze na druhé kostce musi byt rizna ¢isla, protoze jinak by nam
spolu s jednickami z prvni kostky néktery ze souctt padl ve vice nez trech pripadech. Kdyz nasledné
vyzkousime obycejnou hraci kostku a doplnime na prvni kostku t¥i sedmicky, najdeme vyse uvedené
feSeni. Dalsi moznd feSeni jsou tfeba dvojice kostek (1,1,1,2,2,2) a (1,3,5,7,9,11); (1,1,1,3,3,3)
a (1,2,5,6,9,10) nebo (1,1,1,4,4,4) a (1,2,3,7,8,9).
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POZNAMKY:
U dloh, jako je tato, nevyzadujeme postup feSeni, ale je potfeba néjak zduvodnit, ze nalezené
feSeni funguje. Na plny pocet bodu proto stacdilo feseni obsahujici jen ¢isla na kostkach a néjaké
zduivodnéni spravnosti. Jedno z moznych zdivodnéni je napsané ve vzorovém feseni, ale v tomto
pripadé by stacilo i zdivodnit spravnost vypsanim vSech 36 moznych hodt a ukézanim, ze kazdy
soucet se vyskytuje stejné Casto.

Neékolik fesitelit zadani pochopilo tak, Zze nemusi jako souéty padat vSechna ¢isla od 2 od 13, ale
staci jen kdyz bude kazdy soucet padat stejné casto. Takova interpretace zadani ale neni spravn4,
takZe jsem za ni nedaval ani bod. (Michal Tépfer)

Uloha 3.

Kuba zapomnél sviij PIN. Samoziejmé vi, ze je slozeny ze Ctyr cislic. Jinak si ale vzpomina jen na

to, ze soucet cifer je délitelny tiemi. Kolik kombinaci musi v nejhorsim pripadé vyzkouset?
(David Hruska)

RESENI:

Na jednotlivé ¢tyfmistné PINy se muzeme divat jako na ¢isla od 0 do 9999 s tim, Ze nuly na
zacatku PINu ignorujeme, protoze ciferny soucet neméni. Prirozené ¢islo ma pritom ciferny soucet
délitelny tfemi pravé tehdy, kdyz je tfemi délitelné. Stadi tedy spocitat, kolik ¢isel od 0 do 9999 je
délitelnych tfemi. Délitelné tfemi je ziejmé kazdé treti Cislo. V rozmezi od 1 do 9999 je takovych

moznou kombinaci. V nejhorsim pripadé tedy Kuba musi vyzkouset 3334 moznosti.

POZNAMKY:
kombinaci podle zbytku po déleni tfemi u posledni cifry vétsinou také, i kdyZ o trochu pracnéji,
vedly k cili. Dost castym problémem bylo tvrzeni, ze nula neni délitelna tfemi, které vedlo k jedné
chybéjici kombinaci. Par fesitela si ¢tyrmistny PIN vylozilo jako ¢tyfmistné ¢islo a varianty 0000
az 0999 ignorovali. Za obé tyto chyby jsem jeden bod strhévala.

(Karolina Kuchyriovéd)

Uloha 4.
Kolika zpusoby lze na Sachovnici 9 X 9 obarvenou klasickym zpitisobem rozmistit devet vézi tak,
aby se zadné dvé neohrozovaly a vsechny staly na stejné barvé?

(Marian Poljak)

RESENI:

Nejprve oc¢islujeme radky a sloupce ¢isly od 1 do 9. Poté bez ijmy na obecnosti obarvime Sachovnici
tak, ze rohova pole jsou Cernd. Jinak Feceno, pole o soufadnicich [z,y] je ¢erné pravé tehdy, kdyz
je x + y sudé cislo. Véze se pritom nebudou ohrozovat pravé tehdy, kdyz bude v kazdém radku i
v kazdém sloupci presné jedna véz. Nyni rozlisime dva pripady.

(1) Véze rozmistime na ¢ernd policka. Véze v lichych fadcich proto musi lezet v lichych sloup-
cich a véze v sudych radcich musi lezet v sudych sloupcich. Jelikoz se tyto dvé skupiny vézi
zfejmé vzajemné neohrozuji, mizeme urcit poéty rozmisténi v kazdé z nich zvlast a poté je
jen vynasobit. Pocet rozmisténi vézi v lichych fadcich je roven poc¢tu permutaci mnoziny
{1,3,5,7,9}, tedy 5!. Jinak Feceno, v prvnim fadku mame pét moznosti, kam véz umistit
(v8echny liché sloupce). V druhém fadku mame jiz pouze &ty¥i moznosti, jelikoz v jednom
z lichych sloupct jiz véz stoji. A tak dale. PoCet moznosti rozmisténi vézi v lichych radcich
je 5-4-3-2-1, coz znacime jako 5! a ¢teme ,pét faktorial“. Obdobné pocet rozmisténi
vézi v sudych tadcich je 4!. Celkovy pocet moznych rozmisténi je 5! - 4! = 2880.

(2) Véze rozmistime na bild policka. Véze v lichych Fadcich musi lezet v sudych sloupcich a
navic musi v kazdém radku byt pravé jedna véz. Lichych radku je pét, ale sudé sloupce jsou
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pouze ¢tyfi, tedy z Dirichletova principu plyne, Ze alesponn dvé véze budou lezet ve stejném
sloupci a budou se ohrozovat. V tomto pfipadé proto vyhovujici rozmisténi neexistuje.

Véze lze rozmistit 2880 riznymi zpusoby.

PozNAMKY:
Vétsina fesitelt vytesila tlohu spravné. Nejcastéjsi chybou byla nedostateénd argumentace neexis-
tence rozmisténi vézi na druhé barvé ¢i tvrzeni, Ze pocet FeSeni je na obou barvach stejny. Za tato
feSeni jsem obvykle udéloval 3 body. Nékolik feSitelit pocitalo otocend rozestaveni za shodna. Jejich
postup byl vSak naprosto v poradku, proto jsem nestrhaval zadné body.

(Lucien Sima)

Uloha 5.
Dva prvaci Pavel a Filip se zucastnili Sachového turnaje druhdki. V turnaji hral kazdy s kazdym
praveé jednou. Za kazdou vyhru dostal hra¢ jeden bod a za prohru zadny. V pripadé remizy dostali
oba hraci po ptlbodu. Turnaj dopadl tak, Zze druhéaci méli vSichni stejné bodud a Filip s Pavlem
meéli dohromady osm bodu. Kolik druhakt se mohlo zucastnit turnaje?

(Marian Poljak)

RESENI:

Ozna¢me pocet druhdkd n. Pak pocet vSech odehranych zipasi je (n + 1) +n+ - +1 =
(n+1)-(n+2)
2

= "2+§"+2. Pocet odehranych zdpast je roven poétu bodii ze zadani, tedy podet
ptlbodt je n? 4+ 3n + 2. Z celkového poétu bodt maji prvaci 8 bodi, tedy 16 pilbodi. Druhdkim
zlistane na rozdéleni mezi sebe n? 4+ 3n +2 — 16 = n? + 3n — 14 pulbodu. Ze zadani vime, ze kazdy
druhdk ziskal stejny pocet bodu, tento pocet proto musi byt délitelny poctem druhdku, tzn. n.
Protoze n déli n2 4 3n, musi dé&lit i 14, proto n € {1,2,7,14}. Pro n = 1 a n = 2 bude pocet vSech
bodi mensi nez osm, coz je ve sporu s tim, ze Filip a Pavel ziskali dohromady osm bodii.

Ukazeme, Ze turnaj se 7 nebo 14 druhéky je mozny. Pro n = 7 mohli naptiklad vSichni druhéci
remizovat mezi sebou, kazdy z nich mohl vyhrat nad Filipem a prohrat s Pavlem. Odehralo se
% = 36 partii, kde 36 — 8 = 28 bodu rozdélime mezi 7 druhaki, tedy kazdy druhédk ziskal ¢tyti
body. Pro n = 14 mohli napfiklad vsichni druhéci remizovat mezi sebou, kazdy z nich mohl vyhrat
nad Filipem a remizovat s Pavlem. Odehralo se % = 120 partii, kde 120 — 8 = 112 bodu
rozdélime mezi 14 druhéaku, tedy kazdy druhak ziskal osm bodu.

POZNAMKY:
S ulohou si vétsina fesitelt poradila. Spousta z vas vSak zapomnéla uvést néjakou konstrukei, jak
mohl turnaj probihat, za coz jsem strhavala jeden bod. Resiteltim, ktefi pouze uhodli jedno z feseni
a v jejich feSeni se nevyskytoval ani ndznak dikazu, jsem body neudélovala.

(Adéla Kostelecks)

Uloha 6.
Verc¢a si do sesitu vypsala vSechny usporadané dvojice (A, B) podmnozin mnoziny {1,2,...,2017}.
Nasledné si pro kazdou takovou dvojici zapsala velikost mnoziny A N B a vSechny tyto velikosti
secetla. Kolik ji vyslo?

(David Hruska)

PrvN{ RESEN({:

Verca mohla to samé ¢islo ziskat i nasledujicim zptusobem: pro kazdé z ¢isel 1,2,...,2017 si mohla

zapsat pocet dvojic (A, B) takovych, ze dané &islo lezi v A N B, a vSechny tyto pocty sedist.
Zvolme tedy pevné &islo x € {1,2,...,2017}. Existuje pravé 22016 mnozin A C {1,2,...,2017}

takovych, ze x € A. Pro kazdé z 2016 ¢isel riznych od  mame totiz dvé moznosti: bud v mnoziné

A bude, nebo ne. Stejné tak existuje 22916 mnozin B C {1,2,...,2017}, pro néz je € B. Jelikoz
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vSechny usporadané dvojice (A, B) takové, ze x € AN B, dostaneme nezavislou volbou mnoziny A
obsahujici  a mnoziny B obsahujici z, je podet t&chto dvojic 22016 . 22016 — 42016 " Jelikoz tento
pocet nezavisi na z a Verca s¢ita takové poéty za vSech 2017 moznych x, vyjde ji soudet 201742016,
DRUHE RESEN{:

Ozna¢me M = {1,2,...,2017}. Pro mnozinu A C M budeme jeji doplnék znadit A, tj. A¢ = M\ A.
Uvazujme dvojici (A, B) podmnozin mnoziny M. Potom ¢tyfi mnoziny A N B, AN B¢, A°N B,
AN B¢ jsou po dvou disjunktnil a jejich sjednocenim je M. Proto

|AN B| 4 |AN B¢| + |A° N B| + |A° N B®| = 2017.

Vsechny uspofadané dvojice podmnozin mnoziny M si rozdélime do (neuspofddanych) ctvetric
{(A, B); (A, B%); (A¢, B); (A¢, B®)}. Jelikoz dvojic je (22017)2 a kazda &tvefice dvojic ptispéje do
souctu dohromady ¢islem 2017, dostavame, zZe soucet je

2

w — 2017 - 42016

POZNAMKY:
Uloha se dala fe$it mnoha riznymi zptsoby. Mezi doslymi feSenimi byla pestra smés prvniho a
druhého zpusobu feseni a pak dalsich vice ¢i méné naro¢nych pocitani se sumami.

Neékolik Fesitelti zmatl pojem uspofddand dvojice (A, B) a vylucovali piipad A = B, ackoli ho
zadéani nezakazuje.

Na zavér bych se chtél za organizatory omluvit — v papirové verzi zadani doslo k tiskové chybé
a vyskytlo se tam A\ B misto AN B. Nastésti to nemélo na povahu ani obtiznost tlohy vliv (jak je
dobfe vidét z druhého FeSeni), a proto jsem FeSeni tohoto ,alternativniho“ zadéni bodoval stejné.

(Tonda Cesik)

Uloha 7.
Jinému Kubovi na zahradce roste strom?, ktery ma ve svych 2017 vrcholech napsang &isla 1 a
2017. Kuba pritom umi carovat — kdyz ukaze na néjakou hranu stromu, c¢isla v jejich vrcholech
se prohodi. Jednoho dne se Kuba rozhodl postupné v néjakém poradi ukazat na vSechny hrany
stromu (na kazdou pravé jednou) a rozmyslel si, ze v zavislosti na zvoleném pofadi mu takto mize
nakonec vzniknout m ruznych ocislovani. Kolik nejméné prvociselnych delitelii poc¢itanych vcetné
néasobnosti® miize mit m?

(Jakub Lowit)

RESENI:

Ackoli se v tloze mluvi o prvocislech, série je na téma kombinatorické pocitani. Pojdme tedy
spocitat, kolik moznych ocislovani Kubovi mohlo vyjit. Kazdy strom na aspon dvou vrcholech lze
sestavit tak, Ze zacneme s jednou hranou a k ni postupné prilepujeme listy. Bud 7 strom s alespon
dvéma vrcholy. Napojme na néjaky jeho vrchol v s S > 1 sousedy novy list u. Jak se zvétsi pocet
riznych oéislovani tohoto nového stromu 7’ oproti tomu piedchozimu?

At uz Kuba na hrany 7 ukazoval v jakémkoli poradi, ve vrcholu v se vystfidalo S + 1 &isel —
jedno tam bylo na zacatku a zbylych S se tam dostalo vzdy po tom, co Kuba ukazal na patficnou
hranu sousedici s v. Tato ¢isla musi byt po dvou razna; pokud by se néjaké ¢islo dostalo do téhoz
vrcholu dvakrat, muselo by mezitim obkrouzit cyklus, jenze ten ve stromu neni.

174dné dvé z nich nemaji spoleény prvek.

2Viz http://mks.mff.cuni.cz/archive/34/serial.pdf, kapitola Stromy.

3Tedy napiiklad u 12 bychom ziskali t¥i — jednu trojku a dvé dvojky.
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Po pridéani listu u se ptame, jak se vysledné ocislovani puvodnich vrchol stromu zméni v zavis-
losti na tom, kdy Kuba ukaze na hranu wv. Ve chvili, kdy Kuba ukaze na tuto hranu, se cislo, které
je zrovna, ve vrcholu v, vyméni s &islem, jez je jiz od zacatku v u. Cislo z vrcholu v pak uZ ziistane
navzdy v listu w, ¢islo z vrcholu u ho naopak ,zastoupi“ v dalsim prohazovani. Vysledné ocislovani
T’ proto bude stejné jako pro ptivodni strom 7 aZ na to, Ze ¢islo, které ve chvili, kdyz Kuba ukazal
na hranu uw, bylo ve vrcholu v, se vyméni s ¢islem, které zac¢inalo v u. Pivodni ocislovani se tedy
muze zménit S + 1 zpusoby v zavislosti na tom, které ¢islo bude zrovna ve v, kdyz Kuba ukéze na
hranu uv.

Jesté si vSimnéme, ze dvé ruzna poradi hran vedouci k raznym vyslednym océislovanim stromu 7~
nemohou po pfilepeni listu vést k stejnému ocislovani. Plati to proto, ze z o¢islovani nového stromu
1ze jednoznacné vyvodit, jak by ocislovani dopadlo, kdyby Kuba nevyuzil hranu wv. Z pfedchoziho
plyne, Ze po pridani listu se pocet riznych oéislovani zvétsi (S + 1)-krat.

Nyni miazeme induktivné snadno nahlédnout, ze celkovy pocet riznych ocislovani je soucin fak-
toridla z poctu sousedt vSech vrcholt, a pak uz priklad pfimocafe dokon¢ime. To ale ani neni
potfeba; je-li strom hrana, je odpovidajici pocet prvociselnych délitelt poc¢tu raznych ocislovani
nula. Déale pridanim listu ke stromu se pocet prvociselnych déliteld zvysi alespon o jedna. Ku-
buv strom mé 2017 vrcholii, odpovidajici pocet tedy musi byt alespon 2015. Tohoto c¢isla naopak
dosahneme s cestou, nebof ta mé raznych oéislovani 22015 coz je &islo s 2015 prvociselnymi déliteli.

VOLNE PODLE MICHALA BERANKA, ONDREJE TKACZYSZYNA A MATEJE DOLEZALKA:
Ukéazeme si jesté jiny pohled, ze kterého vyplyne, kde se vzal onen zdhadny soucin faktoriadla poc¢tu
sousedu vsech vrcholu.

Tvrdime, ze umime odvodit vysledek libovolné posloupnosti Kubovych magickych operaci jen
za predpokladu, ze pro kazdy vrchol vime, v jakém poradi Kuba prohazoval hrany sousedici s timto
vrcholem. Navic pro kazdé dané podminky na poradi hran kolem kazdého vrcholu existuje néjaka
posloupnost operaci, ktera tyto podminky spliiuje. Z toho uz plyne ona podivna formule, nebot pro
kazdy vrchol v je pocet moznosti, jak sefadit hrany s nim sousedici, pravé faktorial z poc¢tu jeho
sousedd.

Méjme tedy néjakou moznou posloupnost Kubovych operaci a pro kazdy vrchol si ozna¢me tu
z jeho sousednich hran, kterou Kuba pouzil jako prvni. Protoze vrcholi stromu je o jedna vice
nez jeho hran, néjakou hranu jsme oznacili pro oba sousedni vrcholy. To znamenad, Ze nezavisle na
tom, v jakém pofadi se Kuba dival na hrany, plati, Ze kdyz Kuba ukazal na tuto hranu, na obou
jejich koncich byla stale stejna ¢isla jako na zacatku. Prohodme tedy tato dvé ¢isla a umazme tuto
hranu naseho stromu, ktery se tak rozpadne na dva mensi stromy. Na téch nyni miizeme pokracovat
uplné stejnym zpusobem, ¢imz nakonec dostavame néjakou posloupnost operaci. Vzhledem k jed-
noznacnosti nasich rozhodnuti musi vSechny posloupnosti operaci, které spliuji stejnou podminku,
dopadnout stejné.

POZNAMKY:
Vétsina reSitelt se vydala pfimocarou cestou prvniho vzorového feseni. Michal Beranek a Ondrej
Tkaczyszyn si vyslouzili imagindrni bod za to, Ze vyrazu soucin faktoridli poctu sousedi vsech
vrcholi dali kombinatoricky vyznam. Matéj Dolezdlek nahlédl, ze permutace vrchold stromu je
slozena jen z jednoho cyklu, ktery odpovida tzv. eulerovské prochazce na stromé.
Cesta neni jediny strom, pro ktery nastava rovnost. Zkus najit vSechny!
(Vasek Rozhori)

Uloha 8.
Necht a1, a2, ... je posloupnost celych ¢isel, kterd pro kazdé prirozené n spliiuje Zd‘n ag = 2017".
Ukazte, Zze n | an pro kazdé pfirozené n.

(Rado van Svarc)



RESENI:

Bud A, mnozina vSech rtiznych nakresleni nahrdelnikt s n koralky obarvenymi 2017 barvami,
jejichz obarveni se neopakuje s zadnou periodou kratsi nez 2017. Dvé nakresleni, kterd se lisi
pootoCenim, povazujeme za ruzna. Za chvili induktivné ukazeme, ze Cisla a, jsou jednoznacné
urcena jako an = |An|. Z toho uz bude plynout n | |An|, ponévadz vSechna nakresleni nahrdelniki
z Ay, umime rozdélit do skupin po n ¢élenech — do jedné skupiny dame vSech n rtiznych pootoceni
jednoho néhrdelniku.

Pro n = 1 musi z podminky ze zadani platit a; = 2017. To presné odpovida poc¢tu obarveni
jednoho koralku pomoci 2017 barev. A protoze ndhrdelnik o jednom koralku nejde netrivialné
otéacet, je skuteéné 2017 = |A,,|.

Nyni necht a.m = |Am| plati pro v8echna m < n. Pak tento vztah dokdZeme i pro n. Uvazujme
nakresleni libovolného nahrdelniku s n koralky. Necht B; je mnozina takovych nakresleni, kde
nejmensi netrivialni otoceni, které obrazek nezméni, otaci nahrdelnik pravé o ¢ pozic. Tedy v B;
jsou ty obréazky nahrdelnikd, které obsahuji opakujici se sekvenci ¢ koralkd, ale zaddnou kratsi.
Pokud it n, je ziejmé |B;| = 0. Zjevné pfitom |An| = |Bn].

Protoze celkové u kazdého kaminku mame na vybér z 2017 barev a kazdy nahrdelnik 1ze o nékolik
(maximélné n) pozic otoéit tak, aby se pfenesl sdm na sebe, plati

> |Bg| =2017".
dln

Nyni nahlédneme, Ze je ve skutefnosti |A4| = |Bq|. V By jsou pravé obrazky néahrdelnika
s periodou d koralki, tedy vyFiznutim c¢asti o d koralcich a jejim spojenim do kruhu dostaneme jeden
z obrazku z Ag. Pozice fezu v ramci periody délky d pfitom urcuje, ktery z d obrazki zmenseného
d-koralkového nahrdelnicku dostaneme. Na druhou stranu, vezmeme-li % kopii stejného obrazku
z Ag, rozdélime je na stejném misté a spojime za sebe, dostaneme zjevné obrazek nahrdelniku z By.
Rizna mista rozdéleni ndhrdelnicku, kterych je d, pfesné odpovidaji d riznym nakreslenim velkého
nahrdelniku. Tim jsme pro libovolné d | n nasli bijekci mezi Ay a By, tedy pro takovd d mame
[Aa| = |Bal.

Z predeslého tedy mame ) din |Ag] = 2017 = 3 d|n @i, Pii¢emz pro viechna pfirozend d < n
uZ z induké¢niho predpokladu plati rovnost |A4] = aq. Aby ale dokdzand rovnost platila, musi byt
také |An| = an, ¢imz je dikaz indukéniho kroku dokonéen.

POZNAMKY:
Nikoho nenapadlo fesit osmicku ze série Kombinatorické pocitani kombinatorickym pocitanim.
Objevilo se vSak nékolik vice ¢i méné osklivych Feseni indukci, zkoumanim délitelnosti a v nékolika
malo pfipadech i Mébiovou inverzni formuli.

(Rado van Svarc)



