Ctverce a krychle

2. JARN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 5.BREZNA 2018

ULoHA 1. (3 BODY)
Zapiste za sebe v néjakém potradi ¢isla 1 az 16 tak, aby soucet kazdych dvou sousednich ¢isel byl

Etverec!.

ULOHA 2. (3 BODY)
Méme ctverec o strané délky jedna. Kazdou jeho stranu rozdélime na Ctyri stejné casti a vzniklé
body pospojujeme zpusobem naznacenym na obrazku. Urcete obsah malého Sedého ¢tverecku.

ULona 3. (3 BODY)
Kuba a Tonda hraji hru na tabulce velikosti 100 x 3 ¢tverecku. Stiidavé na jeji policka pokladaji
dominové kosticky 2 x 1. Zacinajici Kuba je poklada tak, ze strana domina o délce 2 je rovnobézna
s delsi stranou tabulky, zatimco Tonda naopak. Nikdo z nich nesmi polozit domino na jiz zabrané
policko. Hra¢, ktery nemiZe tdhnout, prohrava. Ukazte, ze Kuba muze vyhrat, at hraje Tonda
jakkoli dobre.

ULOHA 4. (5 BODD)
Na Sachovnici 8 X 8 je rozestavéno osm vézi, které se vzajemné neohrozuji. Pro kazdou dvojici vézi
zméfime délku spojnice stfedd policek, na nichz tyto véze stoji. Dokazte, ze nékteré dvé z téchto
vzdalenosti jsou nutné stejné.

ULoHA 5. (5 BOD®)
Kuba si chtél hodit dvéma hracimi kostkami, ale protoze se nudil, tak nejdfive sundal z jejich stén
vSechna ¢isla, dal je do klobouku a zamichal. S jakou pravdépodobnosti hodil v sou¢tu 7, pokud
vime, Ze vSech dvanéct ¢isel pred hodem nahodné nalepil zpét na kostky (na kazdou sténu jedno)?

LCtvercem nazyvame druhou mocninu néjakého piirozeného &sla.
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ULOHA 6. (5 BODD)
Na Sachovnici 8 X 8 jsou zapsana Cisla 1,...,64, pficemz kazda dvé po sobé jdouci ¢isla lezi na
polickach sousedicich hranou. Jaky je nejmensi mozny soucet ¢isel na diagondle, kterd spojuje bila
rohova policka?

ULOHA 7. (5 BOD®)
Méjme n-prvkovou mnozinu M a vyberme z ni n po dvou riznych podmnozin. Dokazte, ze existuje
prvek = € M takovy, ze po jeho odebrani z kazdé z vybranych podmnozin, kterd ho obsahuje,
ziskame opét n riznych mnozin.

ULoHA 8. (5 BODU)
Méjme nekonecnou krychli¢kovou sit plnou neobarvenych krychlicek. Filip a Rado hraji hru. Filip
zaciné a oba hradi se stfidaji v tazich. Filiptuv tah spo¢iva v obarveni dosud nezabarvené krychli¢ky
na Gerveno. Rado ve svém tahu vybere celou rovinnou vrstvu krychli¢ek (kolmou na jednu ze tif
os prostoru), v niz zadné krychli¢ka neni ¢ervend, a obarvi je vSechny na modro. Rozhodnéte, pro
ktera n muze Filip nezavisle na Radovych tazich dosdhnout stavu, kdy bude existovat n ¢ervenych
sousedicich krychlicek ve sméru nékteré z os prostoru.



Ctverce a krychle

2. JARN{ SERIE VZOROVE RESENf{

Uloha 1.
Zapiste za sebe v néjakém poradi ¢isla 1 az 16 tak, aby soucet kazdych dvou sousednich ¢isel byl

&tverect.

(Michal Tépfer)
RESEN(:
Resenim tlohy je napiiklad posloupnost: 16, 9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8. Neni tézké
ovérit, ze soucet kazdych dvou sousednich ¢isel je opravdu druhou mocninou pfirozeného déisla.

PozNAMKY:
Jak na to prijit? K ¢islam 16 a 8 existuje jen jedno dalsi ¢éislo z rozsahu 1 az 16 tak, aby soucet byl
¢tvercem. Tudiz tato ¢isla musi byt na jednom z konct posloupnosti. Poté jiz neni tézké doplnit
zbytek posloupnosti. Vétsina feSeni byla naprosto spravné, néktefi resitelé nasli vSechna feSeni
(jedna se jen o vySe zminénou posloupnost a pfevracenou) a dokazali, ze zddna dalsi nejsou. Cenim
si toho, ale v této tloze to nebylo nutné (zadéni ¥ika pouze ,napiste®).

(Lucien Sima)

Uloha 2.
Mame c¢tverec o strané délky jedna. Kazdou jeho stranu rozdélime na Cty¥i stejné casti a vzniklé
body pospojujeme zptisobem naznacenym na obrazku. Urcete obsah malého Sedého ctverecku.

(Kuba Krasensky)

LCtvercem nazyvame druhou mocninu néjakého piirozeného &sla.
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RESENT:
Nejprve si utvar trochu upravime tak, abychom nezménili jeho celkovy obsah: trojuhelnik ABC
pfesuneme na misto A’ B’C’, trojuhelnik DEF na D'E'F’, viz obrazek.

A=F C=F

D=A ¢’ =D

B/

Vysledny atvar je tvofeny sedmnéacti shodnymi ¢tverecky, a jelikoz je jeho obsah roven jedné,

je obsah kazdého ¢tverecku roven 1—17

POZNAMKY:
Uloha byla snadna, drtiva vétsina FeSeni byla spravna. V nékolika pripadech fesitelé poéitali délku
hrany vnitfniho ¢tvere¢ku pres thel odpovidajici thlu BAC pomoci goniometrickych funkci, coz
vsak vedlo na jejich neptijemné skladani. V pripadé takového feseni je poté tfeba dospét k vysledku
pouzitim spravnych tprav, coz bylo v této tloze pomérné narocné.

(Tomés Novotny)

Uloha 3.
Kuba a Tonda hraji hru na tabulce velikosti 100 X 3 c¢tverecku. Stiidavé na jeji policka pokladaji
dominové kosticky 2 X 1. Zacinajici Kuba je poklada tak, Ze strana domina o délce 2 je rovnobézna
s delsi stranou tabulky, zatimco Tonda naopak. Nikdo z nich nesmi polozit domino na jiz zabrané
policko. Hraé, ktery nemiize tdhnout, prohrava. Ukazte, Zze Kuba miize vyhrdt, at hraje Tonda
jakkoli dobre.

(Honza Krejéi)
RESENT:
Tabulku rozdélime na 50 casti o velikosti 2 x 3. Pokud do prostfedni fady nékteré z takovych casti
Kuba umisti své domino, znemozni tim Tondovi kamkoliv do této ¢asti polozit své domino. Zaroven
si tim Kuba vytvori dvé pozice, do kterych bude moci pozdéji neohrozené zahrat.

V prvnich 25 tazich si Kuba mutze timto zptisobem zabrat 25 ¢asti nezavisle na tom, jak zahraje
Tonda. Ten totiz kazdym svym dominem protne vzdy pravé jednu ¢ast tabulky, takze at zahraje
jakkoliv, kazdy jeho tah ma sanci Kubovi znemoznit zabrani maximalné jedné casti.

Nyni si mizeme vsimnout, ze pokud takto Kuba zahraje, Tonda ma v celé hte k dispozici jen 50
tahti (dva v kazdé z 25 &asti, které mu Kuba nechal), kdezto Kuba mé celkem k dispozici alesporni
75 neohrozitelnych taht (t¥i v kazdé z 25 ¢asti, které si zabral pro sebe). Kuba tak miize donutit
Tondu prohrat po 50 tazich a stale mit kam hrat. MuzZe tedy vyhrat, at Tonda hraje jakkoliv dobfe.
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POZNAMKY:

Tato tloha byla celkem jednoducha na pochopeni, ale naopak slozitéjsi na spravné sepsani. Vétsina
fesiteltl se kromé Kubovy strategie néjak pokousela formulovat, jak by mél hrat Tonda. To pak ale
Casto vedlo k tomu, ze Fesitelé neprozkoumali vSechny moznosti, jak se mohla hra vyvijet. Obecné je
v podobnych tlohach zdlouhavé, nebo az nemozné, probrat vSechny moznosti taht, takze doporucuji
vyvarovat se toho. Muzete si v§imnout, ze v autorském feSeni vSechno, co plati o Tondové tahu,
plati o kterémkoliv Tondové tahu, ne jenom o nékteré moznosti.

Jedna véc mé prfi opravovani pobavila: ¢tyfi z celkem osmi Fesiteli, ktefi uvazovali rozdéleni
tabulky na 50 ¢asti (jako vzorové feseni), udélali numerickou chybu. Stejnou numerickou chybu.
Nechali jak Kubu, tak Tondu zabrat 50 ¢asti (i kdyz je jich 50 celkem). Na kvalitu FeSeni to nemélo
vliv, ale Ze se to stane tolika lidem, to jsem necekal.

(Jachym Solecky)

Uloha 4.
Na sachovnici 8 X 8 je rozestavéno osm vézi, které se vzajemné neohrozuji. Pro kazdou dvojici vézi
zméfime délku spojnice stiedii policek, na nichz tyto véze stoji. Dokazte, Ze nékteré dvé z téchto
vzdalenosti jsou nutné stejné.

(Lucien Sima)

RESENI:

Bez jjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze policka Sachovnice maji rozméry 1x 1. Potom vzdalenost
dvou vézi spocitdme z Pythagorovy véty jako /72 + s2, kde r je jejich fadkova a s sloupcova
vzdalenost.

Abychom na Sachovnici 8 x 8 méli osm vézi, které se vzadjemné neohrozuji, musi v kazdém
sloupci stat pravé jedna. Zaméfime se nyni na dvojice vézi lezici v sousednich sloupcich. Téchto
dvojic je zfejmé celkem sedm. Mame vSak pouze sedm moznych rtznych vzdalenosti mezi nimi:
jsou to ¢isla ve tvaru v/r2 + 1, kde r je fadkova vzdalenost z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7} (nemuze
byt nulova, jelikoz pak by se ohrozovaly). Aby se vzdalenosti neopakovaly, musime pouzit kazdou
vzdalenost pravé jednou — specialné tedy existuje dvojice vézi v sousednich sloupcich, které jsou
od sebe vzdéaleny /72 + 12.

Obdobné argumenty plati i pro fadky, tudiz dokazeme najit dvojici vézi v sousednich fadcich
majici sloupcovou vzdalenost sedm. Vzdélenost této dvojice v&zi je vsak také v/12 + 72. Tudiz se
nam podarilo najit dvé dvojice vézi se stejnou vzdalenosti. Tyto dvojice ale nemiizou byt stejné,
nebot véZze z prvni dvojice lezi v sousednich sloupich a véZe z druhé v sloupcich, které jsou od sebe
vzdalené sedm. Tim padem jsme s dukazem hotovi.

POZNAMKY:
Ulohu vyiesili skoro vichni zcela spravné. Vétsina fesiteld dokazala, Ze je vice dvojic vézi nez
moznych vzdalenosti, tudiz se musi néjaka vzdalenost z Dirichletova principu zopakovat.

(Lucien Sima)

Uloha 5.

Kuba si chtél hodit dvema hracimi kostkami, ale protoze se nudil, tak nejdfive sundal z jejich stén

vSechna cisla, dal je do klobouku a zamichal. S jakou pravdépodobnosti hodil v souctu 7, pokud

vime, Ze vSech dvanéct ¢isel pfed hodem ndhodné nalepil zpét na kostky (na kazdou sténu jedno)?
(Kuba Krdsensky)

RESEN(:

Zkusme cely proces provést naopak — nejprve kostkami hodime, a az poté na jejich stény nahodné
nalepime ¢isla. Hledand pravdépodobnost na poradi téchto dvou podprocest nezalezi, protoze se
navzajem nijak neovliviiuji.



V tuto chvili uz jde skutecéné jenom o to, jakd dvé ¢isla budou vylosovdna na vrchni stény
hozenych kostek. Pokud na prvni kostku vylosujeme ¢islo a, tak mezi losovanymi ¢isly je prave
jedno cislo b, které s a dava soucet 7. Toto b je rizné od a, a tak se objevi ve zbytku ¢isel dvakrat.
Tedy dvé z jedenacti moznosti jsou Gspésné, proto je vysledna pravdépodobnost 12—1

POZNAMKY:
S velmi originalnim fesenim pfisla Lenka Kopfovd, kterd nejprve urcila pravdépodobnost, Ze padnou
zase predstavoval jiny tthel pohledu. Pfiklad se dal i riznymi (ale zna¢né pracnymi) zptsoby spocitat
pfes rozbor vsech moznosti, jak se nalepi ¢isla a co na polepenych kostkach padne.

(Zuzka Svobodova)

Uloha 6.
Na sachovnici 8 X 8 jsou zapsana cisla 1,...,64, pricemz kazda dvé po sobé jdouci cisla lezi na
polickach sousedicich hranou. Jaky je nejmensi mozny soucet cCisel na diagonale, ktera spojuje bila
rohova policka?

(Honza Krejéi)

RESENI:

Predstavme si, zZe ¢isla zapisujeme na Sachovnici postupné od 1 do 64. Vzhledem k tomu, Ze s
polickem jedné barvy sousedi hranou pouze policka druhé barvy, museji se barvy na cesté tvorené
posloupnosti 1,...,64 stfidat. Tudiz vSechna licha ¢isla budou zapsana na jedné barvé a suda na
druhé. Soucet nejmensich sedmi ¢isel zapsanych na bilou diagonalu tedy nemuze byt mensi nez
1+34+54+7+9+11+ 13 =49.

Zbyvéa odhadnout cislo nejvétsi. VSimnéme si, ze v okamziku, kdy je zapsano posledni ¢islo na
bilou diagonalu, musi byt jiz vSechna pole na jedné jeji strané vyplnéna. Pokud vsak spocéteme
pocet poli na jedné strané bilé diagonély (véetné), zjistime, Ze je tvoii 20 bilych a 16 ¢ernych poli.
Jelikoz se museji barvy pri vypliovani stfidat, pro vyplnéni 20. bilého pole jsme jiz museli vyplnit
alespon 19 Cernych, a tudiz je na tomto poli napsano c¢islo vétsi nebo rovné 20 4 19 = 39.

Pokud tedy spojime oba odhady, dostavame, Ze hledany soucet nemiize byt mensi nez 39 +
49 = 88. Tohoto souctu vsak lze dosdhnout — jednim z netradi¢nich feseni je napfiklad nasledujici
vyplnéni:

3914041 |44 (45|46 47|48

38| 114243626150 (49

371 2| 3]64(63|60(51]52

361351 4|5 |6 |59]|58]|53

333412120 7 | 8 |57 (54

32(23]122(19|18( 9 |56 |55

31124125]26 (17|10 (11]12

30(29]28 (27|16 (15]14 (13

PozNAMKY:
Velka vétsina fesiteld pfisla na jedno z mnoha optimalnich feseni, nicméné dikaz toho, Ze neexistuje
vyplnéni lepsi, byl pro vétsinu problém. Obvykle se objevovaly argumenty typu, Ze jednicka musi byt
v rohu, Ze pfi vypliovani prvnich t¥inacti ¢isel musime pravidelné stfidat strany podél diagonaly,
jinak by zbytek nesel vyplnit, apod. Vzorové feseni tyto domnénky vyvraci.
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Dalsim ¢astym argumentem bylo tvrzeni, Ze pfi vypliiovani prvnich sedmi poli diagonaly musime
navstivit alespon tfi pole na kazdé jeji strané. To je sice pravda, ovSsem toto tvrzeni obvykle nebylo
korektné zduvodnéno.

(Tomés Novotny)

Uloha 7.

Méjme n-prvkovou mnozinu M a vyberme z ni n po dvou ruznych podmnozin. Dokazte, Ze existuje
prvek x € M takovy, ze po jeho odebrani z kazdé z vybranych podmnozin, ktera ho obsahuje,
ziskame opét n ruznych mnozin.

(Kuba Léwit)

RESEN(:

Aby po odebrani néjakého prvku nevzniklo n riznych mnozin, tak se néjaké dvé mnoziny musely
lisit pravé o tento prvek a zbylé prvky musely mit stejné.

Predpokladejme pro spor, ze existuje né€jakd n-prvkovd mnozina M a jejich n po dvou ruznych
podmnozin s vlastnosti, Ze pro libovolny prvek « € M existuji dvé podmnoziny A, B takové, ze A
ziskdme z B odebranim prvku x.

Nakreslime si graf, kde kazdou z uvazovanych mnozin reprezentujeme vrcholem a kde hrany
nakreslime nasledujicim zpisobem: pro kazdy prvek € M si vybereme pravé jednu dvojici vrchold,
jejichz piislu$né mnoziny se lisi pravé v x, a mezi né nakreslime hranu. Zadny vrchol jsme zcela jisté
nespojili hranou se sebou samym. Dale jsme jednu dvojici podmnozin mohli spojit pouze jednou
hranou (pokud se dvé mnoziny lisi pouze o jeden prvek, pak je vyloudeno, aby se jesté lisily o néjaky
jiny prvek). Jelikoz mé pravé vyrobeny graf n vrcholi a n hran, musi v ném jiz nutné existovat
cyklus (na kterém lezi alespon tfi vrcholy).

Nyni si na tomto cyklu vezméme dva sousedni vrcholy X, Y. Protoze jsme mezi né nakreslili
hranu, jim p¥islu$né podmnoziny se lisi o néjaky prvek a. BUNO a € X a a € Y. Protoze X, Y
lezi na jednom cyklu, vede mezi nimi jesté jedna cesta (kterd neobsahuje hranu mezi X a Y'). Tato
cesta pritom sestava z hran, z nichz zadna neznazornuje odebrani ¢i pfidani prvku a — pro kazdy
prvek z M jsme do grafu zakreslili pravé jednu hranu a pro prvek a je tato hrana mezi jiz umisténa
mezi vrcholy X a Y. Proto nardzime na spor — pfi prichodu z X do Y touto cestou jsme nemohli
odebrat prvek a, prestoze se o néj maji mnoziny prislusejici vrcholim X, Y lisit.

Tim je tvrzeni tlohy dokazéno.

POzZNAMKY:
Pivodni autorské feSeni (a Feseni Matéje DoleZdlka) vyuZivalo n-rozmérnou hyperkrychli a tim
napliovalo souvislost tlohy s nazvem série. Grafové feseni bylo nicméné elegantni a navic o néco
rychlejsi.

(Marian Poljak)

Uloha 8.

Méjme nekoneénou krychlickovou sit plnou neobarvenych krychli¢ek. Filip a Rado hraji hru. Filip
zacina a oba hraci se stfidaji v tazich. Filipuv tah spociva v obarveni dosud nezabarvené krychlicky
na cerveno. Rado ve svém tahu vybere celou rovinnou vrstvu krychli¢ek (kolmou na jednu ze t¥{
os prostoru), v niz zadnd krychlicka neni ¢ervend, a obarvi je vSechny na modro. Rozhodnéte, pro
ktera n miize Filip nezavisle na Radovych tazich dosahnout stavu, kdy bude existovat n cervenych
sousedicich krychli¢ek ve sméru nékteré z os prostoru.

(Rado van Svarc)



RESEN(:

Uloha se na prvni pohled tvaii, ze Filip nemé $anci obarvit vice nez par krychlicek a ze je
Rado vzdy schopen zablokovat jeho libovolny pokus pomoci svych Sesti tahi, které by Filipovu
konstrukci omezily ze vSech stran. Ukazeme ale, Ze situace pro Filipa neni tak bezvychodna a ze
dovede obarvit n sousedicich krychli¢ek pro libovolné n.

K tomu se ndm bude hodit nad hrou Filipa a Rada uvazovat trochu jinak. Zavedeme takzvanou
osovou variantu hry — jejim hracim pldnem budou pouze samotné ¢iselné osy x,y, z. Filipuv tah,
v némz obarvi krychli¢ku (%, j, k), odpovida v osové varianté obarveni bodu ¢ na ose z, j na ose y
a k na ose z, pfiemz zidny z téchto bodi nesmi byt uz obarveny na modro (tzn. musi byt bud
neobarveny, nebo jiz éerveny) a alesponi jeden musi byt nezabarveny. P¥i znovuobarveni tii ¢erve-
nych bodi by totiz tah odpovidal obarveni jiz ¢ervené krychlicky, coz odporuje zadani. Také to ale
nedava smysl pro Filipovu strategii — uvidime, ze snaha o obarvovani dosud nezabarveného bodu
na kazdé z os (coz odpovida obarveni krychlicky, kterd nelezi v zadné rovinné vrstvé s dosud obar-
venymi Cervenymi krychlickami) pfinese Filipovi ovoce. Radiv tah v osové hie vypada piekvapivé
skromné — kdykoliv se Rado rozhodne obarvit rovinu kolmou na nékterou z os protinajici tuto osu
v jeji i-té krychlicce, v osové varianté to odpovida obarveni bodu ¢ na této ose. Rado nesmi vybrat
rovinnou vrstvu krychli¢ek, ve které je néjaka krychlicka cervend — prelozeno do osové hry, Rado
smi béhem svého tahu obarvovat modie jen dosud neobarvené body.

Snadnym postiehem nyni je, ze pokud Filip zvlddne v osové hie docilit stavu, kdy je na néjaké
ose (fikejme, zZe je obsazend) m po sobé jdoucich bodii obarvenych naerveno, nemize jej jiz nic
zastavit od vyhry v ptvodni hie. Rado v tomto pfipadé€ totiz nemulze v onom Cerveném pasmu
obarvit Zddnou rovinu kolmou na obsazenou osu. Filipovi tedy stac¢i vybrat libovolnou ¢ervenou
krychlicku prislusejici cervenému pasmu a barvit ve sméru obsazené osy az ke koncim pasma. Tim
docili n ¢ervenych sousedicich krychlicek a zvitézi.

Jinymi slovy mtzeme fict, ze dosdhne-li Filip posloupnosti n po sobé jdoucich ¢ervenych bodu
v osové hie, pak vyhraje. Navic vidime, Ze v osové hie Filip déla pfi kazdém tahu az tii obarveni
dosud neobarvenych bodi, zatimco Rado jen jedno. To déava dobrou intuici, ze diky této nerovno-
meérnosti tahd Filip dokaze Cervené obarvit sekvenci n po sobé jdoucich bodu.

Hlavni éast dikazu, ze se Filipovi povede vyhrat pro libovolné n, provedeme matematickou
indukci. Nejdfive zadefinujme pojem k-sekvence oznacujici posloupnost k bezprostfedné po sobé
jdoucich cervené obarvenych bodt na néjaké jedné ose v osové hie. Déale kazdou takovou k-sekvenci
po sobé jdoucich ¢ervenych bodi nazveme neomezenou, pokud neni modfe obarveny zadny bod na
této ose ve vzdalenosti az do 2n 4+ 1 od obou jejich koncii. Aneb je-li néjaka k-sekvence neomezend,
tak ma Sanci byt Filipem rozsitena na n-sekvenci, nezaséhne-li do tohoto rozsifovani Rado. Rikejme,
ze Rado svym tahem omezi néjakou k-sekvenci, pokud obarvi modie néjaky bod, kterym porusi
jeji neomezenost.

Lemma. Pro libovolna pfirozena cisla m, £, kde m < n, Filip dovede vytvorit v osové hre (¢
neomezenych m-sekvenci lezicich na jedné ose.

Dikaz. Indukci podle m. Nejdfive uvazujme zakladni pfipad m = 1. Filip udéla [1, 5¢] obarveni,
pri¢emz si bude davat pozor, aby kazdé dva cervené body v osové hie oddélovala dostateéné velka
vzdalenost, napf. 1000n + 1000. Jinak feCeno, bude tahy obarvovat body velmi daleko od sebe,
aby pozdé€ji pri rozsifovani téchto l-sekvenci na vice-sekvence nedal Radovi moznost omezit vice
nez jednu z nich za tah. Takhle umisti v osové hie celkem 3 - [1,5¢] ¢ervenych bodu (1-sekvenci),
pfi¢emz Rado dovede vzhledem k jejich ,velkym“ vzdalenostem omezit nejvyse [1,5¢] z nich. Tim
Filipovi zbude alespon 3¢ neomezenych 1-sekvenci, pficemz z Dirichletova principu musi na néjaké
z os lezet alespon £ z nich. Tim je zakladni pfipad dokoncéen.

Nyni dokdzeme indukéni krok — predpokladejme, Zze umime docilit stavu, kdy je na néjaké
z os (BUNO na ose ) [W—‘ neomezenych m-sekvenci, a dokazme, ze pomoci nich dovedeme
vytvofit £ neomezenych (m + 1)-sekvenci. To muze Filip zajistit opakovanim néasledujicich m + 1
tahtt — vzdy se pokusi v libovolném sméru prodlouzit stavajici neomezenou m-sekvenci na (m + 1)-
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sekvenci, pficemz zaroven bude témito tahy postupné stavét nové sekvence na osich y, z. Béhem
provedeni téchto m + 1 tahti tedy Filip (ignorujme na chvili Radovo barveni) vytvofi m + 3 novych
(m+1)-sekvenci. Kazdym svym tahem totiz vytvoril novou sekvenci délky m+ 1 na ose x a pomoci
vSech m+1 tahil postavil na osach y, z dvé zbrusu nové (m+1)-sekvence. Rado muze ve svych m+1
tazich (vzhledem k dostate¢nym vzdalenostem m-sekvenci od sebe) omezit nejvyse m + 1 z nich.
Proto béhem téchto m + 1 tahd Filip vytvoii i pfes Radovu snahu dvé nové neomezené (m + 1)-

3¢(m+1)
2

sekvence na nékteré z os. Diky induk¢énimu pfedpokladu zac¢inadme s [ -‘ neomezenymi m-

sekvencemi. Proto muze Filip zahrat 3¢/2-krat téchto m+1 taht, ¢imz vytvori na osadch dohromady
3¢ neomezenych (m + 1)-sekvenci, a tudiz opét z Dirichletova principu mtzeme Fict, Ze alespori £
z nich je na spole¢né ose. Tim je dikaz lemmatu ukoncen.

Nyni je jiz dikaz zfejmy — pomoci postupu v lemmatu jsme schopni pro kazdé zadané n vytvorit
libovolné mnoho sekvenci délky mensi nebo rovné n na né€které z os. Filipovi k vitézstvi v osové hie
staci jedind n-sekvence. A jiz vime, Zze po vyhrani osové hry Rado nemuze Filipovi nijak zabranit
ve vitézstvi celé hry. Tim je hotovo.

POzZNAMKY:
Ackoliv spravné reseni dorazila pouze od Matéje Dolezalka a Josefa Minarika, gratuluji vsem, kteri
se tohoto tézkého prikladu nezalekli. Pro vyfeseni ulohy bylo potfeba se odpoutat od strategie, pti
které si Filip postupné stavi kompaktni atvar z kosti¢ek blizko u sebe a kterou Rado dovede znicit
v Sesti tazich. Predstavime-li si takovou strategii v osové hie, je rychle vidét, ze blizkost kostic¢ek
hraje Radovi do karet a ze nebude potiebovat mnoho tahti na omezeni takové celistvé struktury.
Naopak, ¢im vétsi vzdalenost kosticek od sebe Filip zvoli, tim méné dovoli Radovi omezovat naraz
vice nez jednu sekvenci a tim vice si bude tvofit novych neomezenych sekvenci, namisto toho
aby ,,plytval“ kosti¢ky do téch jiz omezenych. Nutno také poznamenat, ze hodné ¢iselnych vyrazu
v diikazu se d4 nahradit slovy ,dostate¢né daleko“ (napf. 5n a 2n + 1 u definice omezenosti).
(Marian Poljak)



