Teorie grup | — Moc abstrakce

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.PROSINCE 2017

Tato série je soucasti letosniho serialu o grupach, jehoz text naleznes na nasem webu:
http://mks.mff.cuni.cz/commentary/C/seriels/uvodls.pdf

ULoHa 1. (5 BOD®)
Méjme grupu G, ve které pro kazdy prvek g plati g2 = e. Ukazte, ze G je abelovska.

ULOHA 2. (5 BOD®)
Uvazte nésledujici dvé grupy: G je grupa, jejiz prvky jsou vSechna kladnd racionalni ¢isla s binarni
operaci jejich klasického nésobeni. Naproti tomu H je grupa vSech polynomut v jedné proménné
s celoc¢iselnymi koeficienty a jeji binarni operaci je bézné s¢itani polynomi. Ukazte, ze G ~ H.

ULoHA 3. (5 BODU)
Necht G je grupa a N néjaka jeji norméalni podgrupa, pficemz faktorgrupa G/N je nekoneénd
cyklickd. Dokazte, ze pak pro kazdé prirozené n existuje podgrupa H < G s indexem n.
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1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Mégjme grupu G, ve které pro kazdy prvek g plati g? = e. Ukaste, %e G je abelovska.
(Jakub Lowit)

RESENT:

Chceme ukazat, ze pro kazdé dva prvky g, h € G plati gh = hg. Zvolme tedy libovolné dva prvky
g,h € G. Z podminky ze zadani mame gg = g2 = e, hh = h? = e. Vynasobenim téchto dvou
rovnosti dostavame gghh = e. Déle také plati (gh)(gh) = (gh)? = e. TakZe dohromady musi byt
gghh = ghgh. Tuto rovnost nyni mizeme prendsobit g~! zleva a poté h~! zprava. Tim se nam
rovnost vykrati na gh = hg. TakZze gh = hg pro vSechna g, h € G a G je tedy abelovska.

POZNAMKY:
K dtkazu se dalo dostat mnoha riznymi manipulacemi s prvky, ale vSsechna spravna feseni viceméné

odpovidala vzorovému.
(Filip Bialas)

Uloha 2.
Uvazte nasledujici dvé grupy: G je grupa, jejiz prvky jsou vsechna kladna racionalni ¢isla s bindrni
operaci jejich klasického nasobeni. Naproti tomu H je grupa vsSech polynomu v jedné proménné
s celoc¢iselnymi koeficienty a jeji binarni operaci je bézné sc¢itani polynomu. Ukazte, ze G ~ H.
(Jakub Lowit)

RESEN(:
Kazdé racionalni ¢islo K mizeme zapsat jednoznac¢né jako k = ;’io p?i, kde p; je i-té prvocislo.
Miuzeme napsat nekoneény soucin, protoze od néjakého ¢ bude uz a; = 0, tedy budeme nésobit
vyraz jednickou. Také se muze stat, ze a; je n€ékdy zaporné, protoze k miuzeme zapsat jako g, tedy
vSechna prvodisla v r maji zaporné «;.

Uvazme zobrazeni ¢, pro které plati

o(k) = ¢ (H pi—“) = aix’.
=0 =0

Vsimnéme si, Ze toto zobrazeni zobrazi jedno ¢&islo na pravé jeden polynom. Pro polynom jsme zase
pouzili nekone¢nou sumu, protoze od néjaké pozice budou uz vSechny jeho koeficienty nulové, tedy
do sumy té€mito s¢itanci nic nepfidame.

Ukézeme, ze je ¢ hledany izomorfismus. Je to homomorfismus, jelikoz

pk-1)=¢ <pr” : Hp/'> = (Hp?iwi) = (ai+B)r’ =
=0 =0 1=0 =0

Yot 43 Gt = ¢ (Hp?i> o <Hp;> = ok) + (0.

=0 =0 i=0

i=0
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Musime jesté ukazat, ze je ¢ bijekce. Je surjektivni, nebot pro kazdy polynom f = 3 2, o xt
miizeme vzit kladné racionalni &islo k = [[72, p;* a mame (k) = f. A také prosté, nebot aby se
néjaké kladné racionalni ¢islo zobrazilo na f, tak musi mit stejné vyjadieni pomoci prvocisel jako
k. Tedy nikdy neexistuji dvé rtizna ¢isla, kterd by se zobrazila na jeden polynom.

Ukézali jsme, Ze je ¢ homomorfismus a zdroven bijekce. Takze se jednd o izomorfismus a grupy

ze zadani jsou izomorfni.

POzNAMKY:
Ulohu neposlalo moc fesitelt, ale ti, ktefi ji poslali, ji méli spravné. Resili ji stejné jako vzorové
feSeni, obcCas specialné oSetrili zaporné «;, ale to neni tieba.

(Kuba Svoboda)

Uloha 3.
Necht G je grupa a N néjakd jeji normalni podgrupa, pfi¢emz faktorgrupa G/N je nekonecna
cyklicka. Dokazte, ze pak pro kazdé prirozené n existuje podgrupa H < G s indexem n.

(Jakub Lowit)

ELEGANTNI RESENI{:

Grupa N je v G normélni, takze G/N skute¢né existuje. P¥itom o ni vime, Ze je nekoneéna cyklick.
Existuje tedy prvek a = gN € G/N, ktery grupu G/N generuje, tj. G/N obsahuje pravé prvky a*
pro k € Z. Zobrazeni ¢ : G/N — 7 definované jako ¢ : a* — k je o¢ividné izomorfismus téchto
grup. Déle se tedy k G/N miizeme chovat v podstaté jako k Z.

Ze zadéni také okamzité dostdavame pfirozenou projekci m : G — G/N, kterd kazdému prvku
z G prifazuje ten koset z G/N, ve kterém lezi. Vime, Ze 7 je homomorfismus, ktery je na.

Nyni si vyberme libovolné pfirozené c¢islo n. Uvazme zobrazeni ¢, : Z — Zp, které kazdému
celému ¢islu pfifadi jeho zbytek po déleni ¢islem n. Zobrazeni v, je dokonce homomorfismus, ktery
je na.

Vsechna tfi pravé popsana zobrazeni tedy muzeme slozit, ¢imz ziskdme zobrazeni 1, o p o7 :
G — Zn, které je, jakozto slozeni zobrazeni, ktera jsou na, také na. Jadro tohoto zobrazeni ozna¢me
H. Podle prvni véty o izomorfismu je G/H ~ Zy. Proto H vyrobi v G prévé |Z,| = n kosetl, coz
jsme presné chtéli.

PRIMOCARE RESEN{:

Ukazeme primocarejsi feSeni, které ale vyzaduje trochu vic prace. Stejné jako minule vezméme ten
prvek a = gN € G/N, ktery generuje celou G/N. Pro dané n € N si nyni vezméme podgrupu L
grupy G/N definovanou jako L = {g""™ N | m € Z}. Déle ozna¢me H grupu sestavajici pravé z téch
prvka grupy G, které patii do néjakého kosetu leziciho v L.

Nyni z definic ovéfime, ze H je skutecné uzaviena na vsechny grupové operace. Snadno dosta-
vame e € N = ¢°N C H.

Daéle ovéfime uzavienost na bindrni operaci. Jakmile hi,he € H, mame h; € g"™1 N, hy €
g""™2 N pro néjaka pfirozend mi, ma. Potom diky vlastnostem faktorgrupy lezi prvek hihs v kosetu
gt Ngtm2 N = gt™Mignt™m2 N = g"(m1+m2)N, jehoz prvky ale také lezi v H.

Konecné ukazeme i uzavienost na invertovani. Pokud je h € H, koset hIN je roven g"" N
pro né&jaké m € Z. Dokazeme, 7ze h~! € ¢g~™™N C H. Poéitanim ve faktorgrupé dostavame
h(g"™N) = hNg="™N = g"™Ng "™MN = ¢g"™Mg="™N = N, pfiemz e € N. V soudinu
h(g~™™N) tedy lezi identita e, takze nutné h=1 € g~ "™N.

Nasledné je jesté tfeba zduvodnit, pro¢ ma H v G opravdu index m. Nejprve ukizeme, ze
kosety grupy L v grupé G/N presné odpovidaji zbytkovym tfidam po déleni n. Nosnd mnozina celé
G je rovna sjednoceni vSech {g™ N | m € Z}, tyto kosety podgrupy N ji pfesné rozdéluji. Pfitom
L,gL,g%L,...,g" 'L jsou kosety grupy L, které pokryvaji viechny kosety H, tedy celou G. Zaroveii
jsou rtizné, nebot pokud gL = ¢’ L, potom uz ¢*~JL = L, tedy i a j davaji stejny zbytek po déleni
n (protoze kazdé celé ¢islo jde jednozna¢né vyjadfit jako soucet nasobku n a ¢isla mezi 0 an — 1).

2



Zbyvé zdtvodnit, proé je také [G : H] = n. Podgrupa L mé v G/N stejny pocet kosett, jako
ma jeji sjednoceni H v celé G. Tento pocet kosetl je roven n, coz jsme presné chtéli.

POzNAMKY:
Podotknéme, ze zkonstruované podgrupy H byly v obou feSenich ve skute¢nosti stejné. A ten
nejjednodussi zptisob, jak vie potiebné ovéfit, je popsan pravé v elegantnim feseni. ReSeni se sesel
rozumny pocet a vétSina z nich nasla grupu H stejné, jako v pfimocarém feseni. Tato FeSeni se
pak typicky snazila ptiklad né&jak dodélat. Casto ale ve zdtivodnéni néco chybélo, popf. v ném
fesitelé udélali drobné chyby. Za to jsem typicky strhaval bod. Dva fesitelé (Danil KoZevnikov a
Jan Vavrin) skuteéné prisli na kratké a elegantni feSeni, ¢imz si vyslouzili imaginarni bod.
(Jakub Lowit)



