Prislovi a porekadla

1. PODZIMNI{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 2. RIJNA 2017

ULona 1. (3 BODY)
Rado dostal od Davida 50 krabicek. Uvniti nékterych z nich je schovano po jednom kousku bronzu,
ostatni jsou prazdné. Rado by rad zjistil, kolik kouskti bronzu je ve vSech krabickach dohromady.
Protoze mluviti stiibro, ale mlceti zlato, zkusil to jinak. Kdyz ukaze na libovolné t¥i rizné krabicky,
David mu prozradi, zda je v nich dohromady sudy, nebo lichy pocet kouskd. Ukazte, ze Radovi za
vSech okolnosti sta¢i osmnactkrat ukazat, aby zjistil, zda je celkem kouskt bronzu sudy, ¢i lichy
pocet.

ULOHA 2. (3 BODY)
Na kruhovém stole o priméru jeden metr sedi 97 much. Honza by svou ¢tvercovou placackou o hrané
10 centimetra rad zabil alespon dvé mouchy jednou ranou. Ukazte, Ze se mu to muze povést bez
ohledu na to, jak si mouchy posedaly.

ULoHaA 3. (3 BODY)
Anic¢ce kazdy den se zeleznou pravidelnosti pfijde do e-mailové schranky pravé jedna nevyzidana
reklama na zdravou vyzivu. Jednoho dne si fekla, ze zittkem pocinaje si koupi zmrzlinu kazdy den,
kdy bude ciferny soucet poc¢tu téchto reklam délitelny sedmi. Kdo si pockd, ten se dockd, pomyslela
si a od toho dne ze své schranky nesmazala zadnou zpravu. Ukazte, Ze si béhem néasledujicich tfinacti
dnti koupila zmrzlinu alespont jednou, at uz bylo po¢ateéni mnozstvi zprav o zdravé vyzivé ve slozce
jakékoliv.

ULOHA 4. (5 BoD)
Marta se jednoho dne rozhodla, zZe si od zitfka bude kazdy den zapisovat pocet stielenych napadi,
ktery ten den méla. Aby se ji to nepopletlo, pro prehlednost si éislo ziskané i-ty den oznacduje jako
a;. Trpélivé ted kazdy den pocita soucin vSech rozdilt a; —a; pro i < j. Hned prvni den se se svym
pocinanim neprozretelné svérila Honzovi. Ten sice nemél tuseni, kolik hlouposti Martu ktery den
napadne, ale presto za ni jednoho dne prisel a sebejisté ji oznamil, ze ji vecer vyjde cislo délitelné
481. Védél, ze bude mit pravdu, protoze podobné jako host a ryba treti den smrdi, jsou n-ty den
souciny rozdila délitelné 481. Urcete nejmensi mozné n, pro které tato moudrost vzdy plati.

ULOHA 5. (5 BoD®)
Kolem kulatého stolu sedélo v nepravidelnych kladnych rozestupech 2017 nerozlisitelnych ptako-
pysku. Prisel k nim Viki a po jednom z nich hodil své slovo. Protoze na koho to slovo padne, ten
must jit z kola ven, urCeny ptakopysk od stolu odesel. Po chvili za nimi pfisel i Kuba, podival se na
pozice zbylych ptakopyskt a pak na hrani¢ni kruznici stolu vyznacil pulkruznici. Potom prohlasil,
%e chybé&jici ptakopysk uréité sedél na této piilkruznicil. Dokazte, Ze se Viki s Kubou mohli piedem
domluvit tak, aby se Kuba vzdy trefil bez ohledu na to, jak si ptakopysci na zacatku kolem stolu
posedali.

1Krajni body rovnéz povazujeme za soucast pulkruznice.
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ULOHA 6. (5 BODD)
Tonda vytesal dfevénou tabulku o rozmérech n X n a do kazdého policka vypalil realné ¢islo v ab-
solutni hodnoté mensi nez jedna. Vsiml si, ze v kazdém jejim ¢tverci 2 X 2 je soucet ¢isel nulovy.
Jednoho dne vSechna ¢isla v tabulce secetl a vyslo mu ¢islo v absolutni hodnoté vétsi nez n. Dokazte,
ze 1 mistr tesar se nékdy utne a ze Tonda ¢isla nesecetl spravné.

ULOHA 7. (5 BoD)
Dokazte, ze kdo hledd, ten pro kazdé prirozené n najde n ruznych prirozenych c¢isel takovych, ze

1 1 1 1
1 x9o Tn T1X2 " Tn

je nezaporné celé cislo.

ULoHA 8. (5 BODU)
Na papife je nakresleny ostrouhly trojuhelnik ABC. Osa uhlu ABC protina stranu AC v bodé D a
kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé E. Bodem D vede pifimka £, kterad protina poloptimky
EA a EC v bodech F a G. Martin by si rad vyfiznul néjaky velky thel. Vi ovSem, ze mé vzdy
dvakrdt mérit, nez zacne tezat. Proto si zméril velikosti thli ABC a F BG. Ukazte, ze thel FBG
je alespon tak velky jako thel ABC.



Prislovi

1. PODZIMNI{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Rado dostal od Davida 50 krabi¢ek. Uvnitf nékterych z nich je schovano po jednom kousku bronzu,
ostatni jsou prazdné. Rado by rad zjistil, kolik kouskid bronzu je ve vSech krabickach dohromady.
Protoze mluviti stribro, ale mlceti zlato, zkusil to jinak. Kdyz ukaze na libovolné tfi rizné krabicky,
David mu prozradi, zda je v nich dohromady sudy, nebo lichy pocet kouski. Ukazte, ze Radovi za
vSech okolnosti sta¢i osmnéactkrat ukazat, aby zjistil, zda je celkem kousku bronzu sudy, ¢i lichy
pocet.

(Marian Poljak)

RESENT:

Oznaéime si podet bronzov v prvej krabicke x1, v druhej krabicke z2, atd. Ulohou je teda uréif
paritul ¢&isla @1 4+ x2 + -+ + x50. Prvych 48 krabidiek si rozdelime na 16 trojic a na tychto 16
trojic sa opytame. Potom sa opytame na krabicky 1,2,49 a 1,2,50 a vSetky vysledky séitame.
Vieme, Ze sulet ¢isel je parny prave vtedy, ked maji rovnaka paritu. Tak zistime paritu &isla
2(z1 +x2)+x1 +x2+ -+ x50. To je zdroven aj parita ¢isla 1 + 2 + - - - + x50, pretoze tieto dve
éisla sa lisia o 2(x1 + z2), ¢o je parne. Dokopy sme pouzili 18 otazok, takze tloha je vyrieSena.

POZNAMKY:
Vigcsina riesitelov postupovala tak, Ze sa opytala na prvych 48 krabiciek, a teda im ostali 49. a 50.
krabi¢ka. Paritu tychto dvoch zistili tak, Ze sa opytali na 1,2,49 a 1,2, 50. Pokial boli oba vysledky
rovnaké, tak pocet bronzov v 49. krabicke a 50. krabicke bol parny, a ak sa vysledky lisili, tak bol
nepérny. Toto rieSenie je Gplne spravne, ale neposkytuje taky dobry nadhlad ako vzorové risenie.

V podstate islo o to, aby sa na kazdu krabi¢ku pytalo neparny pocet krat, a potom stacilo
vysledky s¢itat modulo 2. Na tito myslienku prislo len méalo Tudi, a ti boli odmeneni +:. Na druhej
strane sa nasli riesenia, ktoré vo vicsej alebo mensej miere rozoberali moznosti bronzov v niekolkych
gkatulkach. Takmer vietky boli spravne a dost zdlhavé, tak#e v budtcnosti by mohli prist o nejaké
to 1.

(Marta Kossaczka)

Uloha 2.

Na kruhovém stole o priiméru jeden metr sedi 97 much. Honza by svou ¢tvercovou placackou o hrané
10 centimetru rad zabil alespon dvé mouchy jednou ranou. Ukazte, Ze se mu to muze povést bez
ohledu na to, jak si mouchy posedaly.

(Anic¢ka Dolezalovd)

Lt.j. ¢i je ¢islo parne alebo neparne



RESENI:
Uvazujme &tverec o strané 1 metr, do kterého je vepsany kruhovy stiil. Ctverec si rozdélime na
étvercovou sit sta ¢tvereck o hrané 10 centimetrt (velikost placacky). Nyni si mizeme vSimnout,
ze Ctyfi rohové ctverecky vibec nezasahuji do kruhu. To plati, protoze soucet délek tuhlopticek
dvou z téchto malych ¢tverecktt a praméru stolu je mensi nez délka thlopficky celého ctverce:
2.0,1-vV2+1<v2.

Cely stul tedy dokdzeme pokryt 96 ¢tverecky velikosti placacky. V nich sedi 97 much. Z toho uz
je jasné, ze alesponi v jednom z &tverecklt musi byt alespont dvé mouchy (tomuto tvrzeni se ¢asto
fiké Dirichletiv princip).

JINE RESEN{:

Aby Honza mohl placnout dvé mouchy jednou ranou, musi jejich vzdalenost byt nejvyse rovna délce
ahlop¥icky placacky (10v/2 cm). Kolem kazdé mouchy si piedstavime kruh s polomérem rovnym
poloviné délky thlopticky (rm = 5v/2 cm). Pokud by se néjaké dva z téchto kruhti prekryvaly
nebo dotykaly, znamena to, ze vzdalenost much (stfedi kruhil) je mensi nebo rovna thlopfi¢ce
placacky, takze tyto mouchy mize Honza zabit jednou ranou. Tedy aby Honza nemohl zabit zadné
dvé mouchy jednou ranou, nesmi se kruhy prekryvat. Porovndme nyni obsah stolu a obsahy kruhu
kolem much, abychom zjistili, jestli se vSechny mouchy (i se svymi ochrannymi kruhy) vejdou na
stal.

Nejprve spocitame soucet obsahi kruht pro vsech 97 much:

S, = 97 - 712, = 97 - w(5v/2)% = 48507 cm? .

Dale si spocitame obsah kruhového stolu. Tady si ale musime dat pozor na to, Ze nékteré z
kruhti kolem much mtzou pfe¢nivat pies okraj stolu (kdyz budou mouchy sedét blizko u okraje).
Vyftesime to tim, ze polomér stolu zvétsime o polomér ochranného kruhu.

Ss = nr? = 7(50 + 5v/2)2 = 3257w cm?.
Nyni uz je zfejmé, ze obsah vsech ochrannych kruhid kolem much je vyrazné vétsi nez obsah
stolu. Proto se kruhy musi prekryvat, aby si vSechny mouchy mohly sednout na stul, takze Honza
urcité muze zabit dvé mouchy jednou ranou.

PozNAMKY:
Vétsina spravnych doslych feseni vyuzivala postup ukdzany v prvnim ze vzorovych feseni. Resitelé
Casto zapominali zdivodnit, ze krajni ¢tverecky nezasahuji do stolu, dikaz ,obrazkem* neni ma-
tematicky spravny. I tato reseni jsem ale hodnotil plnym poctem bodi. Druhy zpusob vyuzivalo
méné Fesiteli. Nékteti z nich vsak zapomnéli na to, Zze ochranné kruhy mohou ptresahovat pres okraj
stolu. V tomto pripadé to vysledek neovlivnilo, protoze rozdil obsahi byl dostatecné velky, v jiné
uloze by ale mohlo, je tedy potfeba davat pozor. Ani za tuto chybu jsem vsak v prvni sérii body
nestrhéval.

(Michal Tépfer)



Uloha 3.
Anicce kazdy den se zeleznou pravidelnosti prijde do e-mailové schranky pravé jedna nevyzadana
reklama na zdravou vyzivu. Jednoho dne si fekla, ze zitikem pocinaje si koupi zmrzlinu kazdy den,
kdy bude ciferny soucet poctu téchto reklam délitelny sedmi. Kdo si pockd, ten se dockd, pomyslela
si a od toho dne ze své schranky nesmazala zadnou zpravu. Ukazte, Ze si béhem nasledujicich tfinacti
dni koupila zmrzlinu alespori jednou, at uz bylo podateéni mnozstvi zprav o zdravé vyzivé ve slozce
jakékoliv.

(Lucien Sima)

RESEN(:
Ciferny soucet po sobé jdoucich ¢isel se zvySuje o jedna, dokud nedojde k prechodu pfes desitku.
Pokud ovsem k ptrechodu pies desitku doslo, musi mezi nasimi uvazovanymi dny byt bud sedm dni
pfimo po ném, nebo sedm dni pfimo pfed nim. V opac¢ném pripadé by bylo maximalné Sest dni
pied prechodem a Sest po ném, coz ale davd pouze dvanact dni.

Ukéazali jsme si tedy, ze vzdy muzeme najit sedm dnd, mezi nimiz nedojde k prechodu pfres
desitku, a prislusné ciferné soucty se tedy postupné zvysuji o jedna. Protoze ovSem mame pouze
sedm ruznych zbytkta po déleni sedmi, jedno z téchto ¢isel urcité bude sedmi délitelné.

POZNAMKY:

Vétsina Fesitelt si s tlohou bez problému poradila. Nejcastéjsi chybou bylo pokusit se urcit, o kolik
se zméni ciferny soucet pfi pfechodu pres desitku. Protoze nemame omezeny maximdalni pocet
reklam a nemutzeme vypsat vSechny moznosti, museli bychom dokézat, Zze jsme opravdu postihli
vSechny situace. Takové feseni by ale bylo podstatné slozitéjsi nez vzorové. (Katefina Nova)

Uloha 4.
Marta se jednoho dne rozhodla, ze si od zitika bude kazdy den zapisovat pocet stielenych napadu,
ktery ten den méla. Aby se ji to nepopletlo, pro piehlednost si ¢islo ziskané i-ty den oznacuje jako
a;. Trpélivé ted kazdy den pocita soucin vSech rozdilii a; —aj; pro i < j. Hned prvni den se se svym
pocinanim neprozietelné svérila Honzovi. Ten sice nemél tuseni, kolik hlouposti Martu ktery den
napadne, ale presto za ni jednoho dne prisel a sebejisté ji oznamil, ze ji vecer vyjde cislo délitelné
481. Védel, ze bude mit pravdu, protoze podobné jako host a ryba treti den smrdi, jsou n-ty den
souciny rozdili délitelné 481. Urcete nejmensi mozné n, pro které tato moudrost vzdy plati.
(Honza Krejéi)

RESEN(:
Dokazeme, ze nejmensi mozné n je 38. Nejprve si ukdzeme, ze po 38 dnech je Martin soucin opravdu
deélitelny 481. Plati, ze 481 = 37 - 13. Protoze pocet zbytk po déleni ¢islem 37 je prave 37, musi
z Dirichletova principu mezi 38 pfirozenymi ¢isly existovat dvé ¢isla ay, a;, kterd maji stejny zbytek
po déleni 37. Pak je nutné jejich rozdil ay — a; délitelny 37 a tudiz je timto c¢islem délitelny i cely
Martin soucin. Stejné tak mezi danymi ¢isly z Dirichletova principu lezi dvé ¢isla majici stejny
zbytek po déleni 13, soucin rozdild vsech cisel je tedy délitelny i 13. Protoze jsou ¢isla 13 a 37
nesoudélné, soucin je pak délitelny c¢islem 481.

Zbyvéa ukazat, ze n nemuze byt mensi. Volme a; = 38 — i pro i = 1,2,...,37. Pak pro k < [,
0<ar—a =1—k < 37, z ¢ehoz plyne, ze zadny z rozdili neni délitelny ¢islem 37, a tedy ani
Cislem 481.

POZNAMKY:
Vétsina feSeni byla spravna, podobnda autorskému feSeni. V podstatné ¢asti z nich bohuzel chybélo
zdivodnéni pro¢ n nemuze byt mensi. Za to jsem strhaval jeden bod. V tulohach, kde se hleda
nejmensi (nejvétsi) ¢islo, které splituje zadanou podminku, ho totiz nestac¢i jenom najit — je t¥eba
také zdiivodnit, pro¢ zddné mensi (vétsi) neexistuje.

(Honza Krejci)



Uloha 5.
Kolem kulatého stolu sedélo v nepravidelnych kladnych rozestupech 2017 nerozlisitelnych ptako-
pysku. Prisel k nim Viki a po jednom z nich hodil své slovo. Protoze na koho to slovo padne, ten
must jit z kola ven, ur¢eny ptakopysk od stolu odesel. Po chvili za nimi pfisel i Kuba, podival se na
pozice zbylych ptakopysku a pak na hrani¢ni kruznici stolu vyznacil pulkruznici. Potom prohlasil,
Ze chybéjici ptakopysk uréité sedél na této pilkruznici2. Dokazte, Ze se Viki s Kubou mohli pfedem
domluvit tak, aby se Kuba vzdy trefil bez ohledu na to, jak si ptakopysci na zacatku kolem stolu
posedali.

(Jakub Lowit)

RESEN(:

Viki a Kuba mohou tento trik provést napriklad nasledujicim zptusobem. Viki najde ten nejdelsi
usek bez ptakopyskli (pokud je takovych tseku nékolik, vybere libovolny z nich) a hodi slovo po
ptakopyskovi na jeho pravé strané po sméru hodinovych rucic¢ek. Rozestupy ptakopysku jsou kladné,
takze odebranim vznikne jednoznacné urceny, ostfe nejdelsi tsek.

Nasledné prijde Kuba a najde nejdelsi isek bez ptakopyskd. To je ale nutné prave ten tusek, ve
kterém sedél odebrany ptakopysk. Z konstrukce je navic jasné, ze tento ptakopysk nemohl sedét blize
k pravému okraji, nez k levému. Kubovi pak proto na zvoleném tuseku sta¢i vyznacit pulkruznici,
ktera zacina na jeho pravém okraji a pokracuje proti sméru hodinovych ruci¢ek. Ta vskutku pokryje
alesporni polovinu tseku, nebot délka celého tiseku nemiize piesdhnout obvod celého stolu. Ptakopysk
tedy na zvolené pulkruznici skute¢né sedél.

POZNAMKY:

Necelad polovina prijatych FeSeni byla spravné, pricemz, az na vyjimky, byla shodna se vzorovym.
Mnoho fesitelt hledalo nejdelsi tsek mezi dvéma sousednimi ptakopysky. T1i, co si navic orientovali
kruznici, zpravidla ziskali plny pocéet bodi. Ovsem pouze hledanim nejdelsiho tiseku mohla nastat
situace, kdy po odebrani ptakopyska vznikne mezera delsi nez pulkruznice. Kuba pak nebude
védét, kam pulkruznici umistit. Témto feSenim jsem davala po dvou bodech. Néktera feseni se
snazila takové situace doresit hleddnim druhého nejdelsiho tseku. Zde nastal problém, ze Kuba
poté nedokazal rozpoznat, zda brali nejdelsi ¢i druhy nejdelsi usek.

Par fesitelu se pokusilo misto orientace pouzit pevné zvoleny bod. Az na vyjimku se tato feSeni
nékde pokazila. Resitelé pomoci toho bodu stil rozpiilili a odebirali ptakopyska z bud méné nebo
vice pocetné pilkruznice. Zde si ale zpravidla neuvédomili, ze bud vSichni ptakopysci mohou byt
na jedné pulkruznici, nebo naopak byt rozdéleni 1013 ku 1014.

(Verc¢a Hladikové)

2Krajni body rovnéz povazujeme za sou¢ast pulkruznice.
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Uloha 6.
Tonda vytesal drevénou tabulku o rozmérech n x n a do kazdého policka vypalil realné ¢islo v ab-
solutni hodnoté mensi nez jedna. Vsiml si, ze v kazdém jejim ctverci 2 X 2 je soucet cisel nulovy.
Jednoho dne vsechna ¢isla v tabulce secetl a vyslo mu ¢islo v absolutni hodnoté vétsi nez n. Dokazte,
ze 1 mistr tesar se nékdy utne a ze Tonda Cisla nesecetl spravné.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:
Pro sudé n je mozné Tondovu tabulku pokryt beze zbytku ctverci 2 x 2. Kazdy ¢tverec mé soucet
¢éisel 0, takze i soucet celé tabulky je nula a |0] < n.

Pro liché n vyuzijeme matematickou indukci. Pokud n = 1, mame pouze jedno ¢islo, a to je ze
zadani v absolutni hodnoté mensi nez jedna. Necht tedy pro né&jaké liché n plati, Ze soucet &isel
v libovolné tabulce n X n je v absolutni hodnoté vzdy mensi ¢i roven n. Dokazeme, Ze potom pro
soucet S kazdé tabulky o hrané n + 2 plati |S| < n + 2.

Oznacme si kazdou buriku tabulky symbolem Kj; ;, kde 4 znaci faddek a j sloupec, na némz se
bunika v tabulce nachéazi. V tabulce vyznacime ¢asti A, B, C, D, E, kde souéty ¢isel v nich jsou po
fadé a, b, ¢, d, e. Necht

e A = c¢tverec o hrané jedna s umisténim K 1,

e B = ctverec o hrané jedna na K, {2 n42,
e C = Ctverec o hrané n + 1, ktery mé levy horni roh na K 2 a pravy dolni roh v Kyn41,nt2,
e D = ¢tverec o hrané n + 1, ktery ma levy horni roh v K21 a pravy dolni roh v Ky 42 nq1.

Navic si ozna¢ime jako E prunik C a D.

A D

C B

Nyni odvodime nerovnosti pro souéty ¢isel v jednotlivych oblastech: Ze zadéani plati |a| < 1,
|b| < 1. Ctverce C, D maji hranu sudé délky, proto ¢ = 0, d = 0. Z indukéniho piedpokladu plyne,
ze |e| < n. Hodnota |S| se d4 s pomoci indukéniho pfedpokladu a trojihelnikové nerovnosti vyjadrit
jako la+b+c+d—el=la+b—e|<|a|+ b+ |e] <1414+ n=n+2, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

K tloze bylo mozné pristoupit i riznymi jinymi zpusoby. Pouzitim vhodnych ¢tvereckd 2 x 2 se
dokonce dalo ukazat, ze soucet vSech cisel tabulky zalezi jen na prvcich na diagonale; konkrétné
ho dostaneme tak, ze seCteme ¢leny na lichych pozicich thlopficky a odeCteme od nich ¢leny na
sudych. (Tento vzorec ostatné okamzité plyne ze vztahu S = a + b — e pouzitim indukce.) Dobrym
pozorovanim bylo, Ze ve ¢tverci 2 X 2 je soucet libovolnych tfi bunék v absolutni hodnoté mensi nez
jedna. To proto, ze zbyvajici ¢tvrta bunka je také v absolutni hodnoté mensi nez jedna, a v souctu
s ostatnimi tfemi musi dat nulu. Pro suda n se ulohu podarilo vyfesit vétsiné fesitelt, pro lichd n
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mnohdy chybél dikaz. Nespravnou cestou bylo dosadit si na mista v tabulce konkrétni hodnoty,
snazit se najit ,nejhorsi pfipad“ a o ném dokazat, ze ma soucet v absolutni hodnoté mensi nebo
roven n. Neni totiz dost dobfe mozné zduvodnit, ze zkoumany pripad je skute¢né nejhorsi mozny.

(Zuzana Svobodové)

Uloha 7.

Dokazte, ze kdo hledd, ten pro kazdé prirozené n najde n ruznych prirozenych cisel takovych, ze
1 1 1 1
1 2 Tn T1T2 " Tn

je nezaporné celé cislo.
(Marian Poljak)

RESENT (PODLE MARTINA RASKY):
Necht (y;)$2, je posloupnost zadana pomoci rekurentniho vztahu y;41 = 1+ H;:I y; a prvniho
prvku y1 = 2. Zavedme znaleni s; = H; 1 Y. Jelikoz je soucin nékolika prirozenych cisel vzdy
vétsi nebo roven tomu nejvétsimu, je posloupnost (y;)$2; ostfe rostouci. Ukazeme indukci, Ze pro
1 n

vSechna n € N plati 7" ; v = ST

Pron = 1 to plati zfejmé. Nyni predpokladejme, Ze je vztah splnén pro néjaké n > 1, a dokazme
ho pro n 4+ 1. Upravujme:

Till il Csp—1 1 2—1+4s,  sa(snt+1)—1  spynp1—1
—1 Y —1 Y Yn+1 Sn sp+1 sn(sn + 1) SnYn+1 SnYn+1 ’

Posledni vyraz uz muzeme prepsat jako , ¢imZ je induk¢éni krok dokoncen.

Spt1—1
Sn41

Pro n = 1 mizeme zvolit ;1 = 1 a po dosazeni do vyrazu ze zadani dostaneme nulu, coz je
nezaporné celé cislo. Kdyz bude n > 2, tak zvolime x; = y; pro vSechna i < n a zn, = sp—1 — 1.
Pro n = 2 vychazi x1 = 2, x99 = 1, coz jsou ruzna prirozena ¢isla. U vétsich n dostaneme také
rizné éisla, protoze (y;)$2, je rostouci posloupnost a pron > 3 je xn =sp—1 — 1> y1yn—1 — 1=
2Yn—1—1> yn—1 = xp_1. Takto zvolend ¢isla navic daji po dosazeni do vyrazu ze zadani jednicku
(coz je nezaporné celé &islo), nebot

il ﬁl_snl—l+ 1 1 S~ 2sn-1+14sp1 -1
=1 T4 i—1 a3 n—1 Sp—1—1 Sn—l(sn—l - 1) 8%_1 — Sn—1
POzZNAMKY:

Vsechna spravna feSeni vybrala stejna x; jako to vzorové. VétSina z nich se poté razné dlouhou
indukci dobrala k touzenému vysledku. Néktera zvolila jiny, trikovéjsi postup, kde si prevedla
vyraz na spolecného jmenovatele a pomoci kongruenci ukazala, Ze jmenovatel pro takto zvolena
¢isla opravdu déli citatel.

Jesté podotknu, Ze spousta reSeni zapomnéla zminit, ze jsou jimi zvolena c¢isla opravdu rtzné.
Pro takto definovana cisla je to sice skoro uplné jasné, ale aby bylo feseni kompletni, je tfeba tuto
skutec¢nost nékde zminit. Ukazete tim, ze jste si na to davali pozor a nevysla vam ta ¢isla razna
jen ,nadhodou“. Bod jsem vSak za to tentokrat nestrhéaval.

(Filip Bialas)



Uloha 8.
Na papife je nakresleny ostrouhly trojuhelnik ABC. Osa thlu ABC protind stranu AC v bodé D a
kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé E. Bodem D vede primka £, ktera protina polopiimky
EA a EC v bodech F a G. Martin by si rad vyfiznul néjaky velky thel. Vi ovSem, ze ma vzdy
dvakrdt mérit, nez zacne tezat. Proto si zméril velikosti ahli ABC a F BG. Ukazte, ze thel FBG
Jje alespon tak velky jako uhel ABC.

(Radovan Svarc)

RESEN:

Necht X a Y jsou pruseciky £ s kruznicemi opsanymi ABD a CBD ruzné od D. Ukazeme, ze F,
X, Y, G lezi na pfimce £ v tomto poradi a ze |<<XBY| = |[{ABC)|. Z toho uz je pak dokazované
tvrzeni ziejmé.

Z obvodovych uhli plati |<<TFEAC| = |[<EBC| = |<ABD|, tedy z tsekovych uhld je F'A te¢na
ke kruznici opsané ABD. Proto F' lezi vné kruznice opsané ABD. Zaroven pokud t je tec¢na ke
kruznici opsané ABD skrze D, pak si oznaéme bod, ve kterém protina AFE jako T'. Z tsekovych a
obvodovych uhla plati |<<T'DB| = 180° — |<{BAD| = 180° — |<{BEC|, takze t || EC. Protoze F D
protind polopfimku EC a t nikoliv, plati, ze T lezi uvnitf Gsecky F'E. Zkombinovanim tohoto faktu
s tim, Ze F lezi vné kruznice opsané ABD a zjevnym faktem, ze |<{BDF| > |{BEF|, dostavame,
ze X lezi uvnitt tsecky FD. Analogicky Y lezi uvnitf usecky DG. Proto F', X, Y a G lezi na ¢
v tomto poradi.

Z obvodovych uhll je |[<{BXD| = |[<<BAD| a |[<<BY D| = |[<<BCD|, takze trojihelniky ABC a
XBY jsou podobné. Proto také |[<{XBY | = |{ABC|.

Tim jsme hotovi.

POZNAMKY:

Vétsina FeSeni se délila na tii ¢asti. Spatna, ktera se obvykle snazila tvrdit, ze ihel F BG bude vétsi
nez thel ABC jen z toho, ze |[FG| > |AC|; dobra, kterd pouzila néjaky mlatici nastroj (obvykle
sinovou vétu); a dobra syntetickd, kterd si vyslouzila +i. (Rado van Svarc)
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