Byt, Ci nebyt

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 5. UNORA 2018

ULona 1. (3 BODY)
Dansko a Anglie spolu hraly fotbal. Dansky tym dal celkem osm gélu, kdezto anglicky pét. Musel
béhem utkani existovat okamzik, kdy se pocet gélu, které jiz Anglie dala, rovnal poctu gdla, které
Dansko jesté da?

ULOHA 2. (3 BODY)
Na tabuli je napsano c¢islo 42. Pokud je na tabuli napsané pfirozené ¢islo n, mize Honza zvolit dvé
prirozend cCisla a, b se sou¢tem n a nahradit ¢islo na tabuli ¢islem ab. Existuje posloupnost taha,
kterou se Honzovi povede vytvofit na tabuli ¢islo 20187

ULoHA 3. (3 BODY)
Existuje ¢tvefice bodti v roviné takova, ze kazda z ni vybrané trojice bodu je osové symetricka®,
ale cela ¢tvefice zddnou osu symetrie nema?

ULOHA 4. (5 BOD®)
Na matfyzu od 8 do 16 hodin pracuje n lidi. Kazdy z nich je béhem pracovni doby bud na matfyzu,
nebo v kavarné. Pfechod mezi témito misty netrva zadny Cas a na kazdém z nich mutze ¢lovék zistat
libovolné kratkou dobu. Matfyzaci spolu nechtéji travit moc ¢asu. Pro kterd n umime zaridit, aby
spolu zadni dva zaméstnanci za celou pracovni dobu nestravili vice nez ¢tyfi hodiny (s¢ita se cas
na pracovisti i v kavarng)?

ULoHA 5. (5 BODU)
Na kruznici lezi nékolik hrobti. Do kazdého z nich dal Hamlet nékolik lebek (klidné zadnou), k né-
jakému neprazdnému se postavil a zacal si hrat podle néasledujicich pravidel. Pokud u sebe nemé
zadné lebky, vezme si vSechny z hrobu, u kterého praveé stoji, a hned se posune o jeden dal. V opac-
ném pripadé da jednu lebku do hrobu, u néhoz se nachazi, a pokud jesté néjakou drzi, prejde opét
k dalsimu hrobu. Dokazte, ze at Hamlet rozmisti lebky jakkoli a postavi se kamkoli, budou po
néjaké dobé pocty lebek v jednotlivych hrobech stejné jako na zacatku.

ULoHA 6. (5 BODD)
Existuje nekone¢nd posloupnost kladnych realnych ¢isel zg, z1, x2, . .. takova, ze pro kazdé ptirozené
n > 2plati xn = /Trn—1 — \/Tn—2 "7

ULOHA 7. (5 BODD)

Rozhodnéte, zda mohou byt (¢i nebyt) dva piekryvajici se konvexni ¢tyfuhelniky A a B a bod X
lezici v obou z nich? tak, aby byly splnény nésledujici dvé podminky:
(i) Pro kazdou pfimku vedenou bodem X plati, Ze jeji ¢ast v A je kratsi nez jeji ¢ast v B.
(ii) Obsah A je alespon 1,9krat vétsi nez obsah B.

ISkupinu bodt povazujeme za osové symetrickou, i kdy#z vSechny lezi na jedné ptimce.
2Bod X mitize lezet i na hranici étyFahelniku.
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ULoHA 8. (5 BODD)
Bud S = {—1;1}. Funkce sg: R — S déva sg(z) =1 proz >0 asg(z) = —1proxz < 0. Pron €N
méjme Cisla a; j,b; € S,1<4,5 <naproxy,r2,...,T, €S definujme

n n
Yi = 8g Z a@jl‘j a zZ = 8g <Z b1y1>
j=1 i=1

Rozhodnéte, zda pro kazdé liché n existuji takova a; ;,b; € S, 1 < 4,5 < n, Ze pro libovolna
r1,T2,...,Tn € Splati z =x122 - Tn.



Byt Ci nebyt

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Dansko a Anglie spolu hraly fotbal. Dansky tym dal celkem osm golu, kdezto anglicky pét. Musel
béhem utkani existovat okamzik, kdy se pocet goli, které jiz Anglie dala, rovnal poc¢tu golu, které
Dansko jesté da?

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENT:

Oznacme si A pocet gélu, které dala Anglie, a D pocet gdla, které dalo Dansko. Zadani se pté, zda
nastane moment, kdy A = 8 — D, po upravé A 4+ D = 8. Dohromady daly oba tymy A + D = 13
gdlu a protoze nelze dat dva gély naraz, meéni se soucet A+ D pti kazdé zméné skére pravé o jedna.
Soucet A + D se méni od 0 do 13 po jedné, tedy urcité v néjaky okamzik A + D = 8. V tento
okamzik se pocet gdli, které Anglie dala, rovna poc¢tu goéli, které Dansko jesté da.

POzZNAMKY:
Drtiva vétsina feSeni byla stejna jako to vzorové. Nékdy se objevila feseni vyuzivajici brutalni sily
vypisu moznosti, kterych nastésti nebylo tolik, takze tato cesta az tak pracna nebyla. Byl jsem
pii bodovani velmi benevolentni a i ne zcela presné popsané feseni jsem uznal za plny pocet bodu.
Duvod této benevolence tkvél v tom, ze spravna myslenka v fesenich byla, jen formulace byly leckdy
pochybné.

(Jan Kadlec)

Uloha 2.
Na tabuli je napsano c¢islo 42. Pokud je na tabuli napsané prirozené ¢islo n, muze Honza zvolit dvé
prirozena cisla a, b se sou¢tem n a nahradit ¢islo na tabuli ¢islem ab. Existuje posloupnost tahi,
kterou se Honzovi povede vytvorit na tabuli ¢islo 20187

(Honza Krejci)

RESENI:

Libovolné pfirozené n > 1 muZzeme zapsat jako n = 1 4+ (n — 1) a na tabuli dostat soucin
1-(n—1) =n— 1. Jakékoli ¢islo tak muzeme libovolné dlouho o jedna zmensovat. Sta¢i ndm tedy
ziskat néjaké cislo vétsi nebo rovno 2018, ¢islo 2018 pak dostaneme pravé popsanym zmensovanim.

Takové ¢islo muzeme vytvorit napriklad témito dvéma kroky: Nejprve z 42 = 21 421 dostaneme
21 - 21 = 441 = 220 + 221, z ¢ehoz nasledné vytvorime 220 - 221 = 48620.

Posloupnost taht, kterou se Honza miize dostat od 42 k 2018, tedy existuje.

POZNAMKY:

S Fesenim (az na par chyb ve s¢itani dvoucifernych ¢isel) nemél problém téméf nikdo. Zato dost
fesitelu si ab v zadani vylozilo jako napsani Cisel a a b za sebe misto jejich souc¢inu. Nakonec jsme se
shodli, ze takovou interpretaci také uzname, takze i za spravné feseni pozménéné tlohy bylo mozné
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ziskat plny pocet bodu. Nicméné obvykle se vyrazem ab mysli vzdy soucin, pokud neni explicitné
feceno jinak.
V zadéani byly dvé specialni hodnoty, ale obecné se umime z libovolného pfirozeného n > 4 dostat
na libovolné vétsi ¢islo tieba tak, Ze opakované volime a = 2,b =n—2. Pak 2-(n—2) =2n—4 > n.
Takze tloha je feSitelna i pro libovolné k > 4 misto 42 a libovolné pfirozené ! misto 2018.
(Karolina Kuchytiova)

Uloha 3.

Existuje ¢tvefice bodii v roviné takové, ze kazda z ni vybrana trojice bodii je osové symetricka®,
ale cela Ctverice zadnou osu symetrie nema?
(Honza Krejci)

RESENI (VOLNE PODLE LENKY KOPFOVE):

Ano, existuje. Vime, ze tfi body jsou osové symetrické, pokud tvori rovnoramenny trojuhelnik
nebo pokud lezi na jedné piimce (kazdy bod se v tomto pFipadé zobrazi symetrii sém na sebe podle
pfimky, na které vsechny lezi).

Meéjme trojuhelnik ABC' s tuhly 36°, 72°, 72°. Bod D zvolime na pfimce AB tak, aby platilo
|BC| = |CD|. Tim dostaneme rovnoramenny trojthelnik CDB, a tedy |<{BDC| = 72°. Z toho
plyne, ze D lezi na tseCce AB — nerovnost 90° > 72° zarucuje, ze D lezi na polopfimce BA, a
nerovnost 72° > 36° zarucuje, ze D lezi na polopfimce AB. Nyni uz snadno dopocteme velikost
uhlu ACD, ktera vyjde 36°. Z toho plyne, ze i ADC' A je rovnoramenny.

Vsechny trojice bod jsou osové symetrické: ABC, DC'A, C D B tvofi rovnoramenné trojuhelniky
a ABD lezi na jedné pfimce. Zarovern celd ¢tvefice bodu zddnou osu symetrie nema. Pokud vam
toto tvrzeni nepfijde zfejmé, mizeme ho nahlédnout naptiklad takto:

Aby se kazdy bod zobrazil podle osy sdm na sebe, musely by vSechny lezet v jedné pfimce, coz
evidentné neplati. Aby symetrie prohodila dva body a zbylé dva nechala na svém misté, muselo by
platit, Zze jedna z pfimek tvofenad dvojici bodu je osou usecky mezi zbyvajicimi body. To ale také
urcité neplati, protoze zadné dvé tsecky na sebe nejsou kolmé. Posledni moznosti je, ze symetrie
prohodi dvé dvojice bodu. K tomu by bylo nutné, aby dvé osy stran splyvaly. To také neplati,
protoze zadné dvé strany nejsou rovnobézné, a tedy ani jejich osy nemtzou byt rovnobézné a
splyvat.

1Skupinu bodii povazujeme za osové symetrickou, i kdyz vechny lezi na jedné piimce.
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POZNAMKY:
Uloha se ukézala byt docela t&zké, spravné feseni nam poslalo jen 13 fesiteld. Témét viechna $patna
feseni pfitom ztroskotala na podobném problému. Psali jste, ze aby byly tfi body osové soumérné,
musi tvoFit rovnoramenny trojuhelnik, a z toho jste néjakym zptsobem dosli k zavéru, ze i celd
¢tverice musi mit osu symetrie. Uz predpoklad ovSem nebyl spravny. Body jsou osové symetrické i
v pripadé, ze vSechny lezi na jedné pfimce. A nemusi ani jeden z nich byt stfedem tusecky tvorené
zbyvajicimi dvéma, protoze tyto body jsou symetrické podle pfimky, na které lezi (kazdy se symetrif
zobrazuje sam na sebe). Uloha byla v tomto sméru velmi zaludna, a tak jsme se vim v poznamce
pod carou snazili trochu napovédét, ze body lezici na jedné pfimce jsou vzdy osové symetrické.
(Michal Tépfer)

Uloha 4.

Na matfyzu od 8 do 16 hodin pracuje n lidi. Kazdy z nich je béhem pracovni doby bud na matfyzu,
nebo v kavarné. Pfrechod mezi témito misty netrva zadny ¢as a na kazdém z nich muze ¢lovék ztstat
libovolné kratkou dobu. Matfyzaci spolu nechtéji travit moc casu. Pro ktera n umime zafidit, aby
spolu zadni dva zaméstnanci za celou pracovni dobu nestravili vice nez ¢tyfi hodiny (s¢itd se cas
na pracovisti 1 v kavarné)?

(Jakub Lowit)

RESEN(:

Ukéazeme, ze to muzeme zaridit pro kazdé n. Matfyzaky si oznac¢ime My, My, ... ,M,_1. Matfyzak
M; zaé¢ne sviij den na matfyzu a kazdych 8 - 27% hodin ptejde na druhé misto, nez na kterém se
pravé nachazi. To znamend, ze matfyzik Mo bude celou pracovni dobu na matfyzu, M; bude ¢tyti
hodiny na matfyzu a pak étyfi v kavarné, M2 dvé na matfyzu, dvé v kavarné a pak to samé jesté
jednou a tak dale.

Ukézeme, ze matfyzaci M; a M; pro i # j spolu stravili pravé 4 hodiny. Necht bez ujmy na
obecnosti plati i < j. Matfyzdk M; pak stfid4 mista presné 27 —ikrat Gastéji nez M;. Protoze j—i je
alespoti jedna, je 27 % sudé &islo, a tedy bez ohledu na to, kde je matfyzak M; v daném tiseku mezi
dvéma svymi piechody, stravi s nim matfyzak M; pravé pilku této doby. To ale plati v kazdém
useku mezi dvéma pfechody matfyzdka M;, a tedy i pro celou pracovni dobu.

POzNAMKY:

Asi t¥i ¢tvrtiny aspésnych resiteltt postupovaly priblizné podle vzoraku. Ve velké ¢asti téchto FeSeni
ale chybél jakykoli ndznak dikazu, ze konstrukce funguje. Protoze rozhodné neni uplné trivilni,
strhl jsem v takovych pfipadech jeden bod.

Ostatni fesitelé typicky fekli, ze vyzkousi vSechny mozné kombinace, jak muze byt polovina
zaméstnancl (zaokrouhlend pro liché n) na matfyzu a polovina v kavarné, a kazdou z nich nechaji
probihat po stejné dlouhou dobu. Pfi aplikaci tohoto postupu dokonce dokazovana nerovnost vysla
ostie. Bohuzel tato cesta obsahovala pomérné hodné technickych tuprav s kombina¢nimi cisly, a
pokud fesitel nevymyslel, jak to obejit, navic i potfebu Fesit lohu zvlast pro liché a sudé n.

K mému prekvapeni nejelegantnéjsi feseni, které prislo, patfilo do druhé kategorie. Martinovi
Zimenovi se Uspésné podafilo obejit vSechny technické vypocty mimo jiné tim, Ze uvazoval za razna
rozmisténi i ta, ktera se lisila pouze pofadim pracovnikfi v kavarné ¢i na matfyzu (prestoze stran
toho, kdo je s kym, jsou tato rozmisténi stejnd), ¢imz si vyslouzil jeden kladny imaginarni bod.

Pozitivné mé prekvapilo, Ze ani jediny resitel se nepokusil dokazat, ze pro néjaka n jiz konstrukce
neexistuje. (Viki Némecek)



Uloha 5.
Na kruznici lezi nékolik hrobt. Do kazdého z nich dal Hamlet nékolik lebek (klidné Zadnou), k né-
jakému neprazdnému se postavil a zacal si hrat podle nasledujicich pravidel. Pokud u sebe nema
zadné lebky, vezme si vsechny z hrobu, u kterého pravé stoji, a hned se posune o jeden dal. V opac-
ném pripadé da jednu lebku do hrobu, u néhoz se nachazi, a pokud jesté néjakou drzi, prejde opét
k dalsimu hrobu. Dokazte, ze at Hamlet rozmisti lebky jakkoli a postavi se kamkoli, budou po
néjaké dobé pocty lebek v jednotlivych hrobech stejné jako na zacatku.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN{:

Bud n pocet hrobui. Jako stav nazveme uspoiddanou (n + 2)-tici ¢isel, slozenou z poctu lebek
v n jednotlivych hrobech; poc¢tu lebek, které pravé drzi Hamlet; a polohy Hamleta (tj. ¢isla hrobu,
u kterého Hamlet pravé stoji). To nam bude popisovat situaci tésné pred tim, nez Hamlet uéini dalsi
krok (tj. nez se presune k dals$imu hrobu). VSimneme si, Ze pocet riiznych stavi je koneény. Mame
totiz konec¢né mnoho lebek, takze prvnich n + 1 Cisel popisujicich stav je shora omezeno poctem
lebek a zdola nulou a Hamletova pozice mize nabyvat jen n raznych hodnot. Déale si uvédomime,
ze ze zadani ma Hamlet vzdy jasné dany nasledujici krok.

Celou situaci si predstavime jako orientovany graf?, kde vrcholy jsou stavy. Ze stavu A do stavu
B vede sipka pravé tehdy, kdyz Hamlet ze stavu A prejde do stavu B. Diky tomu, ze ma Hamlet
vzdy jednoznacné urceny nasledujici krok, vime, ze z kazdého stavu vede pravé jedna Sipka.

Dale ukazeme, ze v kazdém stavu umime jednoznacné urcit predchézejici stav, pokud existuje
— neboli ze do kazdého vrcholu v orientovaném grafu vede nanejvys jedna sipka.

Uvazujme tedy néjaky stav, do kterého vede Sipka. Pokud se Hamlet vyskytuje u hrobu, ve
kterém jsou néjaké lebky, znamena to, ze tam pravé jednu pfidal. Pfedchozi stav tedy najdeme tak,
ze Hamlet z tohoto hrobu jednu lebku vezme a prejde o hrob zpatky. Pokud se Hamlet vyskytuje
u prazdného hrobu, znamena to, ze z néj pravé musel vzit vSechny lebky. VSechny je tam tedy vrati.
(Musel néjaké mit, protoze jinak by se nedalo jit o krok zpét.) Tim ovSem neudéld plny krok zpét,
protoze kazdy krok zacina tim, ze Hamlet pfejde k novému hrobu. Jsme ale opét ve stejné situaci
jako predtim (Hamlet stoji u hrobu, ve kterém jsou néjaké lebky) a o krok zpét se jednoznaéné
vratime zpusobem, jaky je popsan vyse.

Takto dokdzeme jednoznacné urcit predchézejici stav, to znamend, Ze v nasem orientovaném
grafu vede do kazdého vrcholu nanejvys jedna Sipka. Diky tomu, Ze je stavi kone¢né mnoho, vime,
ze po ur¢itém poctu kroku se néktery stav zopakuje. Protoze néasledujici stav je jednoznacné urceny,
bude se odted Hamlet pohybovat cyklicky. Ukadzeme, Ze pocatecni stav musi byt v tomto cyklu.

Pro spor necht neni v tomto cyklu. Pak existuje prvni stav, nazvéme jej A, ktery Hamlet navstivil
a je obsazen v cyklu. Oznacime predchazejici stav v cyklu By a predchazejici stav na Hamletove
cesté Ba. Z predpokladu neni Bz v cyklu, tedy B a B2 se lisi. To je ovSsem spor, protoze bychom
se uméli do stavu A dostat ze dvou riznych stavi.

Tim jsme ukazali, ze pocatecni stav je vzdy obsazen v cyklu, a tedy se po néjakém poctu kroku
zopakuje.

POzNAMKY:

Vétsina prislych feSeni byla spravna. Body jsem snizila za feseni, kde feSitel zapomnél dokazat, ze

predchazejici stav je urcen jednoznacné, nebo zapomnél uvést, ze stavi je jen konecné mnoho.
(,madam Verca“ Hladikové)

2Pokud nevis, co je orientovany graf, tak si sta¢i predstavovat obrazek s puntiky nazyvanymi
vrcholy a sipkami nazyvanymi hranami.
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Uloha 6.
Existuje nekonecna posloupnost kladnych realnych cisel zo, x1,x2, ... takova, ze pro kazdé prirozené
n22plat1’xn:\/xn7,— Tn_o 7

(Rado van Svarc)

RESEN(:

Pro spor predpokladejme, ze takova posloupnost existuje. Pokud by pro né€jaké i € Nbylox; < x;_1,

pak /z; < \/Ti_1, a tedy Ti+1 = /Ti —/Ti—1 < 0, coz nelze. Posloupnost je tedy (ostte) rostouci.
Pro kazdé i € N také plati

Ti < Ti41l = V/Ti —/Ti—1 < /T4,

tudiz x; < /7;, a tedy x; < 1.
Nakonec vyuzijeme toho, ze o > 0. Oznaéme® n = [%—‘ + 1 a odhadnéme dvéma zpusoby

soucet Y7 o x;:

> @i = VEL — Va0 + Vs — VAT + Bl — VEnz
1=2
=VZTn-1— V20 < /Tn_1 <1,

Sai>Y mo= G—W +1—1> cxo > 20— 1.
i—2 i—2 Zo Zo

Tyto dva odhady jsou vzajemné ve sporu, tudiz takova posloupnost nemiize existovat.

POzZNAMKY:

Uloha byla vcelku piimocara, vétsina feseni postupovala obdobné jako vzorové. Druhou oblibenou
moznosti bylo vyuziti pokrocilého tvrzeni, ze kazda rostouci shora omezena posloupnost konverguje,
a tedy existuje n € N takové, Ze \/Tn — /Tn—1 < To, COZ je opét spor.

U sSpatnych feSeni byl casto problém se spravnym uchopenim pojmu nekonec¢no — obvykle ve
smyslu: , Tuto operaci mizeme provést nekoneénékrat.“ Bud to ale nebylo zdivodnéno, nebo to
dokonce nebylo vibec mozné.

(Tomés Novotny)

Uloha 7.
Rozhodnéte, zda mohou byt (¢i nebyt) dva prekryvajici se konvexni ¢tyiuhelniky A a B a bod X
lezici v obou z nich* tak, aby byly splnény nasledujici dvé podminky:
(i) Pro kazdou pfimku vedenou bodem X plati, Ze jeji ¢dst v A je kratsi nez jeji ¢ast v B.
(ii) Obsah A je alesporni 1,9krat vétsi nez obsah B.

(Rado van Svarc)
3[x] znaci horni celou ¢ast z é&isla x, tj. nejmensi celé &islo takové, Ze neni mensi nez .

4Bod X muize lezet i na hranici &tyfihelniku.
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RESEN{:
Bud Bj B3B3 By ¢étverec se stranou délky 1, jehoz stfed oznac¢ime X. Necht jsou Ci, Ca, C3 obrazy
bodu Bj, B2, Bs ve stejnolehlosti se sttedem X a koeficientem 1,99. Plati, Ze obsah trojuhelniku

C1C2C3 je 1’9292 >1,9. Bud z = % —1,9. Necht P, resp. Q, lezi na tseéce C1C2, resp. C2C3
tak, Ze obsah trojuhelniku C7 PX, resp. CoQX je nanejvys %

Za A zvolime ¢tyftuhelnik PCoQX a za B ¢tverec By B2 B3 By. Ukéazeme, Ze vyhovuji zadanym
podminkam.

Zjevné B m4 obsah 1 a A ma obsah alespoii 179292 —2-% =1,9, tedy A a B spliwji druhou
podminku.

Nyni bud ¢ pfimka prochézejici X. Pokud protind A jenom v bodé X, je podminka zjevné
splnéna. V opa¢ném pripadé necht protind obvod A krom bodu X také v bodé Y a necht Z
je prusecik tsecky XY s obvodem B. Ze stejnolehlosti plati, ze | XY| = 1,99|X Z|. Zaroveni ale
protoze X je stfed B, protind ¢ ¢tverec B v useéce délky 2| X Z|. Tedy ¢ast £ kterd lezi v A (tj. X Z)
je kratsi, nez ¢ast £, kterd lezi v B, ¢imz mame hotovo.

Co P Ci
B2 B1
X
B3 By
Q
Cs

POZNAMKY:

Vétsina feseni bud nespravné tvrdila, ze dany utvar neexistuje, nebo ho Uspésné zkonstruovala.
Vsechny konstrukce byly podobné té vzorové, ackoliv néktefi pouzili jiny typ trojuhelnika (tj.
napiiklad jejich C1 C2C3 byl rovnostranny a B vznikl slepenim dvou mensich takovych trojahelnickt

do kosoétverce). (Rado van Svarc)
Uloha 8.

Bud' S = {—1;1}. Funkce sg : R — S ddvd sg(z) =1 prox > 0 asg(z) = —1 prox < 0. Pron € N
méjme ¢isla a; j,b; € S,1<14,j <n aprozxi,z2,...,Tn €S definujme

n n
Y; = Sg Z ;i jT; a z = sg (Z biyi>.
j=1 i=1

Rozhodnéte, zda pro kazdé liché n existuji takova a;j,b; € S, 1 < i,j < n, Ze pro libovolna
T1,%2,...,Tn € S plati z =212 Tn.
(Rado van Svarc)



RESEN(:
Ozna¢me sin=2k+1a M ={1,2,...,n}.
Ukéazeme, ze pro kazdé n takova Cisla a; ;, b; existuji. Pro kazdé i polozime b; = 1. Dale pokud

i — j dava po déleni n zbytek mensi nez k, zvolime a; ; = —1, jinak a;; = 1. Tvrdime, ze tato
volba konstant skuteéné vyhovuje zadani.
Bud « pocet i, pro kterd je z; = —1. Zjevné chceme ukdzat, ze z = (—1)%. Protoze vSechna

a;,j, by, x5 1 y; jsou licha (jsou to £1) a m je liché, jsou i vSechny uvazované soucty liché, a tedy
nikdy nebudeme pracovat se sg(0). Z toho plyne, Ze tvrzeni sta¢i ukdzat pro p¥ipad, kdy je « liché.

(Tj. chceme pro tento pfipad ukdzat z = —1.) Pro sudé a bychom se totiz podivali na posloupnost
x}, = —x;, kterd by prislusny pocet —1 méla lichy. Pro ni by platilo 2’ = —1. Zaroveri protoze sg je
licha funkce na R\ {0} a zadny ze souctti nenabyva nuly, plyne z «} = —x; také y, = —y;, a tedy i
2/ = —z, z &ehoZ z = 1, coZ je presné to, co jsme chtéli.

Dvojici ¢isel (4, 7) nyni nazveme pfijemnou, pokud ¢,j € M a i —j = £k (mod n). Ukdzeme, Ze
pokud (i, ) je pfijemna dvojice, potom y; = —1 nebo y; = —1.

Nejprve ukazeme, jak z tohoto pozorovani jiz plyne pozadované tvrzeni. Necht skuteéné pro
kazdou takovou dvojici je y; = —1 nebo y; = —1. Bud y, = —1 (takové existuje — staci vzit
bud y1, nebo y14x). Potom (pokud bereme indexy modulo n) plati yg+opk—k + Yat2pk < 0, tedy
> biyi = Ya + z];:l(ya+2pk—k + Ya+t2pk) < —1, z ¢ehoz uz plyne z = —1.

Bud tedy (4,7) pFijemna dvojice, BUNO nechf j = i + k (mod n). Pro spor piedpokladejme
7e y; = 1 = y;. Bud S;, resp. S;, mnozina vSech s takovych, Ze a; s, resp. aj s, je rovno —1.
Povsimnéme si, Ze kdyby pro néjaké s bylo a; s = —1 = aj s pak jak i —s, tak j —s =i —s+k dava
zbytek po déleni n mensi nebo roven k, coz se nemtze stat. Proto jsou mnoziny S; a S; disjunktni.

Bud A mnozina téch s, pro kterd je zs = —1. Oznac¢me si jako c; a c; velikosti mnozin ANS; a
ANS;. Zjevné |A| = a. Protoze S; obsahuje ta s, pro ktera je a; s = —1, neboli ta s, pro kterd je
zbytek ¢ — s po déleni n mensi nez k, je |S;| = k. Protoze |[ANS;|+ |(M\ A) N S;| = |S;| = k, plati
[((M\A)NS;| = k—c;. Protoze |ANS;|+|AN(M\S;)| = |A| = «, je |AN(M\S;)| = a—c;. Nakonec
protoze |[AN(M\S;)|+|[(M\A)N(M\S;)| = |[M\Si| = k+1, je |[((M\A)N(M\S;)| = k+1—a+c.

Plati Y7y agors = |40 S;| — [(M\ A) 1 85| — [AN0 (M 85| + [(M\ 4) 1 (M\ S)] =
i —(k—c)—(a—c¢)+(k+1—a+c¢) = 4c; — 2a + 1. Protoze y; = 1, je tento soucet
kladny, tedy 4c; — 2a+ 1 > 1, coz nam dava 2¢; > «. Diky tomu, ze 2¢; je sudé a « je liché, je
dokonce 2¢; > a + 1. Analogicky 2¢; > a + 1. Z toho sectenim dostavame c; + ¢; > o + 1. Potom
a=Al=|SiNA|+|S;NA| 4+ [(M\(SiUS;))NA|>c¢;+c¢j > a+1, coz je spor.

POZNAMKY:
Velmi pfijemné mne pfekvapilo, ze vSechna dosla feseni byla az na drobnosti spravné.
(Rado van Svarc)



