Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. KVETNA 2017

V této sérii nejsou tlohy fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, pocitaji se body za vSechny tulohy!

ULOHA 1.

Anic¢ka o prazdninach navstivila muzeum, ve kterém byla vystavena starodavna tabulka o n fadcich
a 2017 sloupcich vyplnéna redlnymi ¢isly. Soucty Cisel ve vSech jejich sloupcich byly navzajem razné.
Anicka tabulku omylem shodila a vSechna policka z ni vypadala. Ted by rada ¢isla vratila zpatky
tak, aby soucty nejen ve vsech sloupcich, ale i ve vech fadcich byly navzajem rtzné.! Podaii se ji
to pro jakakoliv ¢isla v tabulce, pokud

(a) n=2, (2 BODY)
(b) n=20177 (3 BODY)
ULOHA 2.

(a) Tonda narazil na n po sobé jdoucich pFirozenych ¢isel, jejichz soué¢tem je prvocislo. Urcete
vSechny mozné hodnoty n. (2 BODY)

(b) Orgové PraSatka na schtizce debatovali o tom, kam se ptjde na PraSeéi vylet. Zaznélo nékolik
napadi a kazdy z nich podporovalo pravé k organizatortu z celkové 2k pritomnych. Ukazalo se, ze
pro libovolnou (k — 1)-¢lennou skupinu organizatort existuje pravé jeden navrh, ktery podporuje
celd skupina. Dokazte, Zze potom (k + 1) je prvoéislo. (3 BODY)

ULoHA 3.
(a) Na blesim trhu si Honza koupil hodinovy cifernik s obvykle umisténymi ¢isly od jedné do
dvandcti. Zvlastni je ale tim, Ze se s ¢isly d4 hrat. Honza kazdé rano bud vyménil dvé protilehla
¢isla, nebo dvé sousedni o jedna zvysil. Kdyby zil dost dlouho, mohl by po kone¢né mnoha dnech
mit na ciferniku dvanact stejnych ¢isel?

(2 BODY)

(b) Na ostrové je n nor a v kazdé z nich zije jeden ptakopysk. Je znamo, ze kazdému ptakopyskovi
se libi jedna nora, a ta se nelibi zadnému jinému. Po velkém ptakopys¢im zasedani bylo rozhodnuto,
ze se vSichni ptakopysci prestéhuji do nor, které se jim libi. Probiha to nésledovné: Béhem jednoho
dne si muze kazdy ptakopysk vymeénit noru s jedinym dalsim. Urcete nejmensi pocet dni, ktery jim
ke stéhovani staci, at uz je situace sebezapeklitjsi. (3 BODY)

ULOHA 4.
(a) Dokazte, ze pro kazdou nekonstantni funkci f : R — R existuji realna ¢isla z, y spliiujici

flz+y) < flzy).

(2 BODY)

ISouget ¢isel v néjakém fadku se ale muze rovnat souctu &isel v nékterém sloupci.
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(b) Rozhodnéte, zda existuje funkce f: (—1,1) — (—1,1) spliujici pro kazdé = € (—1, 1) vztah

f(f(@)) = —=.

(3 BODY)

ULOHA 5.
(a) Na skalni fimse lezi t¥i hromadky o 51, 49 a 5 kamenech. V kazdém kroku muzeme bud slouéit
dvé hroméadky, nebo rozdélit hromadku se sudym poctem kameni na dvé stejné velké. Muzeme takto

vytvorit 105 hromadek po jednom kameni? (2 BODY)
(b) Ctverec je rozdélen dvéma navzéjem kolmymi pfimkami na &tyti ¢asti. Dokazte, ze pokud t¥i
z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah vSechny Ctyrti. (3 BODY)
ULoHA 6.

(a) Kuba nasel pravidelny ¢tyfstén s hranou délky jedna. Nelenil a hned na jeho povrch nakreslil
devét bodu. Dokazte, Ze mezi nakreslenymi body vzdy najdeme néjaké dva, jejichz vzdalenost
v prostoru je nejvyse % (2 BODY)

(b) Ctyiboky jehlan SABCD méa podstavu tvorenou lichobé&znikem ABCD s rovnob&Znymi stra-
nami AD a BC, pficemz |AD| > |BC|. Stifedy use¢ek AB a SD ozna¢me po fadé M a N, prusecik
roviny ABN s primkou SC nazvéme E. Dokazte, ze pfimky BE a M N jsou rovnobézné.

(3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Existuje pFirozené &islo a takové, Ze soudet poctt cifer a a a® je roven 20177 (2 BODY)

(b) Necht S(k) znadi ciferny soucet pfirozeného éisla k. Pro které nejmensi pfirozené n plati
S(n)=S2n) =---=5(2017n)?

(3 BODY)



