Geometrie trojihelnika 4 — Co se jinam neveslo

Vitejte u posledniho dilu seridlu. Zde si ukazeme nékolik dalsich tvrzeni o trojuhelnicich. Vétsina
z nich neni prilis uziteéna v MO, presto jsou vSak zajimava a myslime si, Ze uréité stoji za to si je
projit.

Nez zacneme, zopakujeme si znaceni z predchozich dild, které zde budeme pouzivat. Konkrétné
to, ze v trojuhelniku ABC znaci I vepsisté; I, Ip a I¢o prlpSlste7 R, 7, rq, ™p & Tc polomery
kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznic pfipsanych; Sa, Sp a Sc Svrékovy body; Na, Np a
Neo antisSvrky a Ao, Bo a Cp stfedy stran.

Stiedy stredi

Ve druhém dilu jsme si mimo jiné fekli, ze Svrékiiv bod je stiedem usecky spojujici vepsisté a
prislusné pripsisté a ze antisvrk je stfedem tsecky spojujici prislusna pripsisté. Diky této vlastnosti
muzeme o nékterych dalsich bodech prohlasit, ze jsou ,,uprostfed* mezi jinymi, a nékteré vzdalenosti
prohlésit za pruméry jinych.

Tvrzeni. Plati [NgBo| = "e1" a |SpBo| = "t .

Toto tvrzeni je lehce nahlédnutelné. Pokud si pfimku AC nakreslime vodorovné, pak velikost
Ta, TESP. T, popisuje, jak ,vysoko“ je I4, resp. Ic, nad ptimkou AC. Protoze Np je stied I4lc,
bude nad AC ,,ve vysce“ % Na druhou stranu NgBg L AC, takze \]\73 Bo| opravdu vyjadiuje,
jak ,vysoko“ je Ng nad AC. To ndm dava prvni rovnost.

Druhou dokazovanou rovnost dostavame analogicky diky tomu, Ze r a r, popisuji, jak vysoko
jsou I nad a Ip pod AC, ze Sp je sttedem IIp a ze S By je usecka, kterd méri prislusnou kolmou
vzdéalenost. Znaménko minus se v rovnosti objevuje proto, ze I je na opa¢né strané od AC nez Sp
al B-

Kdybychom chtéli tyto myslenky prevést do forméalnéjsi podoby, mohli bychom to udélat takto:

Diikaz. Bud ¢ piimka skrze Np rovnobézna s AC. Necht X4 a X¢ jsou paty kolmic z I4 a
Ic na ¢. BUNO necht Ic lezi v pasu mezi piimkami AC a £. Protoze I X4 L £ L IcXc a
|[IaNg| = |IcNg|, jsou trojuhelniky 14 X4 Np a IcXcNpg dle véty usu shodné. Proto |I4 X 4| =
|IcXc|. Ale protoze vzdalenost mezi ptimkami £ a AC je |NgBo|, plati [I4X 4| =74 — |[NgBo| a
|IcXc| = |NpBo|—re. Z toho uz dostaneme prvni &ast zkoumaného tvrzeni. Druhé ¢ast se provede
analogicky.
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Dusledek. Platirq +ry, +rc. =4R+ 7.

Diikaz. Usetka NpSp obsahuje By a tvoii priamér kruznice opsané trojuhelniku ABC. Plati tedy

Ta + Tc Ty —T
2 2

4R=2-|NgSg|=2-(|NgBo| +|BoSg|) =2- ( ) =rq+Tp+TCc—T

Cviéeni. Ukaite, Ze obvod Sestitthelniku AScBS4CSp je alespori 4(R + 7).

Ndvod. Uvédomte si, ze |[ASg| + |SpC| = |IIp|, a pouzijte [IIg| > r + 1 spolu s pfedchozim
dusledkem.

Primeérovat rizné délky vsak lze i jinymi zpusoby. Pfikladem budiz nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni. Potencni stfed kruznic pripsanych trojahelniku ABC je vepsistém trojahelniku AgBoCp.

Dikaz. Oznac¢me si kruznice pripsané jako w4, wp a wce. Déle si ozna¢me Simsonovy piimky
bodu N4, Ng a N¢ vzhledem k trojuhelniku ABC jako {4, ¢p a £c. Zacneme pozorovanim, ze
{p je chordalou kruznic w4 a wc.

Pro¢ tomu tak je? Piimky AB, BC i C'A jsou spoleéné teny w4 a we. Vyberme si libovolnou
z nich a spustme na ni kolmice z I4, N a Ic. Ty ji protnou v bodech X, Y a Z. Protoze Nz je
st¥ed I4Ic, dé se lehce nahlédnout (a dokdzat podobné jako v pfedchozim tvrzeni), ze Y je stfed
XZ.Ovsem X a Z jsou doteky wa a we s nasi vybranou pfimkou, takZze mocnost bodu Y k wy,
resp. wo, je | XY |2, resp. |Y Z|2. Ale protoze Y je stied X Z, jedna se o stejnou hodnotu, a tedy Y
ma k obéma kruZnicim stejnou mocnost, neboli lezi na jejich chordéle. Toto plati pro patu kolmice
z Np na libovolnou stranu trojuhelnika, takze £p skutecné splyva s chordalou wy a we.



Nyni potiebujeme ukdzat, ze £ 4, £p a £ skutecné prochazeji vepsistém trojuhelniku AgBoCp.
Zjevné to staci ukazat jen pro £p.

Bod By je patou kolmice z Ng na AC, takze {5 bodem By prochézi. Takze (protoze trojuhelnik
AopBoCy je jen obraz ABC ve stejnolehlosti) staéi ukazat, ze piimka £p je rovnobézna s osou thlu
ABC.

Necht P a Q jsou paty kolmic z Ng na AB a BC. Protoze N je stfedem piimky I4lc, plati
|NpP| = w = |NBQ|. (To nahlédneme podobnym zptsobem jako piedchozi tvrzeni.) Déle
|<<BPNp| = 90° = |<<BQNpg]|, takze z véty Ssu jsou trojuhelniky BNgP a BNgQ shodné. To ale
znamena, ze PQ L NgB. Protoze pfimka PQ splyva s pfimkou ¢p, pfimka NgB je osou vnéjsiho
thlu ABC' a osy vnitfniho a vnéjsiho thlu jsou kolmé, dostavame to, co jsme chtéli.

Cviceni. Pomoci tvah tohoto typu si uvédomte, pro¢ se na sebe body dotyku kruznice vepsané
a pripsané vzajemné zobrazuji pres stfed strany.

Ndvod. Vyuzijte toho, Ze se jedna o projekce z vepsisté, pripsisté a Svrékova bodu mezi nimi.
Cvigeni. Ukazte, ze pokud r 4+ rq = |BC|, pak je trojuhelnik ABC pravouhly. (MO 2016)

Ndvod. BUNO zvolte |AB| < |AC| a oznaéte X jako patu kolmice z S4 na AB. Podivejte se na
¢tytuhelnik BX NpBg a vSimnéte si, Ze ma protéjsi strany stejné dlouhé. Za pomoci tétivovosti a
kolmosti pak ukazte, Ze se jednd o obdélnik.

Sondatova véta

V této kapitolce si ukdzeme nejjednodussi ¢ast takzvané Sondatovy véty. Ta se ve skute¢nosti sklada
ze t¥i dil¢ich tvrzeni, ale pro dikaz zbylych dvou bychom museli vybudovat dalsi arzendl, ¢itajici
mimo jiné Newtonovu—Gaussovu vétu o ¢tyfahelniku a Desarguesovu vétu. I s nimi by dukaz byl
velmi dlouhy a narocny, rozhodli jsme se tedy druhou a tfeti ¢ast véty neuvadét. Prvni ¢ast si vsak
muzete vychutnat v jeji plné krase.

Budeme fikat, ze trojuhelnik ABC je kolmy na trojuhelnik DEF, pokud plati, Ze kolmice z A na
EF, kolmice z B na F'D a kolmice z C na DE se protinaji v jednom bodé. Uvédomme si, ze vyrok
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ytrojuhelnik ABC' je kolmy na trojuhelnik DEF“ je ekvivalentni s ,trojihelnik BC'A je kolmy na
trojahelnik EFD“, ale ne s ,trojuhelnik ABC je kolmy na trojahelnik EF D“.

Véta. (Sondatova) Trojuhelnik ABC je kolmy na trojithelnik DEF pravé tehdy, kdyz je trojua-
helnik DEF kolmy na trojuhelnik ABC.

Dukaz. Paty kolmic z A, B, C, D, E a F na EF, FD, DE, BC, CA a AB ozna¢me A1, B1, C1,
D1, E1 a Fy. Chceme ukézat, ze AA1, BBy a CC se protinaji v jednom bodé pravé tehdy, kdyz
se DDy, EF1 a FFi protinaji v jednom bodé.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze konfigurace odpovidd nasemu obrazku (pro obecnost
bychom zavedli orientované uhly). Potom jsou ¢tyfuhelniky AA1FiF, FF1B1B, BB1D1D,
DD1C1C, CC1E1E a EE; A1 A tétivové, protoze pravé uhly ndm davaji Thaletovy kruznice. To
znamend, ze |<{B1BC| = |<{B1BDi| = |[<B1DD1| = |[<<FDDj|. Analogicky dostaneme rovnost
dalsich péti dvojic thla.

To, ze se pfimky AA;, BB; a CCi protinaji v jednom bodé, je podle goniometrické Cevovy
véty ekvivalentni vztahu
sin |<{A; AB|sin |[<{B1 BC|sin |IC1CA|
sin |[<{A; AC|sin |<<{B1 BA|sin |[<<C1CB| ~
4




Analogicky to, Ze se pfimky DD;, EE; a FF; protinaji v jednom bodé, je ekvivalentni
sin |[<<{D1DF|sin|<{E1ED|sin|<{F1FE|
sin |<\D1 DE| sin |<UE, EF | sin |[<\F1 FD|
Ovsem diky nasim vztahtim mezi thly je
sin |[<{A1 AB|sin |[<{B1BC|sin|I{C1CA| sin|<I{DiDF|sin|<{E1ED|sin|{F|FE|
sin |[<{A1 AC|sin |<{B1 BA|sin |[<{C1CB] ~ sin |<{D1 DE|sin |<<E1 EF|sin |<<Fy FD|’
neboli levé strany uvedenych vztaht jsou si rovny. Tim je diikaz dokoncen.
Cvideni. Bud ABC trojuhelnik a D, E a F body takové, ze |BD| = |DC|, |CE| = |EA| a
|AF| = |FB|. Ukazte, ze kolmice z A, B a C na EF, FD a DEFE se protinaji v jednom bodé.

Ndvod. Pouzijte Sondatovu vétu.! Potom si uvédomte, ze chcete ukéazat, Ze se osy stran protinaji
v jednom bodé.

Cviceni. V trojuhelniku ABC si ozna¢me paty vysek jako D, E a F. Ozna¢me X, Y a Z stredy
use¢ek AD, BE a CF. Dokazte, ze kolmice z D, E a F naYZ, ZX a XY se protinaji v jednom
bodé. (EMC 2013)

Podivné pratelstvi mezi stiedy

V pribéhu seridlu jsme si ukazali né€kolik stfedi trojuhelnika. Znamych stfedt existuje opravdu
nezmérné mnozstvi; encyklopedie stiedii trojuhelnika? jich v dobé psani tohoto dilu vedla 13390.
Zde je vykresleno nékolik prvnich:3
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IViele doporucujeme si tilohu vytesit i bez pouziti Sondatovy véty. Cviceni se tim stane o dost
tfi vhodné kruznice a vS§imnout si, Ze se vlastné jedna o tvrzeni o potenc¢nim stiedu.

2Viz http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html.

3Na adrese http://mathworld.wolfram.com/KimberlingCenter.html najdete tento obrazek
v duhové barevné formé.



Zajimavym cvi¢enim v matematické vyrecnosti je kol formulovat, co vlastné slovni spojeni
ystfed trojuhelnika“ piesné znamena. Zkuste ted na chvili pfestat ¢ist a zamyslet se nad tim.
(Varujeme, ze nasledujici dva odstavce a vysledné definice moznéa budou nékomu pfipadat nehezké,
nékterym mohou az ptsobit pocity nevolnosti. V pfipadé silné alergické reakce na algebru je mozné
pfislusny usek pieskodéit, pro pochopeni dalsiho textu neni pfilis dilezity.)

Mate? Pokud ano, pravdépodobné jste dosli k lehce neintuitivnimu poznani, Ze stfed trojahelnika
vlastné neni bod, ale funkce, ktera vrcholtim kazdého trojuhelnika dany bod pfisuzuje. A to jesté re-
lativné specifickym zpuisobem. Zaprvé by stfed mél byt ptifazen symetricky, bez ohledu na pojmeno-
vani bodu. TakZe pripsisté neni stfed. Navic asi plati, Ze pfi zmenseni/posunuti/otoceni/ptreklopeni
by se stied mél stejnym zplsobem zmensit/posunout/oto¢it/preklopit. A nezapomeiite na to, ze
nase funkce neni nutné definovana uplné pro vsechny trojice boda v roviné — pro degenerované
trojihelniky mnoho stfedu prestava existovat. A kdyz uz jsme u toho definovani, mozna neni tplné
od véci zamyslet se, co je to vlastné bod v roviné. Vétsinou se k poradné definice roviny pouzi-
vaji kartézské souradnice a tam je opravdu nemotorné mluvit o obecném otaceni, preklapéni a
podobnych zobrazenich.

Kdybychom opravdu chtéli stied definovat forméalné, bylo by asi nejvhodnéjsi si body zavést
pomoci komplexnich ¢&isel?, kde se se zobrazenimi obvykle pracuje vcelku dobfe. Nejlepsi definice,
se kterou autori prisli, je nasledujici:

Definice. Necht T je mnozina véech trojic (A, B,C) € C3,kde AB+BC+CA # AB+BC+CA.®
Potom jako stred trojihelnika oznac¢ujeme jakoukoliv symetrickou funkci f : T — C, kterd pro kazdé
(A,B,C) €T aa,B€Cs a0 splayje f(A,B,C) = f(A,B,C) a f(aA+ B,aB + B,aC + B) =
af(A,B,C)+ B.

Neékteré z vas urcité tato podivnd a pro nase ucely zbyteéné formalni definice vydésila nebo
odradila. Nic si z toho nedélejte. Pro nasSe tcely je dtlezité primarné to, ze na stied spis nez jako na
konkrétni bod budeme koukat jako na zpusob, jak trojihelniku bod pfiradit. A s touto védomosti
se muzeme vratit zpatky ke geometrii.

Nékteré dvojice stiedit nyni budeme oznadovat jako prdtele® (pozor, neplést s kamarady). O dvo-
jici stiedit P a Q fekneme, ze P je pfitel Q, pokud plati nasledujici vyrok: Kdyz v libovolném troj-
thelniku ABC' sestrojime ¢tverce nad stranami Ag BCAg, BcCAB4 a CyABCp neprotinajici
ABC a kdy# si oznaéime jako P4, PB a PC postupné P-stiedy trojuhelnikit B4 AC4, CpBAp
a AcCBg, pak se piimky AP4, BPB a CPC protinaji v jednom bodé Q, ktery je O-stiedem
trojahelnika ABC.

Zmateni? UkaZme si to na prikladu.

Tvrzeni. Opsisté je pfitel Lemoinova bodu.

Dikaz. Uvazujme libovolny trojuhelnik ABC a piisludné ctverce. Oznacime si jako O4, OB a O¢
opsisté trojuhelnikt B4 AC 4, Cp BAp a AcCB¢. Abychom ukéazali, ze opsisté je pfitel Lemoinova
bodu, je tieba ukazat, ze AO4, BOB a COC se protinaji v Lemoinové bodé K trojuhelniku ABC,
neboli ze se jedna o symediany.

Jak udélame toto?

Bud Ug obraz bodu OF ve stejnolehlosti se stfedem B a koeficientem 2. Zjevné sta&i ukézat,
%e BUp je symediana v ABC. Protoze OF je stfed trojuhelniku CpBAg, plati |[<UpApB| =
|[<<XUpCpB| =90°. Tedy Ug je prusecik ptimek C4Cp a AgAc. Protoze se jedna o rovnobézky se
stranami AB a BC, dostavame, ze vzdalenost bodu Up od pfimek AB a BC je (diky pravym ahlim
ve &tverci) rovna |CpB| a |ApB|, coz je zase rovno |AB| a |BC|. Ale symedidna je tvofena pravé

4Pokud jste komplexni ¢éisla v Zivoté nepotkali, nasledujici definici zcela beze studu pteskodte.

5Jak asi chapete, toto jsou piesné trojice tvofici nedegenerované trojuhelniky.

6 Anglicka literatura vyuziva terminu friends. V eské literatuie tento termin vzhledem ke své
obskurnosti nemé ustaleny preklad.



body, které maji pomér vzdalenosti ke strandm trojuhelniku roven poméru délek téchto stran.”
Takze Up lezi na B-symediané a jsme hotovi.

Up
0B 4o
Cp
B Ac
Ca
K
A C
o4 oc
BA BC

Je jasné, ze kazdy stied P ma nanejvys jednoho pritele — stied, ktery pfipadné miizeme zade-
finovat pravé jako priseéik zminénych piimek APA, BPB, CPC. Na druhou stranu kupiikladu
stfed Feuerbachovy kruznice pritele nema, protoze se prislusné trojice pfimek neprotne. O tom
se muzeme rychle presvédéit napiiklad rychlym nakresem v néjakém kreslicim programu. (Tady
pozor, kreslici program nas o tomto sice miize rychle presvédcit, to vSak samoziejmé neni poradny
ditkaz. Ten by vSak byl vcelku technicky, proto ho zde nebudeme provadét.)

Je asi zjevné, ze kdyz vztah nazyvame pratelstvim, mél by byt symetricky. Tak si dokazme, ze
vskutku je.

Tvrzeni. Pokud je P piitel Q, pak je Q pritel P.
Dikaz. Uvazujme libovolny trojihelnik ABC' a k nému pfislusné body Ap, Ac, Bc, Ba, Ca,
Cpg. Oznaéme jako Q4, QB a Q€ postupné Q-stiedy trojuhelnikis B4AC 4, CgBAg a AcCBc.

7Viz Cviéeni 58 v druhém dilu.



Dile si jako P oznaéme P-stied trojuhelniku ABC. Chceme ukazat, ze Q4A, QBB a QCC se
protinaji v bodé P.

Zaméime se na trojuhelnik CgBAp. Ctverce Cg BAC4 a AgBC A jsou ¢tverce i nad jeho
stranami a ABC je trojuhelnik pftislusejici vrcholu B v CgBAp. Proto pouzitim skutec¢nosti, ze
P je piitel Q, na trojuhelnik Cg BAp dostaneme, 7e PB prochazi QF. To ale znamena, ze QB
prochézi P. Analogicky dokdzeme tvrzeni pro zbylé dvé pfimky.

Uvédomme si, ¢im se pratelstvi 1isi od kamaradstvi. Kamaradstvi je zavislé na trojihelniku a poji
dvojice bodu v roviné. Pratelstvi je daleko abstraktnéjsi pojem, mluvi totiz o dvojicich obecnych
stfedll, nevazanych na konkrétni trojuhelnik. Pfesto spolu kamaradstvi a pratelstvi trochu souvisi.

Tvrzeni. Necht P a Q je dvojice pratel. Jako P’ a Q' si oznacme stiedy definované jako kamarady
P a Q. Pak P’ a Q' jsou pratelé.

Dikaz. Osa thlu ABC na sebe prevadi AB a BC. Protoze AB 1. BCp a AgB 1 BC, prevadi
na sebe i BCp a BAp. Takze se jedna i o osu thlu Cg BAp. Proto se na sebe prevadéji i spojnice
B s prislusnymi stfedy, a my méame hotovo.

Dusledek. Kolmisté a tézisté jsou pratelé.
Cviceni. Dokazte, ze vepsisté je svym vlastnim piitelem.
Cviceni. Dokazte, ze kolmisté a tézisté jsou pratelé, bez pouziti pfedchoziho tvrzeni.

Ndvod. Ukazte, Ze tézisté je pritelem kolmisté — uvazujte bod X takovy, ze Ag XCpgB je rovno-
béznik, a ukazte XB L AC.

prosim své Feseni na mks@mff.cuni.cz. Autofi seridlu jsou na néj zvédavi a péknym FeSenim si
ziskate jejich nehynouci obdiv (a za obzvlast pékné mozna i néjakou cokoladdu).

Zavér

Timto bychom se s vami radi rozloucili. Doufame, ze jste si nasi okruzni jizdu trojuhelnikem uzili
a Ze jste se béhem ni néco naudili. Jako vzdy plati, Ze se v pripadé jakychkoliv dotazi muzete bez
obav obratit na mail mks@mff.cuni.cz nebo pfimo na autory. Pfejeme vam, af se vam i vase dalsi
setkani s trojahelnikem (a obecné geometrii) libi.
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