Geometrie trojahelnika | — Zakladni stredy

Life without geometry is pointless. — nezndmy autor

Vitdme vas u letosniho PraSeciho seridlu. Kazdoroéné pro svoje fesitele pfipravu-
jeme trojdilny text, ktery se podrobné zabyva néjakym odvétvim matematiky. Ke
kazdému dilu patii série t¥1 loh hodnocenych nejvyse péti body, které se vSechny
pocitaji do celkového bodového zisku (lze tedy ziskat az 15 bodf za sérii). Letosnim
tématem je Geometrie trojuhelnika a seridl pro vas pripravuji David Hruska a Rado
Svare.

Kde jsme to vyhrabali?

Geometrie jako takova je nedilnou soucasti matematiky vSech vyspélych civilizaci.
Jakmile lidé zvladli aritmetiku a kupecké pocty, zacali se zabyvat tim, co vidéli kolem
sebe — tvary, délkami, obsahy, thly atd. Pfitom byli motivovani otazkami typu ,,Kolik
kamene bude potfeba na tuto zed?“, , Jak daleko je lod na obzoru?“, , Jak vysoka je
pyramida?“, | Kdy bude dalsi zatméni Slunce?“ nebo ,,Jak mam co nejlevnéji oplotit
co nejvétsi pozemek?“!. Velkého vyvoje a obliby se geometrie dockala v antickém
Recku, kde se stala prostiedkem pro vyjadfeni mnozstvi (a to ve vSech moznych
vyznamech) a byla v podstaté synonymem pro matematiku. Napomohl tomu objev
iracionalnich ¢isel, ktera se v geometrii pfirozené vyskytovala jako délky, ale nedala se
yzapsat Gislem“. Jisté vAm nemusime predstavovat jména jako Thalés, Archimédes,
Pythagoras nebo Eukleides. Posledni ze jmenovanych polozil Zdklady? modernimu
pojeti matematiky.

S objevem analytické geometrie®, rozvojem algebry a diferencidlniho poctu se
klasické syntetickd* geometrie stala spiSe okrajovou oblasti, pfesto byla dale rozvi-

INe ze by byla pro matematika zrovna uvétitelnd, ale existuje zajimava legenda o zaloZeni
Kartaga (pozdé&jsi) kralovnou Dido: https://cs.wikipedia.org/wiki/Kartago.

2Jedn4 se o soubor tfinacti knih pojednavajicich o zdkladech matematiky axiomatickym zpii-
sobem a jednu z nejvydavanéjsich knih vSech dob.

3Za jejiho zakladatele je povazovan francouzsky filozof a matematik René Descartes (1596-1650).

4 Analyticka geometrie ,,rozklada“ geometrické objekty na jednoduché algebraické objekty (napf.
bod je ddn svymi soufadnicemi), syntetickd naproti tomu vychézi z nékolika intuitivnich geomet-
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jena velikdny jako Leonhard Euler (1707-1783), Gaspard Monge (1746-1818), Jean-
Victor Poncelet (1788-1867), Jakob Steiner (1796-1863) nebo Karl Wilhelm Feuer-
bach (1800-1834). I s jejich objevy se v seridlu potkdme.

Proc ne tfeba geometrie lichobéznika? A co jsou zakladni stredy?

Téma tohoto seridlu je jesté o néco specifi¢téjsi nez rovinna geometrie (planimetrie).
Cilem geometrie trojihelnika je systematicky studovat vyznamné body (a dalsi ob-
jekty) v trojahelniku. Ukazuje se totiz, Ze i tak jednoduchy ttvar jich mé opravdu
hodné. Existuje dokonce The Encyclopedia of Triangle Centers® obsahujici pies
10000 vyznacénych bodiu. A ¢im Ze jsou zajimavé? Zejména necekanym mnoZstvim
souvislosti, které mezi nimi matematici stale nachézeji. Uz pfi letmém zkoumani
trojuhelnika budeme totiz svédky takové spousty pozoruhodnych a krasnych ,na-
hod“, Ze ndm snad date za pravdu, Ze to za tu nadmahu stoji. Ale nebojte se, nasim
cilem kromé samotného budovani teorie kolem trojihelniku bude i pouziti nabytych
znalosti v obecnych geometrickych tlohach, takze kromé jiného se urcité dockate
i ngjakého vicethelniku. Jesté dodame, Ze stred trojuhelnika je skuteéné termin a
pouziva se pro takovy bod v roviné trojuhelnika, ktery je definovany pouze pomoci

Vv

vy

vlastnost nemaji (proto jsou také tii). Takovym bodim se budeme v prvnim dilu
prevazné vénovat.

Znaceni a nazvoslovi

7 dtivodi prehlednosti a strucnosti a hlavné proto, Ze nés to prosté bavi, jsme se
rozhodli pouzivat ne vzdy oficidlnich nazvt definovanych objektd. V seridlovych
ulohach a obecné v PraSatku je urcité muizete pouzivat také, ale v Matematické
olympiddé (Ceské, jakoZ i mezindrodni) nebo jinych oficidlnich soutézich, které s nami
na prvni pohled nesouvisi, mtze byt jejich pouziti oSidné a spis jej nedoporucujeme.
Douféame, Ze se vam piesto bude nase nézvoslovi libit a shledate jej praktickym. Pti
zavadéni kazdého takového nazvu na to v textu upozornime a doplnime oficialnéjsi
alternativu. Pokud byste vahali, odkud se berou pismenka pro oznaceni bodu, tak
vézte, ze Casto pochazeji z anglickych nazvi.

Jak serial Cist?
Prestoze prvni dil zac¢ina skuteéné od piky, je pfece jen pomérné rozsahly a obsahuje
mnoho dloh (ve formé cviceni s nédvody). Je-li vam tedy né&jaka ¢ast duvérné znama,

5http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html
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nevahejte si jen projet p¥islusné cviceni a pokracovat dal.% Jinak ale doporucujeme
CGist seril postupné, nebot se misty odkazujeme zp&t (mélo by vzdy byt pfesné patrné
kam). PFi FeSeni tloh a cvifeni si kreslete co nejhezéi obrézky, opravdu to pomdah4.
Muzete také vyuzit viborny program GeoGebra.” Pokud byste si s néjakym cvi¢enim
nevédéli rady ani po predteni navodu, obrafte se na nas prostiednictvim e-mailu®
nebo matematického chatu na PraSecich strankach.

SPteskakovat cely serial je ovSem piisné zakazano, uz jen kviili podobnym neodolatelné vtipnym
vsuvkam, jako je tato.

"https:/ /www.geogebra.org/

8 Adresy najdete na http://mks.mff.cuni.cz/organizatori.php
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Geometry is the science of correct reasoning on incorrect figures. — George Polya

Néco malo do zacatku

P1i nasem putovani trojuhelnikem budeme predpokladat jen znalost zakladnich po-
znatkll z geometrie, které se bézné probiraji na stfedni skole. Jsou tu ovSem dvé
témata, kterd nechceme podrobné vysvétlovat, ale budeme je potfebovat. V prvni
fadé jde o vétu o obvodovém a stfedovém thlu a souvisejici kapitolu o tétivovych
¢tyttuhelnicich. Ty budeme v prvnim dilu pouzivat jen zfidka a prislusné shrnuti mu-
Zete najit tieba v nasi knihovnicce.? Pro dalsi dily uz budou ale tétivové étytuhelniky
pomérné nezbytné, takze doporucujeme se s nimi vyhledové blize seznamit. Druhy
koncept — stejnolehlost — budeme pouzivat castéji, takze kratce pripomeneme, o co
se jedné.

Stejnolehlost je geometrické zobrazeni, které ma za kol spravnym zpisobem ,na-
fouknout“ nebo ,smrsknout* rovinu kolem sebe. Je urceno stfedem stejnolehlosti S
a koeficientem stejnolehlosti k. Pokud je £ > 0, potom se pfi stejnolehlosti libovolny
bod roviny X pfesune po polopfimce SX tak, aby byl od S vzdélen k- |SX|. Pokud
k < 0, potom se kazdy bod X piesune na polopfimku opac¢nou k SX tak, aby byl od
S vzdélen |k| - |SX|. Konkrétné napf. piipad k = —1 odpovida stfedové soumérnosti
se stfedem v S a pfipad k& = 1 nic nezméni.

9 https://mks.mff.cuni.cz/library/TetivoveCtyruhelnikyM T/ TetivoveCtyruhelniky MT.pdf .
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Dulezita fakta o stejnolehlosti, ktera budeme pouzivat, jsou:
(1) Stejnolehlost je tzv. podobné zobrazeni, tj. obraz a vzor jsou vzdy podobné.

(2) Specialné kruznice pfechazi na kruznici, pfi¢emz stied ptivodni kruznice pfe-
chézi na stfed nové kruznice.

(3) Piimky se zobrazuji na své rovnobézky.
(4) Stfed stejnolehlosti, bod a obraz bodu ve stejnolehlosti lezi na jedné pfimce.
(5) Pruisecik dvou objektii se zobrazi na prusecik jejich obrazi.

Toto je vsSe, co budeme o stejnolehlosti potfebovat. Ty zvédavejsi, ktefl si chtéji
precist o stejnolehlosti vice, odkazujeme na serial Geometrickd zobrazeni*® od Pepy
Tkadlece a Mirka Olsdka. Nyni jsme uz opravdu pfipraveni pustit se do prace.
Prijemnou zadbavu, radost z objevovani a dobré napady pfi feSeni tloh vam pfeji
autori.

Tézisteé

Stiedy stran BC, AC a AB zna¢ime postupné Ay, By a Cy. Spojnice vrcholu troj-
thelnika se stfedem protéjsi strany se nazyva téZnice. Téznice z vrcholu A, B a C
znacime postupné t,, t, a t..

Tvrzeni 1. TéZnice se protinaji v jednom bodé, ktery déli kazdou téznici v poméru

vy

Vv

Diikaz. Prusecik téZnic t; a t. ozna¢me T'. Trojuhelniky ACyBy a ABC jsou po-
dobné s koeficientem 1/2, takZe stiedni pficka ByCy je rovnobéznd se stranou BC
a ma poloviéni velikost. Ze dvou dvojic stfidavych thlt dostdvame podobnost troj-
thelniktt BoT'Cy a BT'C. Tato mé opét koeficient 1/2, takze plati |BT| = 2|ByT|
a |CT| = 2|CyT|. Dokézali jsme, ze dvé téZnice se protinaji v bodé, ktery obé d&li

vvev

jako bod lezici v tomto poméru na ¢, a vidime, Ze jim prochézeji i zbylé dvé téznice.

Ohttp://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf



Vv

podstatné priblizi k feseni tlohy.

Priklad 2. Bud ABCD rovnobé&znik. V jakém poméru rozdéluji pfimky proché-
zejici vrcholem A a stiedy stran BC resp. C'D uhlopticku BD? (MKS 35-2-3)

Reseni. Ozna¢éme X prisecik piimek AD a BM, kde M je stted CD. V trojuhel-
niku ABX je DM st¥edni pfickou, nebot je rovnobézna s AB a m4 poloviéni délku.
Proto je M stiedem BX, D je stfedem AX a Usecky AM a BD se jakoZto téZnice
staneme i pro spojnici vrcholu A se sttedem BC, takZe BD je zminénymi pfimkami
rozdélena na, tietiny.'!

HTato konfigurace je doslova plné ténic, tézist, stiednich pticek a dobrych pomért, viz vzorové
feSeni na http://mks.mff.cuni.cz/archive/35/komplet2p.pdf.
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Cviceni 3. V trojuhelniku ABC plati

AT| = |BC|. Dokazte, ze |<BTC| = 90°.

Ndvod. Vyuzijte pomér, v némz T déli téznici, a Thaletovu vétu.

Vv

TéZnice a tézisté lze charakterizovat pomoci obsahti, coz se obc¢as hodi.

Tvrzeni 4. (Téznice a obsahy) TéZnice t, v trojihelniku ABC' je mnozinou téch
bodii X, pro které maji trojihelniky ABX a ACX stejny obsah.

Dikaz. Necht X lezi na t,. Trojuhelniky BApX a AgCX maji stejné dlouhou
zékladnu i prislusnou vysku, takze maji stejny obsah. To samé plati i pro dvojici
trojuhelniki BAgA a AgC A (odpovidajici pfipadu A = X). Odeétenim dostaneme
Sapx = Sacx. Pokud X lezi mimo t,, nechf lezi BUNO!2 vlevo od t,. Ozna¢me
X' pruseéik t, a rovnobézky s BC vedené bodem X. Pro X’ rovnost obsahii plati,
takze Sapx < Sapx: = Sacx’ < Sacx. Body mimo ¢, tedy tuto vlastnost nemaji.

12Tato zkratka znamena ,bez Gjmy na obecnosti“. Pouziva se, kdyz si v dikazu z nékolika
piipadii sta¢i vybrat jednu konkrétni a diikaz provést pouze pro ni. BUNO totiz naznacuje, ze
v ostatnich pfipadech by dikaz vypadal skoro stejné (naptiklad bychom pouze prohodili néktera
pismenka nebo zaménili slova ,levy“ za ,pravy“ a ,nad“ za ,,pod“). Na§ diukaz pfedstavuje typicky
priklad vyuziti.



O

Cviceni 5. S pomoci pfedchoziho tvrzeni si rozmyslete, Ze téZnice na stranu a je
mnozina bodi v urcitém pevném pomeéru vzdalenosti od b a c.

Ndvod. Pouzijte vzorecek pro vypocet obsahu trojuhelnika.
Cviceni 6. Rozmyslete si, Ze téZnice déli trojuhelnik na Sest ¢asti o stejném obsahu.
Ndvod. Opakované pouzijte tvrzeni o obsazich.
Cviceni 7. Na strandch BC a CD koso¢tverce ABCD jsou zvoleny po fadé body
P a @ tak, ze | BP| = |CQ)|. Ukazte, Ze t&zisté trojuhelniku APQ lezi na tise¢ce BD.
Navod. Body P a @ jsou stejné vzdalené od stfedni pficky v trojihelniku BCD.
Cviceni 8. Dokazte, Ze trojuhelnik vytvofeny z téZnic by mél obsah rovny %S ,
kde S je obsah pivodniho trojihelniku.
Navod. Dopliite trojuhelnik na rovnobéznik ABXC' a dokreslete stiedové obrazy A,
B a X podle C'. Vznikly Sestitthelnik je prirozené rozdéleny na Sest kopii ptivodniho
trojuhelnika. Najdéte trojuhelnik z téznic.
Cviceni 9. (t6z81) Zjistéte, jaky je nejvétsi mozny obsah trojihelniku ABC, jehoz
téznice maji délky vyhovujici nerovnostem t, < 2, t, < 3 a t. < 4.

(MO 61-111-2)
Ndvod. Vyuzijte cviceni o Sesti trojuhelni¢cich. Odhadnéte obsah jednoho z nich

pomoci odhada délek stran. Najdéte trojuhelnik, ktery realizuje maximum.

Neni nahoda, Ze jsme nepotkali skoro zadné souvisejici thly. Smutnou skute¢nosti
je, ze téznice ani t&zisté obecné Z4dné dobré tihly nevyrabi.'® Napiiklad thel u téznice
(tj. tfeba tthel BAAp) nelze jednoduse vyjadiit pomoci vniténich hli. Neni to ale

vzdy tplné beznadéjné, viz nasledujici cviceni.

3Pokud ale o né&jakych vite, uréité nam dejte védét. :-)
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Cviceni 10. Na strané BC daného ostrouhlého trojuhelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkach AP a AQ, pficemZ bod P je stfedem tisecky AM a bod @ je stfedem tisecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014)

Ndvod. Dokreslete stitedy AB a BC. Uhly u téZnice jsou sice tajemné, ale ty od-
povidajici si v podobnych trojihelnicich jsou urcité stejné.

vvvvvvvv

kromé geometrie také z fyziky, kde oznacuje bod, v némz musime téleso podepfit,
aby bylo v rovnovéaze (kterd ale nemusi byt stabilni). Zkuste povésit homogenni
(tedy s rovnomérné rozlozenou hmotou) trojihelnik!# za vrchol. Kam bude sméio-
vat piislusna téznice? Tusite (snad) spravné, bude mifit svisle dold. To znamena,

vV

My

ze to nebyl poradny diikaz, tak méate pravdu, ale na ten ndm nase skromné geomet-
rické prostiedky nestac¢i. Pokud umite aspon malinko zachazet s vektory, miizete se
presvédcit, ze hmotny stied trojice stejné tézkych hmotnych bodu se také nachazi
v t€zisti jimi urceného trojuhelnika. Naproti tomu trojihelnik z homogenniho dratu
m4 obecné hmotny stfed jinde (pfedstavte si hodné tzky a vysoky trojahelnik, jeho
hmotny stfed bude jisté vy$ nez ve tietiné vysky).

Opsisté

Zaéneme opét trochou znaceni. Velikosti thlt v trojuhelniku ABC znaéime stan-
dardné |[<BAC| = a, |<ABC| = 8 a |[<ACB| = +. Ptfimka kolma na stranu a
prochézejici jejim stfedem se nazyva osa strany.

Tvrzeni 11. Osy stran trojuhelnika se protinaji v jediném bodé, ktery je stfedem
kruZnice trojihelniku opsané (to je oficidlni ndzev). Znacime jej O a krdtce nazyvame
opsiste .

Diikaz. Osa strany BC je mnozinou bodu, které maji stejnou vzdalenost od B
jako od C a osa strany AB je mnozinou bodu stejné vzdélenych od A jako od B,
takze jejich priseéik (ktery vzdy existuje, nebot strany trojthelnika nemohou byt
rovnobézné) majici obé vlastnosti lezi i na ose strany AC a je stfedem kruZnice
opsané. O

A kde mame opsisté hledat?
Cviceni 12. Rozmyslete si, Ze opsisté lezi uvniti trojuhelnika, pravé kdyz je ost-

rothly.

4Doporuc¢ujeme néjaky méné abstraktni a vice hmotny, nez jaké potkavame obvykle, zkuste
tfeba papirovy.
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Toto jednoduchoucké tvrzeni jsme si viichni vyzkouseli na vlastni kzi'® pfi kon-
strukci kruznice opsané. Opsisté ma ale spoustu dalSich vlastnosti — to nejzakladnéjsi
si ukdzeme hned, na ty zajimavéjsi si budeme muset jesté chvilku pockat.

Tvrzeni 13. (O thlech kolem opsisté) V ostrouhlém trojihelniku plati |<BOC| =
2a, |[<AOC| =28 a |[<AOB| = 2+.
Duikaz. Plyne z véty o obvodovém a stfedovém thlu. (]

i
i
.
.
I
i
i
i
i
:

Véta o obvodovém a stfedovém tthlu ndm dévé trochu vic: pomoci «, 8 a v umime
snadno vyjadfit kazdy thel tvaru <X PY, kde P lezi na kruznici opsané a X, Y jsou
vrcholy trojuhelnika ABC'.

Podivame-li se nyni na trojuhelnik BOA( s pravym thlem u vrcholu Ag a s thlem
|<BOAy| = a, dostdvame snadno nasledujici vztah.'®

Tvrzeni 14. (Sinova véta) Plati

a b c
- = — = — =2
sina  sinf  sinvy

CviCeni 15. V roviné jsou dany body A, B, C, D tak, ze plati |<ACB| = 20°,
|<ADB| = |<ABC| = 40° a |<ADC| = 80°. Uréete |<<ABD)|.
Ndvod. Poznejte opsisteé.

15 A vlastni trojahelnik s ryskou.

16Timto jsme jej pfesné vzato dokazali jen pro ostrotihlé trojihelniky, ale plati obecné. Zkuste

si pfipad tupotuhlého trojuhelniku sami.
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My geometry teacher was sometimes acute and sometimes obtuse, but always, he was
right.
- nezndmy autor

Kolmisté

Tvrzeni 16. Kolmice na strany trojithelnika vedené protéjsimi vrcholy (tzv. vysky )
se protinaji v jediném bodé, kterému fikamel” kolmisté. Vysku na stranu BC zna-
¢ime v, a podobné pro ostatni strany, kolmisté znacime'® H a paty vysek A; atd.

Dikaz. Vrcholem A vedme rovnobézku se stranou BC' a analogicky pro zbylé dva
vrcholy. Tyto tfi pfimky urcuji trojuhelnik, v némz tvofi strany toho ptvodniho
stfedni pficky (stfidavé thly u rovnobézek generuji podobné trojihelniky se spoleé-
nymi odpovidajicimi si stranami, ¢ili shodné trojthelniky), a tedy vysky v pivodnim
trojuhelniku zde tvofi kolmice na strany vedené jejich stiedy, které se protinaji v op-
sisti.

O

Kolmisté je skvély bod a bude néas provazet az do konce seridlu. Pro zacatek vy-
tvari spoustu pravych thla, kruznic a jinych snadno dopocitatelnych thla. Nenechte
se odradit spoustou ¢ar a kruznic a pofadné si prohlédnéte nasledujici obrazek. Diky
mnozstvi pravych thlt mizeme totiz vesele aplikovat Thaletovu vétu:

17B&zné se nazyva prisecik vysek nebo ortocentrum
18Neptejte se proé, ale je to standardni znaceni a K u? je zabrané, jak uvidime v piistim dilu.
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Tvrzeni 17. (Zédkladni{ vlastnosti vysek a kolmisté v ostroihlém trojihelniku) Na
obrazku je velikost jednoprouzkovaného ihlu 90° — 3, dvouprouzkovaného 90° — -~y
a preskrtnutého 90° — «. Stiedy carkovanych kruznic jsou stredy prislusnych stran,
stfedy plnych jsou stiedy spojnic vrcholi s kolmistém (body H,, Hy, a H.).

Podobné jako u opsisté si snadno rozmyslime, Ze kolmisté lezi uvnitt svého troj-
thelniku pravé tehdy, kdyz tento je ostrouhly. Plati dokonce néco lepsiho. Jaky bod
je kolmistém trojuhelnika ABH? Pohledem na obréazek snadno zjistime, Ze je to
C'. Z analogickych tvrzeni o zbylych stranach dostavame, ze kolmistém trojuhelnika
s vrcholy ve tfech ze ¢tyt bodi A, B, C a H je ¢tvrty z nich. Toto se muze hodit,
pokud pracujeme s tupothlym trojithelnikem a nelibi se ndm, Ze je kolmisté venku.
Mizeme tak napiiklad dostat minuly obrézek i pro tupothly trojihelnik (jednim
z vrcholt bude H). Dalsi vlastnost vyjadiujici, ze body A, B, C' a H jsou v jistém
smyslu rovnocenné, popisuje nasledujici cviceni.

Cviceni 18. (Stejné kruznice opsané) KruZnice opsand trojahelniku HBC je
shodnéa (tedy mé stejny polomér) s kruznici opsanou trojuhelniku ABC.

Ndvod. Jak velké thly odpovidaji tétive BC v obou kruznicich?

Tvrzeni 19. (Pfekldpéni kolmisté) Obrazy H v osové soumérnosti podle BC a
12



stfedové soumérnosti podle Ay (tj. sttedu BC) lezi na kruznici opsané. Druhy z ob-
razu navic tvori s A prumér kruznice opsané.

Diikaz. Ozna¢me X obraz H podle BC a Y stfedovy obraz H podle Ag. Pak
plati |[<BXC| = |<«BYC| = |<BHC| = 180° — a a body A, X lezi v opaénych
polorovindch uréenych piimkou BC (pokud je ABC ostrouhly), nebo |<BXC| =
|<BYC| = |<«BHC| =« abody A, X lezi ve stejné poloroviné uréené ptimkou BC
(pokud je ABC tupouhly). Déle vidime, Ze body X a Y jsou oba vzdaleny od BC
stejné jako H, takze XY je rovnobéznd s BC, a tedy kom4 na vysku AX. Proto je
ANAXY pravouhly a z Thaletovy véty je AY prumér kruznice opsané.

A

b

O

Poznamka. Predchozi dikaz ilustruje ¢astou nepiijemnost provazejici feSeni ge-
ometrickych tloh dopoéitavanim velikosti Ghlt (tzv. dhlenim) a dokazovanim, Ze
ruzné ¢tverice bodt tvori tétivové ¢tytuhelniky. Tétivovost daného ¢tyrihelnika je
totiz vyjaddfena dvéma ruznymi rovnostmi thla, které odpovidaji riznym konfigura-
cim téchto bodl nebo eventualné jejich poradim na kruznici. Jednoduse fec¢eno od-
povidaji ,raznym obrazkim®. Existuji dvé moznosti, jak se s tim vyporadat. Jednou
z nich je dusledné rozebrani vSech (typicky dvou) pfipadii — ostrothly vs. tupothly
trojuhelnik v minulém dtikazu — a druhou je tzv. orientované tuhlent, které je méné
intuitivni nez klasické thleni, ale umoznuje korektné se vyhnout rozebirani piipadi.
Vice se o ném doé¢tete v nasi knihovniéce.!® My zfistaneme u prvni moznosti.

9 http://mks.mff.cuni.cz/library/OrientovaneUhleniMO,/OrientovaneUhleniMO.pdf .
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Cvi€eni 20. Dokazte |HA|-|HA,|=|HB|-|HB;|=|HC|-|HC}|.
Ndvod. Podobné trojihelniky nebo (poloilegélné — bude v pfistim dilu) mocnost.

Cviceni 21. Uvnitf trojuhelnika ABC je dan bod P tak, Ze plati |<ABP| = 30°,
|<PBC| = 40°, |[<BCP| =20° a |[<PCA| = 30°. Ukazte, ze AP L BC.

Ndvod. Poznejte kolmiste.

Cviceni 22. Je dén ostrothly trojihelnik ABC' s kolmistém H. Necht M a N jsou
postupné st¥edy usecek BC a AH. Dokazte MN 1 BCj.

Ndvod. Uvazte kruZznice nad praméry AH a BC.

Cviceni 23. V ostrothlém trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, ozna¢me
P patu vysky z vrcholu C na stranu AB, V prusecik vysek, O stfed kruznice opsané,
D prusecik poloptimky C'O se stranou AB a F stied tsecky C D. Dokazte, Ze ptimka
E P prochézi stfedem tsecky OV. (A—-60-I11-5)

Ndvod. Vzpomente si na preklapéni a poznejte stiedni pricku.

Eulerova piimka

S Eulerovou?® piimkou se bé7né ve skole nepotkame, takze se koneéné dostavame
do neprobadaného terénu.

Tvrzeni 24. (O Eulerové piimce) Opsisté, tézisté a kolmisté lezi na jedné pfimce
(mohou splynout v jeden bod) a plati |HT| = 2|OT)|. Této pfimce se iikd Fulerova
primka.

Diikaz. Pouzijeme stejny trik jako v dikazu existence kolmisté — osy stran jsou
vysky v trojuhelniku ze st¥ednich pricek, tedy opsisté v ABC je kolmistém v Ay ByCp.

My

H se zobrazi na O a navic T lezi na OH tak, ze |HT| = 2|0T).

208vycar Leonhard Euler (1707-1783) byl jednim z nejvétsich novovékych matematiki, ktery
svou praci prispél k vyvoji snad vSech odvétvi matematiky.
14
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Priklad 25. Nechf X je bod na kruznici opsané trojuhelnika ABC. Dokazte, ze
piimka T'X ptli tsecku HX', kde X X’ je primér opsané kruznice.

Reseni. Podivejme se na trojthelnik HX X’. Bod T lezi na jeho t&mici HO ve

jakozto t&znice jisté ptli stranu HX'.

V nasledujicich cvicenich zkuste vzdy najit ten spravny trojuhelnik, jehoz Eule-
rova piimka (a zejména zndmé poméry vzdalenosti H, T a O na ni) ndm d4, co
potfebujeme.

Cviceni 26. Oznac¢me S stied tusecky BH a X prusecik piimek C'S a HAj. Déle
necht O’ je osovy obraz O podle BC. Dokazte, Ze body A, X a O’ lezi na jedné
pfimce.

Ndvod. Co je Eulerova pfimka trojuhelniku H BC?

Cviceni 27. Necht ABCD je tétiovy ¢tyftahelnik. Ozna¢me He a Hp kolmisté
trojuhelnikia ABC a ABD. Dokazte, ze HoHp || CD. (MO 58-A-1-2)

Ndvod. Uvazte piislusné tézisté Te a Tp a dokazte ToTp || CD. Co nam fikaji
,Eulerovy poméry“ v AABC a AABD?

Cvi€eni 28. Dokazte |[OH| < 3R, kde R je polomér kruznice opsané.

Ndvod. Nejdfiv si uvédomte, ze jde o zajimavé tvrzeni jen pro ,hodné tupoihly“
trojuhelnik. Jelikoz T' lezi vzdy uvnitf trojihelnika, lezi i uvniti opsané kruznice,
tedy |OT| < R. Pouzijte Eulerovu pfimku.

15



Feuerbachova kruZnice

Vzpomenme si na tvrzeni o preklapéni kolmisté podle stran a stfedt stran. Vime,
ze piislusnych Sest obrazl lezi na kruznici opsané. Uvazme stejnolehlost se stiedem
v H a koeficientem 1/2. V ni se kruznice opsané zobrazi na kruznici prochazejici
stfedy vSech tsecek H X, kde za X mtzeme dosadit libovolny z vysSe zminénych
bodti nebo vrcholt trojihelnika. Jinymi slovy prochéazi vSemi stfedy stran, patami
vysek a stfedy tseéek AH, BH a C'H. Stfedy kruznic se ve stejnolehlosti zobrazuji
na stfedy, takze dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 29. (O Feuerbachové kruznici) Stredy stran, paty vysek a stiedy tsecek
AH, BH a CH lezi na kruznici se stfedem F' v poloviné tisecky OH. Tuto kruznici
nazyvame Feuerbachova®' krusnice nebo také krusnice deviti bodii?2.

Poznamka. Radi bychom zduraznili, Ze se nam préavé povedlo néco pozoruhod-
ného. Jen s pomoci zakladnich vlastnosti stejnolehlosti a troskou vybudované teorie

21Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) byl némecky geometr. Proslavil se diikazem véty, o které
uslysime pozdéji.
22H4dejte proé.
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jsme ziskali devét (dobrych) boda lezicich na jedné kruznici! V porovnani s tim,
jakou da nékdy praci dokadzat to o pouhych ¢tyfech bodech, to bylo skoro zadarmo
a do skladacky geometrie trojuhelnika jsme tim doplnili podstatny dilek.

Piiklad 30. Dokazte, ze F' lezi na Eulerové pfimce a plati |[F'O| = |FH| = 3|FT)|.
Reseni. Jak jsme jiz zminili, F' jakoZto obraz kruznice opsané ve stejnolehlosti s ko-

eficientem 1/2 lezi ve stfedu tsecky OH, coz je jisté bod Eulerovy pfimky spliujici
zminénou rovnost.

Cviceni 31. Je znamo, Ze az na degenerované piipady maji dvé kruznice pravé dva
stredy stejnolehlosti. Najdéte druhy stfed stejnolehlosti zobrazujici opsanou kruznici
na Feuerbachovu kruznici a znovu ovéite tvrzeni z minulého prikladu.

Ndvod. Je to téziste.

Cviceni 32. Najdéte Feuerbachovu kruznici trojahelnika BHC.

Ndvod. Je to Feuerbachova kruznice pro puvodni AABC. Rozmyslete si, jak se

méni role jednotlivych trojic bodil (st¥edy stran, paty vysek, stfedy spojinic vrcholi
s kolmistém).

Cviceni 33. Ukazte, ze Eulerovy piimky trojuhelniki BHC, CHA a AHB pro-
chézi jednim bodem.

Ndvod. Vyuzijte minulé cviceni.

Cviéeni 34. Ctytihelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s priomérem AB. Teény

k pulkruznici vedené body C, D se protnou v X a uhlopricky AC, BD v bodé Y.
Ozna¢me M pruseéik EF s AB. Dokazte, Zze body E, C, M, D lezi na jedné kruZnici.

Ndvod. Dokreslete prisecik AD s BC' a ve vzniklém trojihelniku najdéte Feuer-
bachovu kruznici.

Cviceni 35. Rozmyslete si, Ze Ag, By a sttedy AH a C'H jsou vrcholy obdélnika.

Ndvod. Tvrzeni o preklapéni fika, ze A a obraz H pres Ag tvori prumér opsané.
Co to znamené na Feuerbachové kruznici?

Vepsisté a pripsisté

Uz vime, Ze pro osy stran, pro téznice i pro vysky plati, Ze se protinaji v jednom
bodé. Dalsi rozumnou mnozinou pfimek jsou osy (vnit¥nich) thld. Pro dtikaz, Ze se
skutecné protinaji v jednom bodé, potfebujeme nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 36. Méjme bod P nachédzejici se uvniti konvexniho tthlu XVY. Potom
P lezi na ose vnitiniho thlu XV'Y pravé tehdy, kdyz je vzdalenost P od polopfimek
VX aVY stejna.

Duikaz. Paty kolmic z P na VX a VY nazvéme P; a Ps.
17



Pokud je P na ose thlu XVY, potom plati |[<PV P;| = |<PV P,|. Proto mizeme
pouzit vétu usu, z niz dostaneme shodnost trojuhelnikd PV P; a PV Ps. Z ni plyne
|PPy| = |PP,|, takze vzdalenost P od VX a VY je stejné.

Pokud naopak vime, Ze je vzdalenost P od VX a VY stejnd, pak |PP| =
|PP,|. Proto jsou z véty Ssu trojuhelniky PV P; a PV P, opét podobné. Dostévame
|<<PV Py| = |<PV Ps], neboli P lezi na ose Ghlu XVY.

|
Nyni uz jsme schopni dokazat, Ze se osy vnitinich thld protinaji v jednom bodé.

Tvrzeni 37. V trojihelniku ABC' se osy vnitinich ihli CAB, ABC a BC'A pro-
tinaji v jednom bodé.

Dikaz.  Necht se osy vnitinich thlt ABC a BC A protinaji v bodé I. Nechf jsou X,
Y a Z postupné paty kolmic z I na strany BC', C'A a AB. Jelikoz I lezi na ose thlu
ABC, je diky pfedchozimu tvrzeni |[IZ| = |IX|. Protoze I lezi i na ose tthlu BCA,
plati i [IX]| = |[IY]. Proto |IZ| = |IY|, z ¢ehoz ale diky pfedchozimu tvrzeni plyne,
ze I lezi na ose ihlu BAC. Z toho divodu se osy vSech vnitfnich thld protinaji v I.

18



Priisec¢ik os vnitinich thld budeme v nasem seridlu oznacovat jako wepsisté a
obvykle pro néj budeme pouzivat pismenko I (z anglického incenter).

Stejné jako u ostatnich stfedu, i zde se vyplati pamatovat si hly mezi vrcholy
a pifslusnym stfedem. Uhly typu ,,vrchol-vrchol-vepsisté® jsou jednoduché — p¥imo
z definice plyne |[<CAI| = a/2 = |<I AB| atp. Co se tyée Ghli typu ,vrchol-vepsisté—
vrchol, jednoduse aplikujme rovnost a/2+ 8/2 4+ ~v/2 = 90°. Diky tomu, Ze se thly
v trojuhelniku se¢tou na 180 stupiid, dostdvame |[<CIB| = 90° + a/2 atp.

Angle bisector theorem

Osy uhli maji jednu zajimavou vlastnost, kterd s vepsistém pirimo nesouvisi. Jedna
se o pomeér, ve kterém osa protind prislusnou stranu. Zatimco u téZnic a os stran je
tento pomér nezajimavy (jedna) a u vySek osklivy (tj. n&jaky fujky zlomek s kosiny),
u os thlu dava velmi pékny vysledek.

Tvrzeni 38.23 V trojiihelniku ABC nazvéme jako D patu?* osy vnitiniho thlu u A.
Potom

|BD|  |BA|

|DC|  |AC|”

Diikaz. (Synteticky) Necht B’ a C' jsou obrazy B a C v osové soumérnosti podle
AD. Potom B’ a C' lezi postupné na piimkich AC' a AB. Protoze |AB| = |AB’|
a |AC| = |AC'|, jsou BAB' a CAC’ rovnoramenné trojihelniky se stejnym thlem

naproti zékladné. Proto jsou podobné, takze —Eé" = 122;! Déale |DB| = |DB’'| a
|DC| = |DC’|, takZe analogicky jsou i trojuhelniky BDB’ a CDC' podobné. Proto
|BB'| _ |BD| 7 toho iiz bl |[BA| _ |BD| o ht&li
‘o = toal- £ toho jiz plyne e = 1557, coZ jsme chtéli.

23Tomuto tvrzeni se nékdy (obzvlasté v anglické literatuie) fika Inner angle bisector theorem.

24Slovo pata budeme pouzivat dosti liberalné, tj. jako prisecik libovolné piimky z vrcholu
trojihelnika s protéjsi stranou. V matematické olympiadé a ve Skole ovsem toto oznaceni spise
nepotkate, a proto ho pouzivejte s opatrnosti.
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Diikaz. (Sinthéticky) Oznacme velikost thlu BDA jako 9. Aplikaci sinové véty na
trojthelniky BDA a ADC' dostaneme

|[BD| |BA| |DC| |AC|
. = — a " = — .
sin § sin ¥ sing  sin (180° — o)

Protoze sind = sin(180° — ¥9), dostévéme po podé€leni pfedchozich dvou rovnosti

|BD| _ |BA| hteli 2
presné DC] = [AcC] coz jsme chtéli.

KruZnice vepsana

Necht X, Y a Z jsou opét paty kolmic z I postupné na BC, CA a AB. ProtoZe
[IX| = |IY| = |IZ], je I opsistém trojihelnika XY Z. Protoze u X, Y i Z jsou
pravé uhly, jsou BC, CA a AB te¢ny k této kruznici. Proto se kruznice opsand
AXY Z dotyké vsech stran puvodniho trojuhelnika. Této kruznici ¥ikdme kruznice

25Pokud zatim nevite, jak se poéita sinus tupého thlu, viibec se timto dikazem netrapte.
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vepsand?® a jeji polomér obvykle znaéime .27 Pro dalsi praci s ni budeme potiebovat
nasledujici tvrzeni.

Lemma 39.2% Necht w je kruznice se stfedem O a P bod mimo ni. Dotyky tecen
z P k w oznac¢me jako S a T. Potom |PS| = |PT|.

P

Diikaz. Trojuhelniky PSO a PTO jsou shodné z véty Ssu, z ¢ehoz tvrzeni hned
plyne. ]

Z tohoto tvrzenicka vyplyva, ze |AY| = |AZ|, |BZ| = |BX| a |CX]| = |CY]|.
Oznacme si tyto hodnoty postupné jako z, y a z. Potom dostavame sérii rovnosti
y+z=a,z+x=>bax+y = c Znich lze dostat vztahy (—a + b+ ¢)/2 = =z,
(a—b+c)/2=ya(a+b—c)/2 = z. To znamend, ze umime vyjadfit délku z vrchola
k bodim dotyku!

B ) X z C

Umluva. Pokud nebude feceno jinak, budeme ve zbytku seridlu pouzivat znaceni

—a+b+c a—b+c at+b—c a+b+ec

r= ———- = 2= — =
2 Y 2 2 2

Posledni z téchto hodnot nazyvame poloobvod.

26 Jejim st¥edem je zjevné I. Proto se vepsisti ,oficialng“ ¥ika stred krufnice vepsané.

27TV Geském prostiedi se ¢asto pouziva r pro polomér kruznice opsané, coz vede k pouzivani p
v pripadé vepsané. Ve svété je ovsem obvyklé znacit je tak, jak to délame my.

28 Tomuto lemmatku se obvykle piezdiva Equal tangents.
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Jeden ze zpiisob1, jak interpretovat I, je ,bod, ktery je nad vSemi stranami stejné
vysoko“. Z toho plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 40. Obsah trojithelniku ABC' je roven rs.

Diikaz. Trojuhelnik ABC miZeme rozfezat na trojuhelniky BIC, CIA a AIB.
Trojuhelnik BIC' ma stranu o velikosti a a vysku na ni rovnou r. Proto je obsah
ABIC roven r - 5. Sectenim analogickych hodnot pro zbylé dva trojihelniky dosta-
neme, ze obsah AABC je roven r - (% + % + %) = rs, coz jsme chtéli ukazat.

A
N
B a C
O
Cviéeni 41. Bud ABC trojthelnik s pravym thlem u A. UkaZte, Ze
b+c—a
r=——.
2

Ndvod. Bud si vSimnéte, ze AY IZ je ¢tverec, a proto r = x, nebo vypoditejte obsah
trojuhelnika dvéma zpisoby a upravte pomoci Pythagorovy véty.

Cviceni 42. Bud ABCD rovnobéZnik, ve kterém plati |AB| > |BC|. Necht K a
M jsou body dotykt kruznic vepsanych trojihelnikim ABC a ADC se stranou AC.
Podobné necht jsou L a N body dotyku kruznic vepsanych trojihelnikiim BCD a
ABD se stranou BD. Ukazte, ze KLMN je obdélnik.

Ndvod. Ukazte, ze prusecik AC a BD ma ke K, L, M i N stejnou vzdalenost.

Cviceni 43. Trojuhelnik s vyskami o velikostech hy, hy a hy ma obvod p. UkaZte,
Ze trojuhelnik se stranami 1/hq, 1/ha, 1/hs méa polomér kruznice vepsané roven 1/p.
(MKS 35-4-6)

Ndvod. Uvédomte si, Ze novy trojuhelnik je podobny novému s koeficientem %,
kde S je obsah pivodniho trojihelnika. PouZijte vzorec pro obsah.

Pripsisté
Mizeme se zabyvat otazkou, co se stane, pokud misto os vnitinich ahlt uvazujeme
osy vnéjsich thlt. Bohuzel se tyto tfi osy neprotinaji v jednom bodé. Ovsem urcita
verze tohoto tvrzeni stale plati.
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Véta 44. V trojuhelniku ABC' se osy vnéjsich uhla CBA a BC A protinaji na ose
vnitiniho thlu BAC.

Dikaz. Necht se osy vnéjsich thlt CBA a ACB protinaji v bodé I4. Necht jsou
X4, Ya a Z4 postupné paty kolmic z I4 na pfimky BC, CA a AB. Protoze 14 je
na ose thlu CBZ4, plati [IaZa| = |IaX4|. Protoze I4 lezi i na ose thlu X,CB,
plati i [IaXa| = |[IaYal. Proto |[I4Za| = [IaYa|, z ¢ehoZ ale plyne, Ze I4 skutecné
lezi na vnitini ose thlu BAC. ]

Tento priise¢ik budeme v tomto seridlu oznacovat jako pripsisté prislusejici vr-
cholu A a obvykle pro néj budeme pouzivat symbol I 4. Analogické body samoziejmé
existuji i pro zbylé vrcholy.

Cviceni 45. V trojuhelniku ABC plati |[<BAC| = 120° . Ozna¢me D, E a F
postupné paty os thlt z A, B a C. Dokazte, ze |[<EDF| = 90°.

Navod. Co jsou pripsisté AABD a NACD?

Obecna pomiicka pro praci s pripsistém zni ,,pokud néco plati pro vepsisté, dost
mozna to v néjaké formeé plati i pro pripsisté“. Porovnanim dikazt existence vepsisté
a pripsisté vidime, Ze vétsina tivah funguje dosti analogicky. Nasleduje série tvrzeni
o pfipsistich, ktera jsme v pripadé€ vepsisté uz potkali. VSechny ditkazy jsou podobné
diikazlim pro vepsisté, a proto je prenechavame c¢tenéri jako domaci cviceni.
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Tvrzeni 46.2° Nazvéme jako D patu osy vnéjsiho thlu u A. Pak plati % = %,

Tvrzeni 47. KruZnice opsand trojuhelniku X AYAZ o ma stied v I 4 a piimky AC,
CB a BA se ji dotykaji. Této kruznici fikame kruznice pripsand prislusejici bodu A
a jeji polomér znacime r,.

Tvrzeni 48. Plati|BZ4| = |BX4| =z, |CXa| =|CYa| =y a|AY4| = |AZ4| = s.
Z toho také plyne, ze stred X X 4 splyva se stfedem BC.

Tvrzeni 49. Obsah trojithelniku ABC' je roven r,x.
Mizeme vidét, ze kruznice pfipsana je vlastné jen ,nafoukla® kruznice vepsana. Toho
vyuziva nésledujici lemma.

Lemma 50. Necht X a X, jsou body dotyku kruZnice vepsané a kruznice A-
pfipsané se stranou BC. Necht pfimka X I podruhé protina kruznici vepsanou v bodé
X'. Potom A, X' a X4 lezi na jedné piimce.

29Tomuto tvrzeni se obé&as Fikd Outer angle bisector theorem.
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Diikaz. Protoze se obé kruznice dotykaji polopfimek AB a AC, existuje stejnoleh-
lost se stfedem v A, ktera pfevede pripsanou na vepsanou. Bod X4 se v tu chvili
prenese na pruse¢ik kruznice vepsané s obrazem strany BC. A co je obrazem BC?
Inu, protoze je BC' te¢na ke kruznici pfipsané, jejim obrazem je tecna ke kruznici
vepsané. Navic tato teéna musi byt s BC rovnobézni, coz nam nechéva jen dvé
moZnosti — te¢nu vedenou bodem X a te¢nu vedenou bodem naproti X, tedy X’.
Proto je obrazem X, bud X, nebo X’. ProtoZe ovSem X4 X neprochédzi A, musi
hledanym obrazem byt X', takze A, X' a X4 skute¢né lezi na jedné pfimce.

A

Piiklad 51. Trojihelnik ABC spliujici |AC| 4 |BC| = 3 - |AB| mé vepsisté I.
Jeho kruZnice vepsana se dotyka stran BC a CA v bodech X a Y. Necht K a L jsou
obrazy X a Y ve stfedové soumérnosti se sttedem v I. Ukazte, ze A, B, K a L lezi
na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)

Reseni. Podminka |AC| + |BC| = 3 - |AB| se d4 piepsat jako |AB| = 2. Necht X4
je bod dotyku kruznice A-pfipsané se stranou BC. Potom |BX 4| = z, takze ABX 4
je rovnoramenny trojuhelnik. Protoze BI je osou uhlu v tomto trojuhelniku, je BI
kolmé na AX 4. Nazvéme prusecik téchto dvou primek jako T

Diky vySe uvedenému lemmatu lezi A, K a X4 na jedné pfimce. Tudiz |[<KTB| =
90° = |<K X B|, takze KT X B je tétivovy ¢tyfiahelnik. Proto |[<XKT| = |<XBT| =
|<XBI| =|<ABI|. Ale |[<IKA| =180° — |[<XKT| = 180° — |<<ABI|, takze K lezi
na kruznici opsané AIB. Analogicky dostaneme, 7e i L leZi na té samé kruZnici,>°
z ¢ehoz uz plyne pozadované tvrzeni.

30Vsimnéte si, Ze je k tomu potieba provést znovu uplné cely postup véetné definovani nového
bodu T'.
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Cviceni 52. Ukazte, ze stfed tseCky AX lezi na pfimce s I a Ag.
Ndvod. Co se stane, kdyz tyto body posunete do dvojnasobné vzdalenosti od X7

Cviéeni 53. Bud Q kruznice a ¢ teéna k €. Necht bod M lez na {. Najdéte
mnozinu vSech boda P, pro néz lze na ¢ najit body @ a R tak, aby byl M stfed QR
a 2 kruznice vepsand APQR. (IMO 1992)

Ndvod. Necht X je bod dotyku ¢ a . Uvazte bod Y, ktery je obrazem X ve
stiedové soumérnosti podle M, a bod Z, ktery lezi naproti X v §2. Jak spolu souvisi
P, Y aZz?

Cviceni 54. (t6z81)) V rovnobézniku ABC'D se stfedem S ozna¢me I stied kruZnice
vepsané trojuhelniku ABD a T bod jejiho dotyku s thlopfickou BD. Dokazte, Ze
pfimky IS a CT jsou rovnobézné. (MO 62—-A-IIT)

Ndvod. Vyuzijte vyse zminéného lemmatu pro trojuhelnik ABD. Pak dopocitejte
poméry.

Zavérem

You can’t criticize geometry. It is never wrong. — Paul Rand

M

Timto prvni dil seridlu kon¢i. Doufame, ze vam tvod do TiSe trojuhelniku libil a ze
se k ndm piisté opét pripojite.3!

Pokud jste nepochopili vSechno, nezoufejte. Nebojte se na cokoliv zeptat, at uz e-
mailem nebo na PraSecim chatu. A urcité nepotiebujete vytesit vSechna cviceni, ba

31Pokud se vam nelibil, tak sorry. Napiste nam, co se vam nelibilo, a my to mozna piisté
nebudeme délat.
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ani pochopit cely seridl, na to, abyste byli schopni zvladnout alespon nékteré z tloh.
Proto se jich nebojte a kazdopadné je vyzkousSejte. Pfi jejich feSeni pamatujte na to,
ze v seriadlovych sériich tlohy nejsou fazeny podle obtiZnosti.
V pifstim dile se miizete tésit na Simsonovu piimku, Svrékav bod, kamaradstvi
v trojihelniku a mnoho3? dalsiho.
Geometrii zdar!

32Nebo alespoii trochu.
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