Geometrie trojahelnika | — Zakladni stredy

Life without geometry is pointless. — nezndmy autor

Vitdme vas u letosniho PraSeciho seridlu. Kazdoroéné pro svoje fesitele pfipravu-
jeme trojdilny text, ktery se podrobné zabyva néjakym odvétvim matematiky. Ke
kazdému dilu patii série t¥1 loh hodnocenych nejvyse péti body, které se vSechny
pocitaji do celkového bodového zisku (lze tedy ziskat az 15 bodf za sérii). Letosnim
tématem je Geometrie trojuhelnika a seridl pro vas pripravuji David Hruska a Rado
Svare.

Kde jsme to vyhrabali?

Geometrie jako takova je nedilnou soucasti matematiky vSech vyspélych civilizaci.
Jakmile lidé zvladli aritmetiku a kupecké pocty, zacali se zabyvat tim, co vidéli kolem
sebe — tvary, délkami, obsahy, thly atd. Pfitom byli motivovani otazkami typu ,,Kolik
kamene bude potfeba na tuto zed?“, , Jak daleko je lod na obzoru?“, , Jak vysoka je
pyramida?“, | Kdy bude dalsi zatméni Slunce?“ nebo ,,Jak mam co nejlevnéji oplotit
co nejvétsi pozemek?“!. Velkého vyvoje a obliby se geometrie dockala v antickém
Recku, kde se stala prostiedkem pro vyjadfeni mnozstvi (a to ve vSech moznych
vyznamech) a byla v podstaté synonymem pro matematiku. Napomohl tomu objev
iracionalnich ¢isel, ktera se v geometrii pfirozené vyskytovala jako délky, ale nedala se
yzapsat Gislem“. Jisté vAm nemusime predstavovat jména jako Thalés, Archimédes,
Pythagoras nebo Eukleides. Posledni ze jmenovanych polozil Zdklady? modernimu
pojeti matematiky.

S objevem analytické geometrie®, rozvojem algebry a diferencidlniho poctu se
klasické syntetickd* geometrie stala spiSe okrajovou oblasti, pfesto byla dale rozvi-

INe ze by byla pro matematika zrovna uvétitelnd, ale existuje zajimava legenda o zaloZeni
Kartaga (pozdé&jsi) kralovnou Dido: https://cs.wikipedia.org/wiki/Kartago.

2Jedn4 se o soubor tfinacti knih pojednavajicich o zdkladech matematiky axiomatickym zpii-
sobem a jednu z nejvydavanéjsich knih vSech dob.

3Za jejiho zakladatele je povazovan francouzsky filozof a matematik René Descartes (1596-1650).

4 Analyticka geometrie ,,rozklada“ geometrické objekty na jednoduché algebraické objekty (napf.
bod je ddn svymi soufadnicemi), syntetickd naproti tomu vychézi z nékolika intuitivnich geomet-
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jena velikdny jako Leonhard Euler (1707-1783), Gaspard Monge (1746-1818), Jean-
Victor Poncelet (1788-1867), Jakob Steiner (1796-1863) nebo Karl Wilhelm Feuer-
bach (1800-1834). I s jejich objevy se v seridlu potkdme.

Proc ne tfeba geometrie lichobéznika? A co jsou zakladni stredy?

Téma tohoto seridlu je jesté o néco specifi¢téjsi nez rovinna geometrie (planimetrie).
Cilem geometrie trojihelnika je systematicky studovat vyznamné body (a dalsi ob-
jekty) v trojahelniku. Ukazuje se totiz, Ze i tak jednoduchy ttvar jich mé opravdu
hodné. Existuje dokonce The Encyclopedia of Triangle Centers® obsahujici pies
10000 vyznacénych bodiu. A ¢im Ze jsou zajimavé? Zejména necekanym mnoZstvim
souvislosti, které mezi nimi matematici stale nachézeji. Uz pfi letmém zkoumani
trojuhelnika budeme totiz svédky takové spousty pozoruhodnych a krasnych ,na-
hod“, Ze ndm snad date za pravdu, Ze to za tu nadmahu stoji. Ale nebojte se, nasim
cilem kromé samotného budovani teorie kolem trojihelniku bude i pouziti nabytych
znalosti v obecnych geometrickych tlohach, takze kromé jiného se urcité dockate
i ngjakého vicethelniku. Jesté dodame, Ze stred trojuhelnika je skuteéné termin a
pouziva se pro takovy bod v roviné trojuhelnika, ktery je definovany pouze pomoci

Vv

vy

vlastnost nemaji (proto jsou také tii). Takovym bodim se budeme v prvnim dilu
prevazné vénovat.

Znaceni a nazvoslovi

7 dtivodi prehlednosti a strucnosti a hlavné proto, Ze nés to prosté bavi, jsme se
rozhodli pouzivat ne vzdy oficidlnich nazvt definovanych objektd. V seridlovych
ulohach a obecné v PraSatku je urcité muizete pouzivat také, ale v Matematické
olympiddé (Ceské, jakoZ i mezindrodni) nebo jinych oficidlnich soutézich, které s nami
na prvni pohled nesouvisi, mtze byt jejich pouziti oSidné a spis jej nedoporucujeme.
Douféame, Ze se vam piesto bude nase nézvoslovi libit a shledate jej praktickym. Pti
zavadéni kazdého takového nazvu na to v textu upozornime a doplnime oficialnéjsi
alternativu. Pokud byste vahali, odkud se berou pismenka pro oznaceni bodu, tak
vézte, ze Casto pochazeji z anglickych nazvi.

Jak serial Cist?
Prestoze prvni dil zac¢ina skuteéné od piky, je pfece jen pomérné rozsahly a obsahuje
mnoho dloh (ve formé cviceni s nédvody). Je-li vam tedy né&jaka ¢ast duvérné znama,

5http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html
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nevahejte si jen projet p¥islusné cviceni a pokracovat dal.% Jinak ale doporucujeme
CGist seril postupné, nebot se misty odkazujeme zp&t (mélo by vzdy byt pfesné patrné
kam). PFi FeSeni tloh a cvifeni si kreslete co nejhezéi obrézky, opravdu to pomdah4.
Muzete také vyuzit viborny program GeoGebra.” Pokud byste si s néjakym cvi¢enim
nevédéli rady ani po predteni navodu, obrafte se na nas prostiednictvim e-mailu®
nebo matematického chatu na PraSecich strankach.

SPteskakovat cely serial je ovSem piisné zakazano, uz jen kviili podobnym neodolatelné vtipnym
vsuvkam, jako je tato.

"https:/ /www.geogebra.org/

8 Adresy najdete na http://mks.mff.cuni.cz/organizatori.php
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Geometry is the science of correct reasoning on incorrect figures. — George Polya

Néco malo do zacatku

P1i nasem putovani trojuhelnikem budeme predpokladat jen znalost zakladnich po-
znatkll z geometrie, které se bézné probiraji na stfedni skole. Jsou tu ovSem dvé
témata, kterd nechceme podrobné vysvétlovat, ale budeme je potfebovat. V prvni
fadé jde o vétu o obvodovém a stfedovém thlu a souvisejici kapitolu o tétivovych
¢tyttuhelnicich. Ty budeme v prvnim dilu pouzivat jen zfidka a prislusné shrnuti mu-
Zete najit tieba v nasi knihovnicce.? Pro dalsi dily uz budou ale tétivové étytuhelniky
pomérné nezbytné, takze doporucujeme se s nimi vyhledové blize seznamit. Druhy
koncept — stejnolehlost — budeme pouzivat castéji, takze kratce pripomeneme, o co
se jedné.

Stejnolehlost je geometrické zobrazeni, které ma za kol spravnym zpisobem ,na-
fouknout“ nebo ,smrsknout* rovinu kolem sebe. Je urceno stfedem stejnolehlosti S
a koeficientem stejnolehlosti k. Pokud je £ > 0, potom se pfi stejnolehlosti libovolny
bod roviny X pfesune po polopfimce SX tak, aby byl od S vzdélen k- |SX|. Pokud
k < 0, potom se kazdy bod X piesune na polopfimku opac¢nou k SX tak, aby byl od
S vzdélen |k| - |SX|. Konkrétné napf. piipad k = —1 odpovida stfedové soumérnosti
se stfedem v S a pfipad k& = 1 nic nezméni.

9 https://mks.mff.cuni.cz/library/TetivoveCtyruhelnikyM T/ TetivoveCtyruhelniky MT.pdf .
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Dulezita fakta o stejnolehlosti, ktera budeme pouzivat, jsou:
(1) Stejnolehlost je tzv. podobné zobrazeni, tj. obraz a vzor jsou vzdy podobné.

(2) Specialné kruznice pfechazi na kruznici, pfi¢emz stied ptivodni kruznice pfe-
chézi na stfed nové kruznice.

(3) Piimky se zobrazuji na své rovnobézky.
(4) Stfed stejnolehlosti, bod a obraz bodu ve stejnolehlosti lezi na jedné pfimce.
(5) Pruisecik dvou objektii se zobrazi na prusecik jejich obrazi.

Toto je vsSe, co budeme o stejnolehlosti potfebovat. Ty zvédavejsi, ktefl si chtéji
precist o stejnolehlosti vice, odkazujeme na serial Geometrickd zobrazeni*® od Pepy
Tkadlece a Mirka Olsdka. Nyni jsme uz opravdu pfipraveni pustit se do prace.
Prijemnou zadbavu, radost z objevovani a dobré napady pfi feSeni tloh vam pfeji
autori.

Tézisteé

Stiedy stran BC, AC a AB zna¢ime postupné Ay, By a Cy. Spojnice vrcholu troj-
thelnika se stfedem protéjsi strany se nazyva téZnice. Téznice z vrcholu A, B a C
znacime postupné t,, t, a t..

Tvrzeni 1. TéZnice se protinaji v jednom bodé, ktery déli kazdou téznici v poméru

vy

Vv

Diikaz. Prusecik téZnic t; a t. ozna¢me T'. Trojuhelniky ACyBy a ABC jsou po-
dobné s koeficientem 1/2, takZe stiedni pficka ByCy je rovnobéznd se stranou BC
a ma poloviéni velikost. Ze dvou dvojic stfidavych thlt dostdvame podobnost troj-
thelniktt BoT'Cy a BT'C. Tato mé opét koeficient 1/2, takze plati |BT| = 2|ByT|
a |CT| = 2|CyT|. Dokézali jsme, ze dvé téZnice se protinaji v bodé, ktery obé d&li

vvev

jako bod lezici v tomto poméru na ¢, a vidime, Ze jim prochézeji i zbylé dvé téznice.

Ohttp://mks.mff.cuni.cz/archive/31/9.pdf



Vv

podstatné priblizi k feseni tlohy.

Priklad 2. Bud ABCD rovnobé&znik. V jakém poméru rozdéluji pfimky proché-
zejici vrcholem A a stiedy stran BC resp. C'D uhlopticku BD? (MKS 35-2-3)

Reseni. Ozna¢éme X prisecik piimek AD a BM, kde M je stted CD. V trojuhel-
niku ABX je DM st¥edni pfickou, nebot je rovnobézna s AB a m4 poloviéni délku.
Proto je M stiedem BX, D je stfedem AX a Usecky AM a BD se jakoZto téZnice
staneme i pro spojnici vrcholu A se sttedem BC, takZe BD je zminénymi pfimkami
rozdélena na, tietiny.'!

HTato konfigurace je doslova plné ténic, tézist, stiednich pticek a dobrych pomért, viz vzorové
feSeni na http://mks.mff.cuni.cz/archive/35/komplet2p.pdf.
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Cviceni 3. V trojuhelniku ABC plati

AT| = |BC|. Dokazte, ze |<BTC| = 90°.

Ndvod. Vyuzijte pomér, v némz T déli téznici, a Thaletovu vétu.

Vv

TéZnice a tézisté lze charakterizovat pomoci obsahti, coz se obc¢as hodi.

Tvrzeni 4. (Téznice a obsahy) TéZnice t, v trojihelniku ABC' je mnozinou téch
bodii X, pro které maji trojihelniky ABX a ACX stejny obsah.

Dikaz. Necht X lezi na t,. Trojuhelniky BApX a AgCX maji stejné dlouhou
zékladnu i prislusnou vysku, takze maji stejny obsah. To samé plati i pro dvojici
trojuhelniki BAgA a AgC A (odpovidajici pfipadu A = X). Odeétenim dostaneme
Sapx = Sacx. Pokud X lezi mimo t,, nechf lezi BUNO!2 vlevo od t,. Ozna¢me
X' pruseéik t, a rovnobézky s BC vedené bodem X. Pro X’ rovnost obsahii plati,
takze Sapx < Sapx: = Sacx’ < Sacx. Body mimo ¢, tedy tuto vlastnost nemaji.

12Tato zkratka znamena ,bez Gjmy na obecnosti“. Pouziva se, kdyz si v dikazu z nékolika
piipadii sta¢i vybrat jednu konkrétni a diikaz provést pouze pro ni. BUNO totiz naznacuje, ze
v ostatnich pfipadech by dikaz vypadal skoro stejné (naptiklad bychom pouze prohodili néktera
pismenka nebo zaménili slova ,levy“ za ,pravy“ a ,nad“ za ,,pod“). Na§ diukaz pfedstavuje typicky
priklad vyuziti.



O

Cviceni 5. S pomoci pfedchoziho tvrzeni si rozmyslete, Ze téZnice na stranu a je
mnozina bodi v urcitém pevném pomeéru vzdalenosti od b a c.

Ndvod. Pouzijte vzorecek pro vypocet obsahu trojuhelnika.
Cviceni 6. Rozmyslete si, Ze téZnice déli trojuhelnik na Sest ¢asti o stejném obsahu.
Ndvod. Opakované pouzijte tvrzeni o obsazich.
Cviceni 7. Na strandch BC a CD koso¢tverce ABCD jsou zvoleny po fadé body
P a @ tak, ze | BP| = |CQ)|. Ukazte, Ze t&zisté trojuhelniku APQ lezi na tise¢ce BD.
Navod. Body P a @ jsou stejné vzdalené od stfedni pficky v trojihelniku BCD.
Cviceni 8. Dokazte, Ze trojuhelnik vytvofeny z téZnic by mél obsah rovny %S ,
kde S je obsah pivodniho trojihelniku.
Navod. Dopliite trojuhelnik na rovnobéznik ABXC' a dokreslete stiedové obrazy A,
B a X podle C'. Vznikly Sestitthelnik je prirozené rozdéleny na Sest kopii ptivodniho
trojuhelnika. Najdéte trojuhelnik z téznic.
Cviceni 9. (t6z81) Zjistéte, jaky je nejvétsi mozny obsah trojihelniku ABC, jehoz
téznice maji délky vyhovujici nerovnostem t, < 2, t, < 3 a t. < 4.

(MO 61-111-2)
Ndvod. Vyuzijte cviceni o Sesti trojuhelni¢cich. Odhadnéte obsah jednoho z nich

pomoci odhada délek stran. Najdéte trojuhelnik, ktery realizuje maximum.

Neni nahoda, Ze jsme nepotkali skoro zadné souvisejici thly. Smutnou skute¢nosti
je, ze téznice ani t&zisté obecné Z4dné dobré tihly nevyrabi.'® Napiiklad thel u téznice
(tj. tfeba tthel BAAp) nelze jednoduse vyjadiit pomoci vniténich hli. Neni to ale

vzdy tplné beznadéjné, viz nasledujici cviceni.

3Pokud ale o né&jakych vite, uréité nam dejte védét. :-)
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Cviceni 10. Na strané BC daného ostrouhlého trojuhelniku ABC lezi body P a
Q tak, ze |[<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkach AP a AQ, pficemZ bod P je stfedem tisecky AM a bod @ je stfedem tisecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014)

Ndvod. Dokreslete stitedy AB a BC. Uhly u téZnice jsou sice tajemné, ale ty od-
povidajici si v podobnych trojihelnicich jsou urcité stejné.

vvvvvvvv

kromé geometrie také z fyziky, kde oznacuje bod, v némz musime téleso podepfit,
aby bylo v rovnovéaze (kterd ale nemusi byt stabilni). Zkuste povésit homogenni
(tedy s rovnomérné rozlozenou hmotou) trojihelnik!# za vrchol. Kam bude sméio-
vat piislusna téznice? Tusite (snad) spravné, bude mifit svisle dold. To znamena,

vV

My

ze to nebyl poradny diikaz, tak méate pravdu, ale na ten ndm nase skromné geomet-
rické prostiedky nestac¢i. Pokud umite aspon malinko zachazet s vektory, miizete se
presvédcit, ze hmotny stied trojice stejné tézkych hmotnych bodu se také nachazi
v t€zisti jimi urceného trojuhelnika. Naproti tomu trojihelnik z homogenniho dratu
m4 obecné hmotny stfed jinde (pfedstavte si hodné tzky a vysoky trojahelnik, jeho
hmotny stfed bude jisté vy$ nez ve tietiné vysky).

Opsisté

Zaéneme opét trochou znaceni. Velikosti thlt v trojuhelniku ABC znaéime stan-
dardné |[<BAC| = a, |<ABC| = 8 a |[<ACB| = +. Ptfimka kolma na stranu a
prochézejici jejim stfedem se nazyva osa strany.

Tvrzeni 11. Osy stran trojuhelnika se protinaji v jediném bodé, ktery je stfedem
kruZnice trojihelniku opsané (to je oficidlni ndzev). Znacime jej O a krdtce nazyvame
opsiste .

Diikaz. Osa strany BC je mnozinou bodu, které maji stejnou vzdalenost od B
jako od C a osa strany AB je mnozinou bodu stejné vzdélenych od A jako od B,
takze jejich priseéik (ktery vzdy existuje, nebot strany trojthelnika nemohou byt
rovnobézné) majici obé vlastnosti lezi i na ose strany AC a je stfedem kruZnice
opsané. O

A kde mame opsisté hledat?
Cviceni 12. Rozmyslete si, Ze opsisté lezi uvniti trojuhelnika, pravé kdyz je ost-

rothly.

4Doporuc¢ujeme néjaky méné abstraktni a vice hmotny, nez jaké potkavame obvykle, zkuste
tfeba papirovy.
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Toto jednoduchoucké tvrzeni jsme si viichni vyzkouseli na vlastni kzi'® pfi kon-
strukci kruznice opsané. Opsisté ma ale spoustu dalSich vlastnosti — to nejzakladnéjsi
si ukdzeme hned, na ty zajimavéjsi si budeme muset jesté chvilku pockat.

Tvrzeni 13. (O thlech kolem opsisté) V ostrouhlém trojihelniku plati |<BOC| =
2a, |[<AOC| =28 a |[<AOB| = 2+.
Duikaz. Plyne z véty o obvodovém a stfedovém thlu. (]

i
i
.
.
I
i
i
i
i
:

Véta o obvodovém a stfedovém tthlu ndm dévé trochu vic: pomoci «, 8 a v umime
snadno vyjadfit kazdy thel tvaru <X PY, kde P lezi na kruznici opsané a X, Y jsou
vrcholy trojuhelnika ABC'.

Podivame-li se nyni na trojuhelnik BOA( s pravym thlem u vrcholu Ag a s thlem
|<BOAy| = a, dostdvame snadno nasledujici vztah.'®

Tvrzeni 14. (Sinova véta) Plati

a b c
- = — = — =2
sina  sinf  sinvy

CviCeni 15. V roviné jsou dany body A, B, C, D tak, ze plati |<ACB| = 20°,
|<ADB| = |<ABC| = 40° a |<ADC| = 80°. Uréete |<<ABD)|.
Ndvod. Poznejte opsisteé.

15 A vlastni trojahelnik s ryskou.

16Timto jsme jej pfesné vzato dokazali jen pro ostrotihlé trojihelniky, ale plati obecné. Zkuste

si pfipad tupotuhlého trojuhelniku sami.
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My geometry teacher was sometimes acute and sometimes obtuse, but always, he was
right.
- nezndmy autor

Kolmisté

Tvrzeni 16. Kolmice na strany trojithelnika vedené protéjsimi vrcholy (tzv. vysky )
se protinaji v jediném bodé, kterému fikamel” kolmisté. Vysku na stranu BC zna-
¢ime v, a podobné pro ostatni strany, kolmisté znacime'® H a paty vysek A; atd.

Dikaz. Vrcholem A vedme rovnobézku se stranou BC' a analogicky pro zbylé dva
vrcholy. Tyto tfi pfimky urcuji trojuhelnik, v némz tvofi strany toho ptvodniho
stfedni pficky (stfidavé thly u rovnobézek generuji podobné trojihelniky se spoleé-
nymi odpovidajicimi si stranami, ¢ili shodné trojthelniky), a tedy vysky v pivodnim
trojuhelniku zde tvofi kolmice na strany vedené jejich stiedy, které se protinaji v op-
sisti.

O

Kolmisté je skvély bod a bude néas provazet az do konce seridlu. Pro zacatek vy-
tvari spoustu pravych thla, kruznic a jinych snadno dopocitatelnych thla. Nenechte
se odradit spoustou ¢ar a kruznic a pofadné si prohlédnéte nasledujici obrazek. Diky
mnozstvi pravych thlt mizeme totiz vesele aplikovat Thaletovu vétu:

17B&zné se nazyva prisecik vysek nebo ortocentrum
18Neptejte se proé, ale je to standardni znaceni a K u? je zabrané, jak uvidime v piistim dilu.
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Tvrzeni 17. (Zédkladni{ vlastnosti vysek a kolmisté v ostroihlém trojihelniku) Na
obrazku je velikost jednoprouzkovaného ihlu 90° — 3, dvouprouzkovaného 90° — -~y
a preskrtnutého 90° — «. Stiedy carkovanych kruznic jsou stredy prislusnych stran,
stfedy plnych jsou stiedy spojnic vrcholi s kolmistém (body H,, Hy, a H.).

Podobné jako u opsisté si snadno rozmyslime, Ze kolmisté lezi uvnitt svého troj-
thelniku pravé tehdy, kdyz tento je ostrouhly. Plati dokonce néco lepsiho. Jaky bod
je kolmistém trojuhelnika ABH? Pohledem na obréazek snadno zjistime, Ze je to
C'. Z analogickych tvrzeni o zbylych stranach dostavame, ze kolmistém trojuhelnika
s vrcholy ve tfech ze ¢tyt bodi A, B, C a H je ¢tvrty z nich. Toto se muze hodit,
pokud pracujeme s tupothlym trojithelnikem a nelibi se ndm, Ze je kolmisté venku.
Mizeme tak napiiklad dostat minuly obrézek i pro tupothly trojihelnik (jednim
z vrcholt bude H). Dalsi vlastnost vyjadiujici, ze body A, B, C' a H jsou v jistém
smyslu rovnocenné, popisuje nasledujici cviceni.

Cviceni 18. (Stejné kruznice opsané) KruZnice opsand trojahelniku HBC je
shodnéa (tedy mé stejny polomér) s kruznici opsanou trojuhelniku ABC.

Ndvod. Jak velké thly odpovidaji tétive BC v obou kruznicich?

Tvrzeni 19. (Pfekldpéni kolmisté) Obrazy H v osové soumérnosti podle BC a
12



stfedové soumérnosti podle Ay (tj. sttedu BC) lezi na kruznici opsané. Druhy z ob-
razu navic tvori s A prumér kruznice opsané.

Diikaz. Ozna¢me X obraz H podle BC a Y stfedovy obraz H podle Ag. Pak
plati |[<BXC| = |<«BYC| = |<BHC| = 180° — a a body A, X lezi v opaénych
polorovindch uréenych piimkou BC (pokud je ABC ostrouhly), nebo |<BXC| =
|<BYC| = |<«BHC| =« abody A, X lezi ve stejné poloroviné uréené ptimkou BC
(pokud je ABC tupouhly). Déle vidime, Ze body X a Y jsou oba vzdaleny od BC
stejné jako H, takze XY je rovnobéznd s BC, a tedy kom4 na vysku AX. Proto je
ANAXY pravouhly a z Thaletovy véty je AY prumér kruznice opsané.

A

b

O

Poznamka. Predchozi dikaz ilustruje ¢astou nepiijemnost provazejici feSeni ge-
ometrickych tloh dopoéitavanim velikosti Ghlt (tzv. dhlenim) a dokazovanim, Ze
ruzné ¢tverice bodt tvori tétivové ¢tytuhelniky. Tétivovost daného ¢tyrihelnika je
totiz vyjaddfena dvéma ruznymi rovnostmi thla, které odpovidaji riznym konfigura-
cim téchto bodl nebo eventualné jejich poradim na kruznici. Jednoduse fec¢eno od-
povidaji ,raznym obrazkim®. Existuji dvé moznosti, jak se s tim vyporadat. Jednou
z nich je dusledné rozebrani vSech (typicky dvou) pfipadii — ostrothly vs. tupothly
trojuhelnik v minulém dtikazu — a druhou je tzv. orientované tuhlent, které je méné
intuitivni nez klasické thleni, ale umoznuje korektné se vyhnout rozebirani piipadi.
Vice se o ném doé¢tete v nasi knihovniéce.!® My zfistaneme u prvni moznosti.

9 http://mks.mff.cuni.cz/library/OrientovaneUhleniMO,/OrientovaneUhleniMO.pdf .
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Cvi€eni 20. Dokazte |HA|-|HA,|=|HB|-|HB;|=|HC|-|HC}|.
Ndvod. Podobné trojihelniky nebo (poloilegélné — bude v pfistim dilu) mocnost.

Cviceni 21. Uvnitf trojuhelnika ABC je dan bod P tak, Ze plati |<ABP| = 30°,
|<PBC| = 40°, |[<BCP| =20° a |[<PCA| = 30°. Ukazte, ze AP L BC.

Ndvod. Poznejte kolmiste.

Cviceni 22. Je dén ostrothly trojihelnik ABC' s kolmistém H. Necht M a N jsou
postupné st¥edy usecek BC a AH. Dokazte MN 1 BCj.

Ndvod. Uvazte kruZznice nad praméry AH a BC.

Cviceni 23. V ostrothlém trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, ozna¢me
P patu vysky z vrcholu C na stranu AB, V prusecik vysek, O stfed kruznice opsané,
D prusecik poloptimky C'O se stranou AB a F stied tsecky C D. Dokazte, Ze ptimka
E P prochézi stfedem tsecky OV. (A—-60-I11-5)

Ndvod. Vzpomente si na preklapéni a poznejte stiedni pricku.

Eulerova piimka

S Eulerovou?® piimkou se bé7né ve skole nepotkame, takze se koneéné dostavame
do neprobadaného terénu.

Tvrzeni 24. (O Eulerové piimce) Opsisté, tézisté a kolmisté lezi na jedné pfimce
(mohou splynout v jeden bod) a plati |HT| = 2|OT)|. Této pfimce se iikd Fulerova
primka.

Diikaz. Pouzijeme stejny trik jako v dikazu existence kolmisté — osy stran jsou
vysky v trojuhelniku ze st¥ednich pricek, tedy opsisté v ABC je kolmistém v Ay ByCp.

My

H se zobrazi na O a navic T lezi na OH tak, ze |HT| = 2|0T).

208vycar Leonhard Euler (1707-1783) byl jednim z nejvétsich novovékych matematiki, ktery
svou praci prispél k vyvoji snad vSech odvétvi matematiky.
14
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Priklad 25. Nechf X je bod na kruznici opsané trojuhelnika ABC. Dokazte, ze
piimka T'X ptli tsecku HX', kde X X’ je primér opsané kruznice.

Reseni. Podivejme se na trojthelnik HX X’. Bod T lezi na jeho t&mici HO ve

jakozto t&znice jisté ptli stranu HX'.

V nasledujicich cvicenich zkuste vzdy najit ten spravny trojuhelnik, jehoz Eule-
rova piimka (a zejména zndmé poméry vzdalenosti H, T a O na ni) ndm d4, co
potfebujeme.

Cviceni 26. Oznac¢me S stied tusecky BH a X prusecik piimek C'S a HAj. Déle
necht O’ je osovy obraz O podle BC. Dokazte, Ze body A, X a O’ lezi na jedné
pfimce.

Ndvod. Co je Eulerova pfimka trojuhelniku H BC?

Cviceni 27. Necht ABCD je tétiovy ¢tyftahelnik. Ozna¢me He a Hp kolmisté
trojuhelnikia ABC a ABD. Dokazte, ze HoHp || CD. (MO 58-A-1-2)

Ndvod. Uvazte piislusné tézisté Te a Tp a dokazte ToTp || CD. Co nam fikaji
,Eulerovy poméry“ v AABC a AABD?

Cvi€eni 28. Dokazte |[OH| < 3R, kde R je polomér kruznice opsané.

Ndvod. Nejdfiv si uvédomte, ze jde o zajimavé tvrzeni jen pro ,hodné tupoihly“
trojuhelnik. Jelikoz T' lezi vzdy uvnitf trojihelnika, lezi i uvniti opsané kruznice,
tedy |OT| < R. Pouzijte Eulerovu pfimku.

15



Feuerbachova kruZnice

Vzpomenme si na tvrzeni o preklapéni kolmisté podle stran a stfedt stran. Vime,
ze piislusnych Sest obrazl lezi na kruznici opsané. Uvazme stejnolehlost se stiedem
v H a koeficientem 1/2. V ni se kruznice opsané zobrazi na kruznici prochazejici
stfedy vSech tsecek H X, kde za X mtzeme dosadit libovolny z vysSe zminénych
bodti nebo vrcholt trojihelnika. Jinymi slovy prochéazi vSemi stfedy stran, patami
vysek a stfedy tseéek AH, BH a C'H. Stfedy kruznic se ve stejnolehlosti zobrazuji
na stfedy, takze dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 29. (O Feuerbachové kruznici) Stredy stran, paty vysek a stiedy tsecek
AH, BH a CH lezi na kruznici se stfedem F' v poloviné tisecky OH. Tuto kruznici
nazyvame Feuerbachova®' krusnice nebo také krusnice deviti bodii?2.

Poznamka. Radi bychom zduraznili, Ze se nam préavé povedlo néco pozoruhod-
ného. Jen s pomoci zakladnich vlastnosti stejnolehlosti a troskou vybudované teorie

21Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) byl némecky geometr. Proslavil se diikazem véty, o které
uslysime pozdéji.
22H4dejte proé.
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jsme ziskali devét (dobrych) boda lezicich na jedné kruznici! V porovnani s tim,
jakou da nékdy praci dokadzat to o pouhych ¢tyfech bodech, to bylo skoro zadarmo
a do skladacky geometrie trojuhelnika jsme tim doplnili podstatny dilek.

Piiklad 30. Dokazte, ze F' lezi na Eulerové pfimce a plati |[F'O| = |FH| = 3|FT)|.
Reseni. Jak jsme jiz zminili, F' jakoZto obraz kruznice opsané ve stejnolehlosti s ko-

eficientem 1/2 lezi ve stfedu tsecky OH, coz je jisté bod Eulerovy pfimky spliujici
zminénou rovnost.

Cviceni 31. Je znamo, Ze az na degenerované piipady maji dvé kruznice pravé dva
stredy stejnolehlosti. Najdéte druhy stfed stejnolehlosti zobrazujici opsanou kruznici
na Feuerbachovu kruznici a znovu ovéite tvrzeni z minulého prikladu.

Ndvod. Je to téziste.

Cviceni 32. Najdéte Feuerbachovu kruznici trojahelnika BHC.

Ndvod. Je to Feuerbachova kruznice pro puvodni AABC. Rozmyslete si, jak se

méni role jednotlivych trojic bodil (st¥edy stran, paty vysek, stfedy spojinic vrcholi
s kolmistém).

Cviceni 33. Ukazte, ze Eulerovy piimky trojuhelniki BHC, CHA a AHB pro-
chézi jednim bodem.

Ndvod. Vyuzijte minulé cviceni.

Cviéeni 34. Ctytihelnik ABCD je vepsan do piilkruznice s priomérem AB. Teény

k pulkruznici vedené body C, D se protnou v X a uhlopricky AC, BD v bodé Y.
Ozna¢me M pruseéik EF s AB. Dokazte, Zze body E, C, M, D lezi na jedné kruZnici.

Ndvod. Dokreslete prisecik AD s BC' a ve vzniklém trojihelniku najdéte Feuer-
bachovu kruznici.

Cviceni 35. Rozmyslete si, Ze Ag, By a sttedy AH a C'H jsou vrcholy obdélnika.

Ndvod. Tvrzeni o preklapéni fika, ze A a obraz H pres Ag tvori prumér opsané.
Co to znamené na Feuerbachové kruznici?

Vepsisté a pripsisté

Uz vime, Ze pro osy stran, pro téznice i pro vysky plati, Ze se protinaji v jednom
bodé. Dalsi rozumnou mnozinou pfimek jsou osy (vnit¥nich) thld. Pro dtikaz, Ze se
skutecné protinaji v jednom bodé, potfebujeme nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 36. Méjme bod P nachédzejici se uvniti konvexniho tthlu XVY. Potom
P lezi na ose vnitiniho thlu XV'Y pravé tehdy, kdyz je vzdalenost P od polopfimek
VX aVY stejna.

Duikaz. Paty kolmic z P na VX a VY nazvéme P; a Ps.
17



Pokud je P na ose thlu XVY, potom plati |[<PV P;| = |<PV P,|. Proto mizeme
pouzit vétu usu, z niz dostaneme shodnost trojuhelnikd PV P; a PV Ps. Z ni plyne
|PPy| = |PP,|, takze vzdalenost P od VX a VY je stejné.

Pokud naopak vime, Ze je vzdalenost P od VX a VY stejnd, pak |PP| =
|PP,|. Proto jsou z véty Ssu trojuhelniky PV P; a PV P, opét podobné. Dostévame
|<<PV Py| = |<PV Ps], neboli P lezi na ose Ghlu XVY.

|
Nyni uz jsme schopni dokazat, Ze se osy vnitinich thld protinaji v jednom bodé.

Tvrzeni 37. V trojihelniku ABC' se osy vnitinich ihli CAB, ABC a BC'A pro-
tinaji v jednom bodé.

Dikaz.  Necht se osy vnitinich thlt ABC a BC A protinaji v bodé I. Nechf jsou X,
Y a Z postupné paty kolmic z I na strany BC', C'A a AB. Jelikoz I lezi na ose thlu
ABC, je diky pfedchozimu tvrzeni |[IZ| = |IX|. Protoze I lezi i na ose tthlu BCA,
plati i [IX]| = |[IY]. Proto |IZ| = |IY|, z ¢ehoz ale diky pfedchozimu tvrzeni plyne,
ze I lezi na ose ihlu BAC. Z toho divodu se osy vSech vnitfnich thld protinaji v I.

18



Priisec¢ik os vnitinich thld budeme v nasem seridlu oznacovat jako wepsisté a
obvykle pro néj budeme pouzivat pismenko I (z anglického incenter).

Stejné jako u ostatnich stfedu, i zde se vyplati pamatovat si hly mezi vrcholy
a pifslusnym stfedem. Uhly typu ,,vrchol-vrchol-vepsisté® jsou jednoduché — p¥imo
z definice plyne |[<CAI| = a/2 = |<I AB| atp. Co se tyée Ghli typu ,vrchol-vepsisté—
vrchol, jednoduse aplikujme rovnost a/2+ 8/2 4+ ~v/2 = 90°. Diky tomu, Ze se thly
v trojuhelniku se¢tou na 180 stupiid, dostdvame |[<CIB| = 90° + a/2 atp.

Angle bisector theorem

Osy uhli maji jednu zajimavou vlastnost, kterd s vepsistém pirimo nesouvisi. Jedna
se o pomeér, ve kterém osa protind prislusnou stranu. Zatimco u téZnic a os stran je
tento pomér nezajimavy (jedna) a u vySek osklivy (tj. n&jaky fujky zlomek s kosiny),
u os thlu dava velmi pékny vysledek.

Tvrzeni 38.23 V trojiihelniku ABC nazvéme jako D patu?* osy vnitiniho thlu u A.
Potom

|BD|  |BA|

|DC|  |AC|”

Diikaz. (Synteticky) Necht B’ a C' jsou obrazy B a C v osové soumérnosti podle
AD. Potom B’ a C' lezi postupné na piimkich AC' a AB. Protoze |AB| = |AB’|
a |AC| = |AC'|, jsou BAB' a CAC’ rovnoramenné trojihelniky se stejnym thlem

naproti zékladné. Proto jsou podobné, takze —Eé" = 122;! Déale |DB| = |DB’'| a
|DC| = |DC’|, takZe analogicky jsou i trojuhelniky BDB’ a CDC' podobné. Proto
|BB'| _ |BD| 7 toho iiz bl |[BA| _ |BD| o ht&li
‘o = toal- £ toho jiz plyne e = 1557, coZ jsme chtéli.

23Tomuto tvrzeni se nékdy (obzvlasté v anglické literatuie) fika Inner angle bisector theorem.

24Slovo pata budeme pouzivat dosti liberalné, tj. jako prisecik libovolné piimky z vrcholu
trojihelnika s protéjsi stranou. V matematické olympiadé a ve Skole ovsem toto oznaceni spise
nepotkate, a proto ho pouzivejte s opatrnosti.
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Diikaz. (Sinthéticky) Oznacme velikost thlu BDA jako 9. Aplikaci sinové véty na
trojthelniky BDA a ADC' dostaneme

|[BD| |BA| |DC| |AC|
. = — a " = — .
sin § sin ¥ sing  sin (180° — o)

Protoze sind = sin(180° — ¥9), dostévéme po podé€leni pfedchozich dvou rovnosti

|BD| _ |BA| hteli 2
presné DC] = [AcC] coz jsme chtéli.

KruZnice vepsana

Necht X, Y a Z jsou opét paty kolmic z I postupné na BC, CA a AB. ProtoZe
[IX| = |IY| = |IZ], je I opsistém trojihelnika XY Z. Protoze u X, Y i Z jsou
pravé uhly, jsou BC, CA a AB te¢ny k této kruznici. Proto se kruznice opsand
AXY Z dotyké vsech stran puvodniho trojuhelnika. Této kruznici ¥ikdme kruznice

25Pokud zatim nevite, jak se poéita sinus tupého thlu, viibec se timto dikazem netrapte.
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vepsand?® a jeji polomér obvykle znaéime .27 Pro dalsi praci s ni budeme potiebovat
nasledujici tvrzeni.

Lemma 39.2% Necht w je kruznice se stfedem O a P bod mimo ni. Dotyky tecen
z P k w oznac¢me jako S a T. Potom |PS| = |PT|.

P

Diikaz. Trojuhelniky PSO a PTO jsou shodné z véty Ssu, z ¢ehoz tvrzeni hned
plyne. ]

Z tohoto tvrzenicka vyplyva, ze |AY| = |AZ|, |BZ| = |BX| a |CX]| = |CY]|.
Oznacme si tyto hodnoty postupné jako z, y a z. Potom dostavame sérii rovnosti
y+z=a,z+x=>bax+y = c Znich lze dostat vztahy (—a + b+ ¢)/2 = =z,
(a—b+c)/2=ya(a+b—c)/2 = z. To znamend, ze umime vyjadfit délku z vrchola
k bodim dotyku!

B ) X z C

Umluva. Pokud nebude feceno jinak, budeme ve zbytku seridlu pouzivat znaceni

—a+b+c a—b+c at+b—c a+b+ec

r= ———- = 2= — =
2 Y 2 2 2

Posledni z téchto hodnot nazyvame poloobvod.

26 Jejim st¥edem je zjevné I. Proto se vepsisti ,oficialng“ ¥ika stred krufnice vepsané.

27TV Geském prostiedi se ¢asto pouziva r pro polomér kruznice opsané, coz vede k pouzivani p
v pripadé vepsané. Ve svété je ovsem obvyklé znacit je tak, jak to délame my.

28 Tomuto lemmatku se obvykle piezdiva Equal tangents.
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Jeden ze zpiisob1, jak interpretovat I, je ,bod, ktery je nad vSemi stranami stejné
vysoko“. Z toho plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 40. Obsah trojithelniku ABC' je roven rs.

Diikaz. Trojuhelnik ABC miZeme rozfezat na trojuhelniky BIC, CIA a AIB.
Trojuhelnik BIC' ma stranu o velikosti a a vysku na ni rovnou r. Proto je obsah
ABIC roven r - 5. Sectenim analogickych hodnot pro zbylé dva trojihelniky dosta-
neme, ze obsah AABC je roven r - (% + % + %) = rs, coz jsme chtéli ukazat.

A
N
B a C
O
Cviéeni 41. Bud ABC trojthelnik s pravym thlem u A. UkaZte, Ze
b+c—a
r=——.
2

Ndvod. Bud si vSimnéte, ze AY IZ je ¢tverec, a proto r = x, nebo vypoditejte obsah
trojuhelnika dvéma zpisoby a upravte pomoci Pythagorovy véty.

Cviceni 42. Bud ABCD rovnobéZnik, ve kterém plati |AB| > |BC|. Necht K a
M jsou body dotykt kruznic vepsanych trojihelnikim ABC a ADC se stranou AC.
Podobné necht jsou L a N body dotyku kruznic vepsanych trojihelnikiim BCD a
ABD se stranou BD. Ukazte, ze KLMN je obdélnik.

Ndvod. Ukazte, ze prusecik AC a BD ma ke K, L, M i N stejnou vzdalenost.

Cviceni 43. Trojuhelnik s vyskami o velikostech hy, hy a hy ma obvod p. UkaZte,
Ze trojuhelnik se stranami 1/hq, 1/ha, 1/hs méa polomér kruznice vepsané roven 1/p.
(MKS 35-4-6)

Ndvod. Uvédomte si, Ze novy trojuhelnik je podobny novému s koeficientem %,
kde S je obsah pivodniho trojihelnika. PouZijte vzorec pro obsah.

Pripsisté
Mizeme se zabyvat otazkou, co se stane, pokud misto os vnitinich ahlt uvazujeme
osy vnéjsich thlt. Bohuzel se tyto tfi osy neprotinaji v jednom bodé. Ovsem urcita
verze tohoto tvrzeni stale plati.
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Véta 44. V trojuhelniku ABC' se osy vnéjsich uhla CBA a BC A protinaji na ose
vnitiniho thlu BAC.

Dikaz. Necht se osy vnéjsich thlt CBA a ACB protinaji v bodé I4. Necht jsou
X4, Ya a Z4 postupné paty kolmic z I4 na pfimky BC, CA a AB. Protoze 14 je
na ose thlu CBZ4, plati [IaZa| = |IaX4|. Protoze I4 lezi i na ose thlu X,CB,
plati i [IaXa| = |[IaYal. Proto |[I4Za| = [IaYa|, z ¢ehoZ ale plyne, Ze I4 skutecné
lezi na vnitini ose thlu BAC. ]

Tento priise¢ik budeme v tomto seridlu oznacovat jako pripsisté prislusejici vr-
cholu A a obvykle pro néj budeme pouzivat symbol I 4. Analogické body samoziejmé
existuji i pro zbylé vrcholy.

Cviceni 45. V trojuhelniku ABC plati |[<BAC| = 120° . Ozna¢me D, E a F
postupné paty os thlt z A, B a C. Dokazte, ze |[<EDF| = 90°.

Navod. Co jsou pripsisté AABD a NACD?

Obecna pomiicka pro praci s pripsistém zni ,,pokud néco plati pro vepsisté, dost
mozna to v néjaké formeé plati i pro pripsisté“. Porovnanim dikazt existence vepsisté
a pripsisté vidime, Ze vétsina tivah funguje dosti analogicky. Nasleduje série tvrzeni
o pfipsistich, ktera jsme v pripadé€ vepsisté uz potkali. VSechny ditkazy jsou podobné
diikazlim pro vepsisté, a proto je prenechavame c¢tenéri jako domaci cviceni.
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Tvrzeni 46.2° Nazvéme jako D patu osy vnéjsiho thlu u A. Pak plati % = %,

Tvrzeni 47. KruZnice opsand trojuhelniku X AYAZ o ma stied v I 4 a piimky AC,
CB a BA se ji dotykaji. Této kruznici fikame kruznice pripsand prislusejici bodu A
a jeji polomér znacime r,.

Tvrzeni 48. Plati|BZ4| = |BX4| =z, |CXa| =|CYa| =y a|AY4| = |AZ4| = s.
Z toho také plyne, ze stred X X 4 splyva se stfedem BC.

Tvrzeni 49. Obsah trojithelniku ABC' je roven r,x.
Mizeme vidét, ze kruznice pfipsana je vlastné jen ,nafoukla® kruznice vepsana. Toho
vyuziva nésledujici lemma.

Lemma 50. Necht X a X, jsou body dotyku kruZnice vepsané a kruznice A-
pfipsané se stranou BC. Necht pfimka X I podruhé protina kruznici vepsanou v bodé
X'. Potom A, X' a X4 lezi na jedné piimce.

29Tomuto tvrzeni se obé&as Fikd Outer angle bisector theorem.
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Diikaz. Protoze se obé kruznice dotykaji polopfimek AB a AC, existuje stejnoleh-
lost se stfedem v A, ktera pfevede pripsanou na vepsanou. Bod X4 se v tu chvili
prenese na pruse¢ik kruznice vepsané s obrazem strany BC. A co je obrazem BC?
Inu, protoze je BC' te¢na ke kruznici pfipsané, jejim obrazem je tecna ke kruznici
vepsané. Navic tato teéna musi byt s BC rovnobézni, coz nam nechéva jen dvé
moZnosti — te¢nu vedenou bodem X a te¢nu vedenou bodem naproti X, tedy X’.
Proto je obrazem X, bud X, nebo X’. ProtoZe ovSem X4 X neprochédzi A, musi
hledanym obrazem byt X', takze A, X' a X4 skute¢né lezi na jedné pfimce.

A

Piiklad 51. Trojihelnik ABC spliujici |AC| 4 |BC| = 3 - |AB| mé vepsisté I.
Jeho kruZnice vepsana se dotyka stran BC a CA v bodech X a Y. Necht K a L jsou
obrazy X a Y ve stfedové soumérnosti se sttedem v I. Ukazte, ze A, B, K a L lezi
na jedné kruznici. (IMO shortlist 2005)

Reseni. Podminka |AC| + |BC| = 3 - |AB| se d4 piepsat jako |AB| = 2. Necht X4
je bod dotyku kruznice A-pfipsané se stranou BC. Potom |BX 4| = z, takze ABX 4
je rovnoramenny trojuhelnik. Protoze BI je osou uhlu v tomto trojuhelniku, je BI
kolmé na AX 4. Nazvéme prusecik téchto dvou primek jako T

Diky vySe uvedenému lemmatu lezi A, K a X4 na jedné pfimce. Tudiz |[<KTB| =
90° = |<K X B|, takze KT X B je tétivovy ¢tyfiahelnik. Proto |[<XKT| = |<XBT| =
|<XBI| =|<ABI|. Ale |[<IKA| =180° — |[<XKT| = 180° — |<<ABI|, takze K lezi
na kruznici opsané AIB. Analogicky dostaneme, 7e i L leZi na té samé kruZnici,>°
z ¢ehoz uz plyne pozadované tvrzeni.

30Vsimnéte si, Ze je k tomu potieba provést znovu uplné cely postup véetné definovani nového
bodu T'.
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Cviceni 52. Ukazte, ze stfed tseCky AX lezi na pfimce s I a Ag.
Ndvod. Co se stane, kdyz tyto body posunete do dvojnasobné vzdalenosti od X7

Cviéeni 53. Bud Q kruznice a ¢ teéna k €. Necht bod M lez na {. Najdéte
mnozinu vSech boda P, pro néz lze na ¢ najit body @ a R tak, aby byl M stfed QR
a 2 kruznice vepsand APQR. (IMO 1992)

Ndvod. Necht X je bod dotyku ¢ a . Uvazte bod Y, ktery je obrazem X ve
stiedové soumérnosti podle M, a bod Z, ktery lezi naproti X v §2. Jak spolu souvisi
P, Y aZz?

Cviceni 54. (t6z81)) V rovnobézniku ABC'D se stfedem S ozna¢me I stied kruZnice
vepsané trojuhelniku ABD a T bod jejiho dotyku s thlopfickou BD. Dokazte, Ze
pfimky IS a CT jsou rovnobézné. (MO 62—-A-IIT)

Ndvod. Vyuzijte vyse zminéného lemmatu pro trojuhelnik ABD. Pak dopocitejte
poméry.

Zavérem

You can’t criticize geometry. It is never wrong. — Paul Rand

M

Timto prvni dil seridlu kon¢i. Doufame, ze vam tvod do TiSe trojuhelniku libil a ze
se k ndm piisté opét pripojite.3!

Pokud jste nepochopili vSechno, nezoufejte. Nebojte se na cokoliv zeptat, at uz e-
mailem nebo na PraSecim chatu. A urcité nepotiebujete vytesit vSechna cviceni, ba

31Pokud se vam nelibil, tak sorry. Napiste nam, co se vam nelibilo, a my to mozna piisté
nebudeme délat.
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ani pochopit cely seridl, na to, abyste byli schopni zvladnout alespon nékteré z tloh.
Proto se jich nebojte a kazdopadné je vyzkousSejte. Pfi jejich feSeni pamatujte na to,
ze v seriadlovych sériich tlohy nejsou fazeny podle obtiZnosti.
V pifstim dile se miizete tésit na Simsonovu piimku, Svrékav bod, kamaradstvi
v trojihelniku a mnoho3? dalsiho.
Geometrii zdar!

32Nebo alespoii trochu.
27



Geometrie trojihelnika Il — Konstrukce pokra-
Cuje

Geometry is just plane fun. — nezndmy autor

Vitame vas u druhého dilu seridlu. I tentokrat vam predvedeme nékolik trikii,
které se mohou hodit pfi feseni tloh kteréhokoliv kola matematické olympiady nebo
vyznamného matematického seminéfe. A protoze toho méame na programu hodné,
nebudeme se zdrzovat dlouhym Gvodem a rovnou se pustime do prace!

Rychloivod do mocnosti

V minulém dile jsme si na zacatku struéné popovidali o stejnolehlosti, abychom ji
poté mohli vyuzivat. Nyni udéldme néco podobného, tentokrat si ovSem predstavime
mocnost. Stejné jako posledné, ani tentokrat nebudeme uvedend fakta dokazovat.
Pro kruznici k se stfedem O a polomérem R budeme mocnosti bodu X ke kruznici
k myslet ¢islo p(X, k) = |XO|* — R2.
Povsimnéme si, Ze mocnost bodu je kladné pro X vné k, nulova pro X lezici na
k a zaporna' pro X lezici uvnit¥ k.

Tvrzeni 1. Necht pfimka ¢ vedend bodem X protne k v bodech P a (). Potom
p(X, k) = |XP|-|XQ| pro X lezici vné k a p(X, k) = —|XP|-|XQ| pro X lezici
uvniti k.

Specidlné pokud X lezi vné k a T je bod dotyku tecny z X ke k, pak p(X, k) =
| XT|%.

N

Tvrzeni 2. Pokud ABCD je ¢tyiuhelnik, X prisecik piimek AB a CD a'Y pri-
se¢ik piimek AC a BD, pak ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz | X A| - | XB| =
|XC|-|XD|, a to nastane pravé tehdy, kdyz |YA| - |[YC| = |YB|-|YD|.

Podobné pro trojihelnik ABC a bod X lezici na pfimce AB mimo usecku AB
plati, ze XC je te¢nou k AABC pravé tehdy, kdyz | X A| - | XB| = |XC|?.

LObéas se ovéem v matematické literatufe mocnost definuje jako absolutni hodnota p¥islusného
rozdilu, a pak samozifejmé zapornd byt nemize.
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Je prirozené ptat se, kdy mé dany bod ke dvéma rtiznym kruznicim stejnou mocnost.

Tvrzeni 3. Pokud w; a ws jsou kruznice s riznymi stiedy O1 a Oz, potom existuje
pfimka ¢ kolmé na 0,02 takova, zZe pro libovolny bod X plati p(X,01) = p(X, Os)
tehdy a jen tehdy kdyz X lezi na £. Této primce Fikame chorddla kruznic wi a ws.

Specialné pro kruznice protinajici se ve dvou bodech je chordalou spojnice téchto
bodii. Pokud se dvé kruznice dotykaji, potom chordalu predstavuje spolecna tecna
v bodé dotyku.

Nakonec jesté uvedme tvrzeni, které dostaneme vyuZitim posledni véty pro trojici
kruznic.

Tvrzeni 4. Necht wy, ws a ws jsou kruznice. Potom pokud ke kazdé dvojici kruznic
sestrojime jejich chordalu, jsou tyto bud rovnobézné, nebo se protinaji v jednom
bodé. V druhém piipadé tento bod nazyvame potencnim stiedem kruznic wi, ws a
ws.

Svrékav bod

Geometry keeps you in shape. — neznamy autor

V tomto oddile se budeme vénovat bodu, kterému se v c¢esko-slovenském olym-
piddnim prostiedi &asto ifka ,Svrék@v® na pocest matematika, geometra a orga-
nizatora matematickych olympidd Jaroslava Svréka. Poznamenejme ovsem, ze toto
oznacdeni neni zddnym zpisobem oficidlni a v matematickych olympiddach (které
ob¢as opravuje i sim pan Svréek) doporucujeme ho piilis nepouzivat.

Na piikladé Svrékova bodu si pfedvedeme zajimavy geometricky princip. Pred-
stavte si, Ze se snazite dokazat to, Ze se tfi objekty protinaji v jediném bodé. Obvykly
postup je néjak si oznacit prisecik dvou z nich a pak se snazit ukézat, ze lezi i na
tom tfetim. Nas princip by se dal shrnout slovy ,na poradi zalezi“ — kdyz zvolite
nevhodny prisecik, budete mit mnohem vic prace.

Tvrzeni 5. V trojiuhelniku ABC maji osa strany BC, vnitini osa thlu CAB a
kruznice opsana spoleény bod. Tento bod neoficidlné nazyvame Svrékiv bod prislu-
Sejici vrcholu A a znacime jej S 4.

Diikaz. (prvni)  Nazvéme kruznici opsanou AABC jako 2. Necht osa tsecky BC
protind v bodé S4. (Takové pruseciky jsou dva; vybereme ten, ktery lezi na opacéné
strané od pifmky BC nez bod A.) Potom maji oblouky BS4 a S,C stejnou délku,
a proto jim piislusi stejny obvodovy tihel. Proto |<BASs| = |<S4AC|, takze Sy
skutecné lezi na ose vnitiniho thlu BAC. Lehké, Zeano? ]



Diikaz. (druhy) — Tentokrat S definujme jako prisecik Q a vnitini osy thlu BAC
(rizny od A). Potom oblouktim BS4 a S4C pfislusi obvodovy thel stejné velikosti,

takze museji byt stejné dlouhé. Proto je i |BSa| = |SaC|, takze S4 lezi na ose
strany BC' a jsme opét hotovi. Tento dtikaz je prakticky stejny jako ten predchozi,
jen obraceny a je porad stejné tézky. O

Diikaz. (tfeti) Co se stane, kdyz S4 definujeme jako prisecik osy BC a vnitini
osy <BAC? Tak zaprvé, pro |BA| = |AC| tato definice nedévé 7adny smysl, pro-
toze v tu chvili tyto dvé pfimky splyvaji. Ale dobfe, v tomto specidlni piipadé
je zjevné, ze tvrzeni plati. TakZe pfedpoklddejme, ze |BA| # |AC|. Co ted? Situ-
ace je oproti predchozim dvéma o dost tézsi, protoze tu neni zadny zjevny zpt-
sob, jak pfenaset tihly. ReSeni stéle existuje, ale je ponékud trikové. BUNO pied-
poklddejme, 7e |BA| < |AC|. Necht B’ je obraz B podle AS4.2 Protoze AS, je
osa thlu, lezi B’ na strané AC. Necht X je prusetik AS4 s BC. Potom plati
|<XB'S,| = |<XBSs| = |<XCS,l, takie XSsCB' je tétivovy &tyfuhelnik. Po-
tom ale |[<ACB| = |[<B'CX| = |«B'SaX| = |«XSsB| = |<AS4B|, z ¢ehoz uz
plyne, ze S4 lezi na Q.

2Mluvime-li o obrazu podle pFimky, myslime tim samoziejmé obraz v osové soumérnosti. Po-
dobné obraz podle bodu vzdy znamené obraz v soumérnosti stfedové, pokud neni pfimo zminéno,
ze se jedna o stejnolehlost s jinym koeficientem.
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Nyni pomoci této vlastnosti Svrékova bodu vytesime piiklad z mezinirodni olympi-
ady.

Piiklad 6. Necht ABC je ostrotihly trojuhelnik, ve kterém |AB| # |AC|. Kruznice
nad prumérem BC' protina strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me
jako O stfed strany BC'. Vnitini osy uhlt BAC a MON se protinaji v R. DokaZte,
ze se kruznice opsané trojuhelnikim BM R a C'N R podruhé protinaji na strané BC'.

(IMO 2004)

Reseni. Protoze O je stfed BC, plati |OM| = |ON]|. Proto v trojihelniku MON
splyva osa thlu s osou strany, a proto je R vlastné prusecik vnitini osy ahlu M AN
a osy strany MN. To znamen, 7e R je Svrékiiv bod tohoto trojihelniku, takze
ANRM je tétivovy ¢tyfuhelnik. Nazvéme jako X druhy prusecik kruznic opsanych
ABMR a ACNR. Potom z doplitkovych thla v tétivovych ¢tyfuhelnicich plati
|<BXR| = 180° — |<RMB| = |[<AMR| = 180° — |[<RNA| = |[<CNR| = 180° —
|<RXC|, z ¢ehoz oviem plyne, ze X lezi na BC, coz jsme chtéli dokézat.
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Cviceni 7. Necht AL a BK jsou vnitini osy thl v rtiznostranném trojuhelniku
ABC' (kde L lezi na strané BC a K na strané AC). Osa tsecky BK protind pfimku
AL v M.Bod N je zvolen na piimce BK tak, 7ze LN || M K. Ukaite, ze |[LN| = |[N A|.

(Junior Balkan 2010)

Ndvod. Uvédomte si, ze M je Svréktv bod v AABK. Pak thlete.

Pro€ je Svréek nejlepsi

vvvvvv

7e pismenem I oznacujeme vepsiSté a symbolem I, zase A-pripsisté.

Tvrzeni 8. 'V trojihelniku ABC je BICI, tétivovy ctyfuhelnik a prislusnd kruz-
nice ma stred v S4.

Diikaz. Protoze vnitini a vnéjsi osy thlu jsou na sebe kolmé, plati |</4 BI| = 90° =
|<<IC14|, takze BICI4 je skutené tétivovy étyfihelnik. Stadi tedy dokazat, ze S
je jeho stted.



Plati [<S4CI| = |<SaCB| + |<BCI| = |<S4AB| +|<BCI| = § + % = 90° — &.
Vzpomerime si oviem na vztah |<<AIC| = 90°+ g, z ného plyne |<SAIC| = 90° — g
Z toho dostavédme, 7e IS4C je rovnoramenny trojihelnik, takze [IS4| = |CSal.
ProtoZe navic |[BSa| = |CS4|, je Sa opsistém ABIC, a tim jsme hotovi. O
Dusledek. Protoze kruznice opsana BICI, je kruznici nad primérem I4I, je Sy
stied tsecky I114.

S touto jednoduchou znalosti najednou bez potizi vyfesime par dalsich IMO pro-
blémt.

Priklad 9. Bud ABC trojuhelnik s vepsistém I. Bod P uvniti tohoto trojihelniku

splnuje vztah
|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC| + |<PCB].

Ukazte, ze |AP| > |AI|, pfi¢emZ rovnost nastavéa pravé tehdy, kdyz P = I.
(IMO 2006)

Reseni. Zaprvé si véimnéme, 7e pro P = I tvrzeni zjevné plati. Pfedpokladejme
tedy, ze P # I, a dokazme, ze |AP| > |AI|. Zadruhé se zbavme oné zvlastni pod-
minky a uvédomme si, co vlastné fika. Protoze plati

(|J<PBA| + |<PCA|) + (|<PBC| + |<PCBJ) =
= (|[<«PBA| + |<PBC|) + (|[<PCA| + |<PCB|) =
= B+~ =180° —a,
ziskédvame ze zadané podminky, ze |<BPC| = 180° — |<PBC| — |<PCB| = 180° —

(90° — §) =90° + § = [<BIC]|. Z toho plyne, ze P lezi na kruznici opsané ABIC,
6



jejiz stied je S4. Protoze I lezi na AS 4, plati z trojuhelnikové nerovnosti
|AP| +|PSa4| > |AS4| = |AI| +|ISa4].

Protoze ovsem |PSa| = |I54], jsme hotovi.

Cviéeni 10. Bud BC prumér kruznice w se stfedem v O. Necht A je bod na w
takovy, ze |[<TAOB| < 120°. Bud D stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Daéle primka vedena skrze O rovnobézna s DA protinda AC v I a osa tsecky OA
protind w v bodech E a F. Dokazte, ze I je vepsisté¢ ACEF. (IMO 2002)

Ndvod. Nejprv si uvédomte, ze A je Svréktv bod v AECF. Potom uz staéi je
ukazat, ze |AF| = |AI|. Ukazte, Ze jsou obé tyto délky rovny poloméru w.

Cviceni 11. (Japanese theorem) Bud ABCD tétivovy c¢tyfuhelnik. UkaZte, Ze
vepsisté trojiuhelniki ABC, BCD, CDA a DAB tvoii obdélnik.

Ndvod. Interpretujte jednotliva vepsisté jako priiseciky dvojic kruznic ze sousednich
Svrékovych bodfi. Potom dotihlete.

AntiSvrk

Podobné jako vepsisté a piipsisté ma i Svrékav bod své ,alter ego“, které vznikne
tim, Ze misto vnitfni osy thlu vezmeme tu vnéjsi.

Tvrzeni 12. V trojihelniku ABC maji osa strany BC, vnéjsi osa uhlu BAC a
kruZznice opsand spolecny bod (ktery budeme znacit jako N4 ). Tento bod neoficidlné
(jesté neoficialnéji nez ,, Svrékiiv bod“) nazyvame antisvrk prislusejici bodu A.

Toto tvrzeni nebudeme dokazovat a prenechavame ho jako cviceni. Dikaz je ana-
logicky diikazu existence Svrékova bodu.

Povsimnéme si, ze N4 S je pramér kruznice opsané AABC. To plyne jednoduse
z toho, Ze jejich spojnice je osa strany BC|, ktera ovSem prochézi opsistém. Takovym
bodim se v geometrii fikd ,antipodalni“ a odtud taktéz prochazi nazev antisvrk.
Poznamenejme také, ze jak Sy, tak N4 jsou stiedy jednoho z oblouktt BC' — Svrékav
bod je stfed toho oblouku, ktery neobsahuje A, zatimco antisvrk toho, ktery A
obsahuje.

Podobné jako u Svrékova bodu plati pro anti$vrk nésledujici tvrzeni, jehoz dikaz
opét prenechavame jako cviceni.

Tvrzeni 13. Pro zadany trojuhelnik ABC je IoBClIp tétivovy ctyrihelnik se
stifedem v Ny4.

Dusledek. Bod N, je stiedem tsecky Iglc.

Cviceni 14. (té7ké) Bud ABCD tétivovy ¢tyituhelnik. Ukazte, Ze pFipsisté AABC,
ABCD, ACDA a ADAB (v8ech 12 bodt) lezi na obvodu jednoho obdélnika.
(Rumunské TST 1996)
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Ndvod. Interpretujte pripsisté jako priseciky spravnych kruznic. Vythlete, Ze ¢tve-
Fice pripsist tvori vrcholy obdélnika a spravné étvefice pripsist lezi na piimce.

The Big Picture

Pomoci riznych os rozli¢nych thld jsme si v trojuhelniku nadefinovali spoustu bodi.
Zajimavé je, Ze konfiguraci, kterou tvori, jiz zndme.

Tvrzeni 15. (The Big Picture) V trojihelniku ABC' s nasim znacenim plati, Ze I
je kolmisté trojihelniku I4Iplc a kruznice opsana ABC' je Feuerbachovou kruznici
trojuhelniku I4Iglc.

Diikaz. Protoze vnitini a vnéjsi osy thla ve vrcholu jsou na sebe kolmé, jsou A, B a
C paty kolmic v I4aIglc. Z toho plyne, ze kruznice opsanid AABC je Feuerbachovou
kruznici AIIgIc. Pokud si nyni jesté k tomu uvédomime, Ze tyto kolmice z pripsist
do vrcholt jsou vlastné osy uhld, je zjevné, Ze I na nich na vSech lezi, takze se
skutecné jednd o kolmisté Al Iglc.

Np

Iy

O

Povsimnéme si, Ze skute¢nost, Ze Svrékovy body a antisvrky jsou stiedy p¥islus-
nych dsecek, je vlastné jen trividlnim disledkem tvrzeni o kruznici deviti bodu.

Priklad 16. V trojihelniku ABC plati |[AB| < |BC|. Ozna¢me jako M stfed AC.
Dokazte, ze |[<IM A| = |<INgB]. (Rusko 2005)




Reseni. Dokresleme si I a Ic. Protoze IcACI4 je tétivovy ¢tyfahelnik, plati
|<tIcIal| = |<ICB|, takie trojuhelniky IoIT14 a AIC jsou podobné. Protoze INp
je téZnice v trojuhelniku Io T A a I M je téZnice v trojihelniku AIC, jsou jim prFislusné
tihly se stranou shodné, takze |<IMA| = |<INgB|, coz jsme chtéli.

CviCeni 17. (t8781)) V trojuhelniku ABC s vepsistém I ozna¢me D, E po fadé
prusec¢iky os vnitinich thlt u vrcholi A, B se stranami BC', AC. Déle ozna¢me P,
Q@ body, ve kterych piimka DFE protne kruznici opsanou trojihelniku ABC. DokazZte,
ze polomér kruznice opsané trojuhelniku PIQ je dvakrat vétsi neZz polomér kruZznice
opsané trojuhelniku ABC. (MKS 30-8-3b)

Ndvod. Ukazte, Ze kruznice opsana trojuhelniku PIQ je kruznice opsand troju-
helniku I411g. Potom uz tvrzeni bude plynout pfimo z toho, Ze diky Big Picture
je kruznice opsand AABC Feuerbachovou kruznici AlxIglc a kruZnice opsana
AI4I1g je kruznici opsanou Al4Iglc preklopenou pies [41g.

To, ze kruznice opsand API(Q splyva s kruznici opsanou 4 I 1z, dostaneme z toho,
ze vyjadiime mocnost D i E ke kruznicim opsanym AABC a Alxllp a zjistime,
ze DFE je jejich chordéla.

Lemma o ose Ghlu

Vihodny zptisob, jak o Svrékové bodé uvazovat, je ,ten bod dole“. Pokud si totiz
nakreslime AABC tak, aby piimka BC byla vodorovna, potom S4 je nejnizsi bod
na kruznici opsané (ze symetrie). Tento néhled se ndm bude hodit pii dikazu nésle-
dujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 18. Maji-li kruznice k a ¢ maji vnitini dotyk v bodé T a tétiva AB
kruznice k se dotyka kruznice £ v bodé U, potom UT je osa thlu AT B.

Reseni. Nakreslime si obrazek tak, aby bod U byl na kruznici £ ,dole®, tedy body

A, B budou ,na stejné trovni“. Zobrazime kruznici ¢ na kruznici k stejnolehlosti se

stfedem v T'. Tato stejnolehlost mé kladny koeficient, a proto i bod U’ (obraz bodu
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U) je na kruznici k ,dole, tedy trojihelnik ABU’ je rovnoramenny. Potom je ale
U’ Svrékiv bod v trojthelniku AT B, z éehoz okamzité plyne pozadované tvrzeni.

U/

Toto také Fika, ze pokud se w zevnitt dotyka kruznice opsané AABC v B a navic
se dotykd AC v D, potom B, D a Sp lezi na pfimce. (Rozmyslete si.)

Priiklad 19. Dvé kruZnice w; a wy se zvenku dotykaji v bodé T a obé se zevnitf
dotykaji kruznice w postupné v bodech R a S. Necht @ je druhy prisecik RT s w.
Ukazte, ze |<QST| = 90°. (KMS)

Reseni. Sestrojme spole¢nou teénu w; a wy v bodé T. Nechf tato teéna protini
w v bodech X a Y. Potom dle pfedchoziho tvrzeni je @) Svréktv bod trojihelniku
X RY . Pokud analogicky vytvoiime bod W jako priise¢ik ST s w, pak W je Svrékiv
bod v trojihelniku X SY. To znamend, ze @ i W jsou stiedy obloukt XY (kazdy
jiného), takze QW je pramér w. Proto |<QST| = |<QSW| = 90°, coz jsme chtéli.

Shooting lemma

Posledni zajimavé tvrzeni, které si o Svrékové bodé ukézeme, je takzvané Shooting
lemma.

Tvrzeni 20. Bud M stred oblouku P(Q na kruznici w a necht piimka p prochézejici
M protina pfimku PQ v X aw vY. Potom plati
(1) [MX] - [MY| = |MPP,
(2) pokud je I vepsisté APY Q, potom |MX|-|MY|=|MI|?,
(3) pokud dalsi piimka p’ prochézejici M protind PQ v X' aw vY’, potom X,
Y, X’ aY’ lezi na jedné kruznici.

Diikaz. Zac¢néme s (1). Protoze M je stfed oblouku, je M Svrékovym bodem troj-

tihelnika PY Q. Potom plati |[<PY M| = |[<MYQ| = |[aMPQ| = |<MPX]|, z &eho¥

zjistujeme, Ze trojuhelniky PY M a X PM jsou podobné. Proto “%ﬁ“ = %, z Ce-

hoz plyne pozadované tvrzeni.
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Cést (2) okamzité vyplyva z toho, ze |MI| = |M P| (opét, protoze M je Svrékiv
bod APY Q).
Cést (3) snadno odvodime z (1) za vyuziti mocnosti bodu ke kruznici.
|

Priklad 21. KruZnice w; a wy se obé zevniti dotykaji kruznice w postupné v bo-
dech A a B. Spole¢né teéna wy a ws se jich dotyka postupné v bodech C a D. Ukazte,
ze ABDC je tétivovy ¢tyruhelnik.

Reseni. Piimka C'D protind w v bodech X a Y. Necht M je stied toho oblouku
XY, ktery neobsahuje A a B. Potom AC i BD prochéazeji M. OvSem potom mame
hotovo z ¢asti (3) Shooting lemmatu.

Cvicéeni 22. Pfimka /¢ protind kruznici I' v bodech A, B. Kruznice w; a wy jsou
vepsané® do stejné tsece urdené p¥imkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, Ze jejich
vnitini spolena teéna prochézi pevnym bodem, pohybuji-li se wi, wy ve vymezené
dsedi.

Ndvod. Tim bodem bude stfed druhého oblouku. Pouzijte mocnost.

Cviéeni 23. Necht kruznice Q a w maji vnitfni dotyk v bodé P, pfidem? w lezi
uvnitt . Bud AB tétiva Q, kterd se dotykd w v bodé C. Prusec¢ik PC s Q rizny
od P si oznaéme jako Q). Necht teény z bodu @ ke kruZnici w protinaji kruznici Q
v bodech R a S. Vepsisté trojihelniki APB, ARB a ASB si postupné oznac¢ime
jako I, X a Y. Ukazte, ze |[<PXI|+ |<PYI|=90°. (Rumunsko TST 2013)

Ndvod. Uvédomte si, ze @ je Svrékiiv bod a nésledné pouzijte Shooting lemma,
abyste ukazali, ze X a Y jsou dotyky QR a QS s w. Zbytek dothlete.

Cviéeni 24. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou I', vepsistém I a bodem D
lezicim na strané BC. Bud w kruZnice dotykajici se tsecky AD v bodé F', strany
BC bodé FE a kruznice I v bodé K. Dokazte, Zze I lezi na pfimce EF.

(MKS 29-8-4b)

Ndvod. Ozna¢me si I’ prinik FF a AS,4. Diky Shooting lemmatu staéi dokazat,
7e SuI' je tetna ke kruznici opsané EI'K. Vyuzijeme-li isekové tihly, staéi ukézat,
7e A, F, I' a K leZi na jedné kruZnici. To zjistime jednoduchym porovnanim thlt
I'FK a I'AK.

Cviéeni 25. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou I', vepsistém I a bodem D
lezicim na strané BC. Nechf w; a ws jsou kruznice se stfedy O1 a Os, které se obé
dotykaji isecky AD, pfimky BC a kruznice I'. Ukazte, ze O1, O2 a I lezi na jedné
piimce. (Sawayama—Thébault theorem)

Ndvod. Vyuzijte pfedchozi cviceni pro ,spravnou” definici bodu I. Najdéte v ob-

razku hodné pravych thli a vyuzijte podobnosti trojuhelnikii.

3To znamena, 7e maji vnitini dotek s I' a navic £ je jejich te¢na.
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Simsonova primka

Tvrzeni 26. Oznacme Pa, Pg, Pc paty kolmic vedenych z bodu P na prislusné
strany trojiuhelnika ABC. Pak body Pa, Pp, Pc lezi v pfimce pravé tehdy, kdyz
bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC. Této piimce se iika Simsonova
primka bodu P vzhledem k trojiithelniku ABC.

Diikaz. Kdybychom chtéli byt zcela exaktni, museli bychom bud rozebrat nékolik
moznosti umisténi bodu P vudi trojuhelniku ABC' a také to, jak vypadd ANABC,
nebo pouzit orientované thly. Budeme ale pro jednoduchost predpokladat, ze situace

vypada tak, jako na obrazku. Ostatni situace se rozeberou podobné a zvidavy ¢tenar
4

si je mize vyzkouset jako domaci cviceni.

Diky pravym thlim jsou PPcBP4, PP,PgC a PPcAPp tétivové. Potom plati
|<BPsPc| = |<BPP¢| = |<PgPPc|— |<PgPB|=180° — |<BAC| — |<PgPB|.

Protoze B, Pa a C lezi na primce, lezi P4, Pp, Pc na pfimce pravé tehdy, kdyz
|<IBPAPO| = ‘QCPAPBl. Protoze |<ICPAPB| = |<XCPPB| = |<ICPB‘ - |<I]DBPB|7
je uvazovana kolinedrnost® ekvivalentni se vztahem 180° — |[<BAC| — |<PgPB| =

4Jen poznamenejme, Ze zatimco my jako pisatelé vyukového textu mame pravo prenechat néjaky
kus préce Ctenafi, fesitelim neni povoleno v odevzdanych fesenich pfenechat kus prace opravovateli.
5Kolinearnost je vlastnost ,byti na jedné piimce“.
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|<CPB| — |<PgPB|, coz se d& piepsat jako |<CPB| + |[<BAC| = 180°. Takze
shledavame, ze P4, Pp a Pc lezi na primce pravé tehdy, kdyz PBAC je tétivovy
¢tyruhelnik, coz je to, co jsme chtéli. |

Poznamka. PovSimnéme si, zZe fakt, Ze P4, P a Pc jsou paty kolmic, jsme takika
nevyuzili. Dtlezitd byla pouze tétivovost prislusnych c¢tyrthelnikd. Proto existuje
takzvand ,zobecnéna Simsonova pfimka“, pro jejiz konstrukci je potfeba jen, aby
ptimky PP4, PPp a PP sviraly s prislusnymi stranami stejné thly. Je to ovSem
trosku slozitéjsi tim, ze se pozaduje, aby tyto thly byly stejné orientovany, tj. ,Sly
vSechny na stejnou stranu“. Toto tvrzeni si mizete dokazat jako cviceni.

Cviceni 27. Bud ABC rovnostranny trojihelnik a P bud bod na jeho kruznici
opsané ruzny od A, B a C. Pfimky rovnobéziné s BC, CA, AB vedené skrz P
protinaji pfimky C'A, AB, BC postupné v bodech M, N a Q. Dokazte, ze M, N a
Q leZi na jedné primce.

Ndvod. Vsechny pfimky protinaji strany pod thlem 60°.
Tvrzeni 28. Simsonova piimka bodu P puli tsecku PH.

Diikaz. BUNO necht P lezi na tom oblouku BC, ktery neobsahuje A. Oznacme
obrazy P podle pfimek AB a AC jako P/ a Pp. Zjevné staci ukézat, ze P., H a
Py lezi na jedné pfimce.

Oznaéme obrazy H dle AC' a AB jako Hp a H¢. Protoze pieklopeni je shodné
zobrazeni, plati |[<AHP}| = |<AHcP| a |<AHPp| = |<AHgP|. Potom ovSem
|<AHP[| + |<AHPp| = |<AHcP| + |<AHpP| = 180°, kde posledni rovnost
plyne z toho, ze Hg, Hc i P lezi na kruznici opsané AABC. Pak ale |[<AHP/| +
|<<AH Pj| = 180° presné dava to, co jsme chtéli.

13
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Tvrzeni 29. Simsonovy piimky odpovidajici bodiim P, () na kruZnici opsané
trojihelniku ABC sviraji tthel rovny poloviné stfedového thlu, ktery prislusi oblouku

PQ.

Diikaz. Opét plati, Ze pro forméalné spravny dikaz bysme museli bud rozebrat velké
mnozstvi moznosti, nebo pouzit orientované thly. Misto toho radsi budeme prosté
predpokladat, ze situace vypada tak, jako na obrazku.

Necht X je prisecik uvazovanych Simsonovych pifimek. ProtoZe soucet thlt ve
¢tyfthelniku X PcAQp je 360° a u A je thel 360° — a, plati |[<PcXQ@Qp| = a —
|<PpPcA| — |[<QcQpA|. Z obvodovych a doplitkovych thli plyne

<P PcA| = |[<PgPA| = 90° — |<PAPg| = 90° — |<PBC| = 90° — 3 — |<PBA|.
Analogicky dostaneme i |[<QcQpA| = 90° — v — |[<QCA|. Proto

|<IPC'XQB‘ = o — |<IPchA| — ‘QQcQBA|
=a+ B+~ —180° + |<PBA| + |[<QCA]
|[<POA| |<AO0Q| |<POQ)|
=T T T

Dusledek. Simsonovy primky ,protéjsich“ bodii P a () jsou na sebe kolmé a
protinaji se na Feuerbachové kruznici.

Dikaz. Kolmost je zjevna z predchoziho tvrzeni. Pro druhou ¢ast si oznaéme jako

P’ a Q' stfedy tisetek PH a QH a jako X uvaZovany priise¢ik pfimek. Vime, Ze

P’ a @' lezi na prislusnych Simsonovych pfimkéch. Protoze P a @ lezi na kruZnici
14



opsané a P’ a Q' jsou jen obrazy ve stejnolehlosti s koeficientem % a stfedem H, jsou
P’ a Q' protilehlé body na kruZnici deviti bodti. Potom se ale jedné o kruznici nad
prumérem P’'Q’, takze z |<P'XQ'| = 90° dostéavame, ze X na této kruznici vskutku
lezi. |
Priklad 30. V trojihelniku ABC ozna¢me A; patu vysky z vrcholu A. Ukazte, ze
paty kolmic vedenych z A; na zbylé strany trojihelnika a zbylé vysky lezi v pfimce.

Reseni. Oznaéme si paty vysek z B a C jako B, a C;. Paty kolmic z A; na BA,
AC, BBy a CC} si nazvéme jako X, Y, P a Q.

Vsimnéme si, ze C7 a A; lezi na kruznici nad primérem AC. Pokud udélame
Simsonovu pfimku vzhledem k AACC; a bodu A;, dostaneme proto, ze X, Q a'Y
leZi na jedné piimce. Analogicky zjistime, ze i X, P a Y lezi na pfimce, z ¢ehoZ plyne
pozadované tvrzeni.

Cvicéeni 31. Na kratsSim z obloukt CD kruZnice opsané pravouhelniku ABCD

zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD oznac¢me postupné

K, L a M. Ukazte, ze tthel LK M mé velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ¢tverec.
(MO 58-111-2)

Ndvod. Dokreslete paty kolmic z P na AD a BC. Naleznéte Simsonovy pfimky a
uvédomte si diky nim, ze |[<LK M| = |<APB].

Cviceni 32. Na piimce jsou dany body A, B, C a mimo ni bod P. DokaZte,
ze bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku tvorenému stiedy kruznic opsanych
trojuhelnikim ABP, BCP a ACP.

Ndvod. Diky stejnolehlosti lezi stiedy useéek PA, PB, PC v pfimce. Interpretujte
je jako paty vhodnych kolmic. Pak si uvédomte, ze Simsonovu pfimku lze vytvorit
pravé tehdy, kdyz uvazovany bod lezi na kruznici opsané.

Antirovnobézky, izogonaly a kamaradi

Where there is matter, there is geometry. — Johannes Kepler

Smérujeme k uzitecnému konceptu parovani bodi v roviné vzhledem k pevnému
trojuhelniku. Jak to tak byva, nejprve bude tfeba zavést né€kolik pojmi.

Méjme dany thel XVY. Rekneme, %e pfimky p a ¢ jsou viéi nému antirovno-
bezné, pokud osovy obraz primky p podle osy thlu XVY je rovnobézny s primkou
q. Pokud navic obé pfimky prochéazeji bodem V', fikdme, ze p a g jsou izogonalni
vzhledem k thlu XVY. Pokud je z kontextu zfejmé, vzhledem ke kterému thlu
antirovnobéznost nebo izogonalitu myslime, vynechavame tuto ¢ast nazvu.

Vénujme nyni par slov motivaci nazvi téchto objekt.’ Piimka rovnobézna s p
svird s ramenem ptislusného thlu stejny thel jako p, zatimco obraz primky p podle

6Jejich vyznam by mél takika triumfalné vyplynout ze zbytku této kapitoly.
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osy onoho thlu (nebo s obrazem rovnobézné primka) svird tento uhel s jeho druhym
ramenem. Proto mluvime o antirovnobézkich. Neformalné feceno, antirovnobézka
se ma k jednomu rameni thlu stejné jako ptavodni pfimka ke druhému. Predpona
is0- pochézi z fectiny a znamena stejny a gonia znamena thel. Témito stejnymi thly
jsou mysleny ty dva vyse zminéné, pficemz nyni maji navic oba spole¢ny vrchol.
Antirovnobézky poskytuji novy pohled na tétivové étyfuhelniky.

Tvrzeni 33. Je dan ¢tyithelnik ABCD, P je priisecik piimek AB a CD, @ je
prusecik tuhlopiicek AC a BD a R je prusecik piimek AD a BC. Pak ABCD je
tétivovy prave tehdy, kdyz jsou néjaké dvé” piimky obsahujici protéjsi strany nebo
uhlopticky v ABCD antirovnobézné v néjakém z ahlu APD, AQD nebo CRD.

Dikaz. 'V kazdé mozné konfiguraci (viz obréazky nize) plyne tvrzeni snadno z cha-
rakterizace tétivovych ¢tyrihelnik® pomoci obvodovych thlt. PovSimnéte si také
degenerovanych pripadi, kde dva z pruse¢ikt splynou a prislusné rameno se stane
tecnou. Posledni obrazek ukazuje dvé izogondly.

O

7Staéi tedy ovétit antirovnobéinost jedné konkrétni dvojice pfimek v jednom konkrétnim thlu,
z ni uz vyplyne tétivovost ABCD, a tim i antirovnobéznost kazdé takové dvojice pfimek v kazdém
ze zminénych uhla.
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Cvi€eni 34. Rozmyslete si, ze (anti)rovnobéznost ma podobné vlastnosti jako pa-
rita — antirovnobézka k rovnobéZce je antirovnobézka a antirovnobézka k antirovno-
béZce je rovnobézka.

Cviceni 35. Dokazte, Ze pokud jsou p a ¢ antirovnobézné vzhledem ke dvéma
riznym thlim soucasné, pak maji tyto tthly kolmé ¢i rovnobézné osy.

Ndvod. Podminka fika, ze kdyZ postupné pustime na p osovou soumeérnost podle
os obou thld, dostaneme rovnobéznou primku. Kdy se to mize stat?

Cviéeni 36. Af ABCD je t&tivovy. Bud P = ABNCD a Q = ADN BC. Ukazte,
ze osy uhlat AQB a BPC jsou kolmé.

Ndvod. Pouzijte predchozi cviceni.

Cviceni 37. Dokazte Shooting lemma pomoci antirovnobézek.

Ndvod. Tecna vedena stiedem oblouku je antirovnobézna s jednou tétivou a rov-
nobézné s druhou.

Hlavni pfinos antirovnobézek nebo izogondal vSak lezi nékde jinde. Pro dikaz
ptislusného tvrzeni budeme ale potfebovat znamou vétu, se kterou jsme zatim jesté
nepracovali.

Tvrzeni 38. (Cevova® véta) Je dan trojihelnik ABC, bod D na strané BC, bod
E na strané CA a bod F na strané AB. Piimky AD, BE a C'F prochazeji jednim
bodem pravé tehdy, kdyz plati

|BD| |CE| |AF|

|DC| |EA| |FB|

9

Dtikaz zde uvadét nebudeme.

Cevova véta se hodi, pokud je tfeba dat do souvislosti prochazeni pfimek jednim
bodem a néjaké poméry délek. My si ji jesté upravime, abychom misto s délkami
mohli pracovat s thly.

Tvrzeni 39. (Goniometricky tvar Cevovy véty) V situaci z Cevovy véty plati

sin(|[<ACF|) sin(|<BAD|) sin(|<CBD|) _ |BD| |CE| |AF]|
sin(|[<BCF|) sin(|<CAD|) sin(|<ABE|) |DC| |EA| |FB|’

takze primky AD, BE a CF se protinaji pravé tehdy, kdyz je leva strana vyse
uvedeného vztahu rovna jedné.
Diikaz.  Ze sinové véty pro trojihelniky ABD a ADC' s vyuZzitim identity |[<ADB|+
|<ADC| = 180° dostévame:
|BD| B |AB| _ |AB| |AC| _ |AB] |CD|
sin(|[<BAD|)  sin(|<ADB|)  |AC| sin(|<ADC|) |AC| sin(|]<DAC|)’

8Giovanni Ceva ([¢éva]; 1647-1734) byl italsky geometr.
9Lze jej najit napi. zde http://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Ceva%27s_Theorem
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BD AB| sin(|<BAD . |CE AF p —_
Tedy ﬁ = ﬁ . %. Pro poméry ﬁ a ﬁ plati analogické vztahy,
jejichz vynésobenim dostaneme dokazovanou identitu (poméry délek stran trojihel-

nika se zkrati). Zbytek plyne z ptuvodni Cevovy véty. ]
Dostavame se ke klicovému tvrzeni.

Tvrzeni 40. (O existenci kamaradt) Je dén trojuhelnik ABC a bod P, ktery
nelezi na jeho kruznici opsané. Pak izogonaly piimek AP, BP a CP prochazeji
jednim bodem P’, ktery nazyvame kamarddem'® bodu P vzhledem k trojiihelniku
ABC.

Dikaz. (¢asteény) Predpokladejme, ze P lezi uvnitf trojihelniku ABC. Jelikoz se
piimky AP, BP a CP protinaji v jednom bodé, plati pro pfislusné uhly identita
z goniometrické Cevovy véty, tedy soufin pomeéru sint je roven jedné. Izogonaly ke
zminénym primkam ,déli“ prislusné vnitini thly trojuhelnika ABC na stejné kusy
jako puvodni pfimky AP, BP a CP, ale v opa¢ném poradi. Zminény vyraz tedy
vyjde jako pfevracené cislo nez pro ptivodni primky. To je ale opét jedna, takze
zpétnym pouzitim goniometrické verze Cevovy véty dostavame, Ze se izogonaly také
protinaji v jednom bodé P’'.

O

Pro P mimo trojihelnik bychom postupovali podobné, ale potiebovali bychom
Cevovu vétu i v této situaci. Neobesli bychom se pfi tom bez orientovanych vzdale-
nosti a thld a sinové véty pro orientované thly, proto tuto ¢ast tvrzeni ponechame
bez dikazu. Podivame se ale, pro¢ pro body na opsané kruznici kamarad neexistuje.

Tvrzeni 41. Pokud P lezi na kruznici opsané a neni jednim z vrcholi trojihelniku,

pak jsou izogonaly v tvrzeni o existenci kamaradii rovnobézné.!!

Diikaz. BUNO necht P lezi uvniti oblouku BC neobsahujiciho bod A. Ozna¢me Py,
Pg a Pc obrazy bodu P podle os vnitfnich ahla s pfislusnymi vrcholy. Pak APy je

10V angli¢ting se pouziva termin isogonal conjugate.
1A mohli bychom tedy jeho kamarada definovat jako ,,bod v nekoneénu v p¥islusném sméru®,
provést to korektné by vsak dalo praci.
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izogonala k AP a svird s piimkou BC thel |[<ABC|+|<BAP4| = |[<ABC|+|<PAC]|.
Podobné pfimka C'P¢ svird s pfimkou BC' thel |[<PcCA| + |<ACB| = |[<PCB| +
|<ACB]. Jelikoz P lezi na opsané kruznici, plati |[<PCB| = |[<PAB| a mizeme oba
vyse vyjadiené uhly secist:

|<ABC| + |<PAC| + |<PCB| + |<ACB| = 180°,

protoze |<<PCB|+|<PAC| = |<BAC)|. Z toho uz vidime, ze AP, || CPc. Analogicky
bychom dokézali, Ze i tfeti izogonala je s prvnimi dvéma rovnobézna. O

Cviceni 42. Rozmyslete si, ze kamardd kamarada je opét ptivodni bod.

Stafi znami kamaradi

Tak fajn, ke skoro kazdému bodu v roviné trojihelnika umime najit jeho kamarada.
A k ¢emu je to dobré? Nejsou tfeba néjaci dva kamaradi mezi vyznamnymi body
trojuhelnika, které uz zname? Nasledujici cviceni a tvrzeni na tuto otazku Castecné
odpovi. Ve vsech mame dany trojihelnik ABC' a hovofime-li o néjakych vyznamnych
bodech, jsou to ty jeho.

Cviceni 43. Najdéte vSechny body, které jsou svymi vlastnimi kamarady.
Ndvod. Jsou Ctyfi.
Tvrzeni 44. V daném trojuhelniku jsou body O a H kamaradi.

Diikaz. Plati |[<BAO| = 90° — v = |<HAC|, takze AH je izogonédla k AO. Analo-
gicky odvodime rovnosti i pro zbylé vrcholy. O

Toto tvrzeni neni samo o sobé moc objevné. Uz jsme jej vlastné znali, ale pouze
jako rovnost néjakych ndhodnych thlid. Pamatovat si ho v nasi nové formulaci je ale
vyrazné efektivnéjsi.

Priklad 45. V tétivovém ¢tyiuhelniku ABC D si ozna¢me prusecéik thlopficek jako
P. Déle nazvéme opsisté ¢tyfthelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelniki APB,
BPC, CPD a DPA jako O1, Oz, O3 a O4. Ukazte, ze piimky PO, 01035 a O30,
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Reseni. Pouzijeme ptredchozi tvrzeni na trojihelniky ABP a CDP. Jelikoz je ¢tyt-
thelnik ABC'D tétivovy, jsou tyto trojuihelniky podobné a sdileji osu tihlu u vrcholu
P. Navic plati, ze kdyz jeden z téchto trojihelniki zobrazime podle oné osy, bude
obrazem druhého v néjaké stejnolehlosti se zapornym koeficientem (odpovidé pro-
stfednimu obrazku vlevo za tvrzenim o antirovnobézkich a tétivovosti). Obrazem
PO; podle této osy je tedy jednak pfimka PH,pp a zaroven piimka POs. Toto
vyplyva z predchoziho popisu toho, jak jsou prislusné trojuhelniky podobné, a toho,
7ze zminénd stejnolehlost zobrazuje primky prochazejici jejim stfedem P samy na
sebe. Z toho plyne, ze POj3 je kolmé na AB a analogicky PO je kolmé na C'D, tedy
PO1003 je rovnobéznik (OO je osa strany AB, tedy je na ni kolmé, podobné pro
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0O03). Analogicky bychom dokazali, ze PO200, je rovnobéznik, a jelikoz se tihlo-
pricky v rovnobézniku puli, prochazi vSechny tii pfimky ze zadani stiedem tusecky
PO.

Cviceni 46. (t&z81) Ukazte, ze rovnost |[H| = |IO] plati pravé tehdy, kdyz jeden
z Uhlt trojihelniku je roven 60°.

Ndvod. Bud jsou trojuhelniky ATH a AIO podobné, nebo je AOIH tétivovy Gtyi-
thelnik, to samé plati i pro vrcholy B a C'. Druhd moznost nemiize nastat ve vsech
ptipadech a z prvni plyne, ze AOSC je kosoétverec.

Cviceni 47. Trojuhelnik ABC je ostrothly. Budte D a F body na straniach AB
a AC takové, ze B, C, E a D lezi na kruznici. Dale predpokladejme, ze kruznice
opsand D, E a A protne stranu BC ve dvou bodech X a Y. Ukaite, ze stfed XY je
zaroven patou vysky z A na BC. (Baltic Way 2010)

Ndvod. Stadi dokazat, ze vyska z A obsahuje opsisté trojuhelniku ADFE. Diky anti-
rovnobézZnosti je to totéz, jako Ze kolmice z A na DFE prochézi opsistém trojuhelniku
ABC.

Cviceni 48. (t6781) V trojuhelniku ABC osa tsetky AH protina strany AB a AC
po fadé v bodech D a E. Ukazte, ze |<AOD| = |<<AOE|.

Ndvod. Diky kamaradstvi O a H a tomu, ze DE je osa AH, jsou rovnoramenné
trojihelniky ADH a AOC podobné. Z toho vyvodte, ze |[<AOD| = |<ACH| =
90° — «, a analogicky postupujte pro bod E. (Crux)

Cviceni 49. V roviné se kruznice k1 a ko o stiedech po fadé I; a I protinaji

v bodech A a B. Necht je tihel I; Al; tupy. Teéna ke k1 v bodé A protina ks jesté

v bodé C a tecna ke ko v bodé A protind ki jesté v bodé D. Ozna¢me ks kruZnici

opsanou trojuhelniku BC'D. Necht E je stied toho oblouku C'D kruZnice k3, ktery
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obsahuje bod B. Pfimky AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L.
Dokazte, ze piimky AFE a KL jsou navzdjem kolmé. (MEMO 2011)

Ndvod. Vyuhlete, ze F je opsisté trojuhelniku ACD.

Obecné vlastnosti kamaradi

Zacneme alternativnim zptisobem konstrukce kamarada.

Tvrzeni 50. (Alternativni definice kamardda) Kamardd bodu P je opsisté troji-
helniku s vrcholy v osovych obrazech P pres strany.

Diikaz. Budeme predpokladat, ze P lezi uvnitf trojuhelnika. Jinak je dikaz ob-
dobny, pouze vypocty thld vypadaji trochu jinak. Ozna¢me P’ zminéné opsisté a
déale P. a P, osové obrazy bodu P po fadé pres strany AB a AC. Vrchol A ziejmé
lezi na ose tsecky P.Py, stejné jako bod P’. Diky definici bodd P, a P, pomoci osové
soumérnosti plati |[<PyAP.| = 2, a tedy |<<P' APy| = a. Nyni uz snadno dopo¢itdme
|<P'AC| = |<P!'APg| — |<CAP,| = a — |[<PAC| = a — (o — |<PAB|) = |[<PAB|,
takZe AP je izogonédlni s AP’. Analogicky bychom dokézali i ostatni izogonality, a
tedy P’ je opravdu kamarad bodu P.

O

Poznamka 51. Nase nové definice kamarada by méla selhavat na stejné mnoziné
bod jako definice ptivodni. Ze tomu tak skuteéné je, ¥ika tvrzeni o Simsonové piimce
— trojice bodi na pfimce nemé zadné opsisteé.

Poznamka 52. V prvnim vzorovém feSeni druhé tlohy prvni seridlové série jsme
dokazovali, ze H je opsistém v trojuhelniku O,0,0.. Nyni uz je ndm to jasné z pred-
choziho tvrzeni a toho, ze O a H jsou kamaradi.

Cviceni 53. KruZnice k vytne na kazdé strané trojuhelnika ABC tsecku. Ukazte,
ze potencni stfed kruznic sestrojenych nad témito tseckami je kamarad stfedu kruz-
nice k. (zobecnéné IMO 2008)

Ndvod. Diky predchozimu tvrzeni stac¢i dokdzat, ze opsisté trojuhelnika s vrcholy
v osovych obrazech stfedu k pres strany ma stejnou mocnost k libovolnym dvéma
z kruznic nad priméry. Napiste mocnosti ve tvaru ,,vzdalenost od stfedu na druhou
minus polomér na druhou®.
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Tvrzeni 54. (Six feet theorem) Paty kolmic bodu P a jeho kamardda P’ na strany
trojihelnika ABC' lezi na jedné kruznici.

Dikaz. Oznacme paty kolmic ze zadéni P,, P, P. a P,, P/, P/. Stfed S usecky
PP’ ziejmé lezi na osach tsecek P, P, PP}, P P,.. Jinymi slovy, S je stejné vzdéaleny
vzdy od dvou pat na jedné strané. Staci tedy dokazat, ze lezi také na ose usecky
P,P. (a pak analogicky na dalsich osdch). Nyni pouzijeme tvrzeni o alternativni
konstrukci kamardda. Bod P’ jakozto kamarad bodu P je opsisté osovych obrazt
P pies strany. Oznacéme je O,, O, a O.. Bod P’ tedy specialné lezi na ose tsecky
0y0,. Stejnolehlost se stftedem v P a koeficientem % pak ukazuje, ze S lezi na ose
P, P,., a jsme hotovi. O

Cviceni 55. Uvnit trojuhelniku ABC je dan bod P. Necht A’, B’ , C’ jsou paty
kolmic z P na piislusné strany. KruZnice opsand trojuhelniku A’ B’C’ protind stranu
BC podruhé v bodé A”. Na tise¢ce A” B’ nalezneme bod X takovy, ze |[<XAC| =
|<<PAB|. Ukaite, e |<AXB| = 90°.

Ndvod. Dokreslete kamarada P a pouzijte pfedchozi tvrzeni. Dotihlete.

Symediany
Jedinym zakladnim stfedem trojuhelnika, o jehoz kamaradovi dosud nic nevime, je

Vv

to se jim zaobirat.

Izogonalu k a-t&Znici (tedy pfimce AAp) budeme nazyvat a-symedidnou. Kamarad
t&7iste, ktery je zfejmé priise¢ikem symedidn, nazyvame Lemoindv'? bod a znacime
jej K.

12Emile Lemoine ([lemudn]; 1840-1912) byl francouzsky inZenyr a matematik.
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Nyni se podivame na vlastnosti symedidn, na Lemointv bod si posvitime pristé.

Tvrzeni 56. (O priseéiku teen) Je dédn trojihelnik ABC'. Priisecik tecen ke kruz-
nici jemu opsané vedenych body B a C ozna¢me S. Pak AS je a-symedidna.

Dikaz. Bodem S vedme antirovnobézku k BC vzhledem k tthlu BAC a jeji pruse-
¢ky s pfimkami AB a AC ozna¢me X a Y. Diky antirovnobéznosti plati |[<XY A| =
B a diky vlastnostem C'S (usekovy thel) plati |[<SCY| = B. Trojthelnik CSY je
tedy rovnoramenny se zékladnou C'Y. Analogicky je trojuhelnik BXS je rovnora-
menny se zékladnou BX. Diky definici bodu S (stejné dlouhé useky teéen) je tedy S
stfedem tsecky XY. Nyni uz by ndm mélo byt jasné, ze AS je a-symedidna, protoze
je ,téZnici viici antirovnobézce“. Presnéji feceno, osova soumérnost podle osy tthlu
BAC zobrazi XY na rovnobézku s BC' a pfimku AS na spojnici bodu A a jejiho
stedu, ¢ili a-téZnici. Tedy AS je izogonala k a-téznici, neboli a-symediana.

O

Cviceni 57. V ostrothlém trojuhelniku lezi symedidna vZdy mezi osou thlu a
vyskou.

Ndvod. Poutzijte posledni tvrzeni a dokreslete bod S.

Cviceni 58. Symedidna z vrcholu A je mnozina vnitinich bodu X thlu BAC,
jejichz pomér vzdalenosti od strany b a ¢ je roven b/c.

Ndvod. Pro kazdy bod téznice je tento pomér piesné opacny.

Cviéeni 59. Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AC| = 2|AB|. Ke kruznici k jemu
opsané sestrojme teény v bodech A a C a jejich prisec¢ik oznac¢me P. DokaZte, Ze
prusecik pfimky BP a osy strany BC' lezi na kruznici k. (Vybérko 2013)

Ndvod. Poznejte symedidanu, dokreslete pfislusny stied strany a dokazte, Ze ona
symediana protina k ve stfedu oblouku BC.
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Cviceni 60. Symedidna je mnozina stied antirovnobézek s protéjsi stranou.

Ndvod. Je to jen ,izogondlni“ verze faktu, Ze téznice je mnozina stfedt rovnobézek
s protéjsi stranou a také dusledek posledniho tvrzeni.

Zaveér
The only angle from which to approach a problem is the TRY-Angle. — nezndmy
autor

Gratulujeme vSem, ktefi docetli seridl az sem. V pristim dile se muzete tésit na
drsnéjsi pokracovani povidani o kamaradech, konkrétné ptjde o vlastnosti Lemoi-
nova bodu a o néjaké dalsi dvojice kamaradu. Dale s nami pak, alespori doufdme,
stanete v zasu nad Ponceletovym porismatem a vétami od pant jako Feuerbach
nebo Fontené.

Prejeme dobré napady pri feSeni tloh druhé seridlové série, jejiz tlohy jsou fazeny
ne podle obtiZnosti, ale podle témat v potadi kopirujicim druhy dil seridlu.!? S jaky-
mikoliv dotazy k zadanim tloh, ke cvienim (jsme si védomi toho, Ze névody k nim
jsou nékdy hodné struéné) nebo k emukoliv jinému se na nas nevéhejte obratit.

autofi

13 Tentokrat to nejen nenapadné naznadime.
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Geometrie trojuahelnika 3 — Trojahelnik vraci
ahel

Hamiltonova kruznice se dotyka Pascalova trojuhelniku v bodé varu. — neznamy autor

Vitejte u dalsiho dilu seridlu. V tomto dile uz budeme skutec¢né pracovat s tézkym kalibrem.
Zacneme pokrac¢ovanim z minulého dilu, povidanim o Lemoinové bodé a Tuckerovych kruznicich.
Zadefinujeme Gergonnuv a Nageliv bod a vyslovime dalsi kamaradska tvrzeni. Potom nas bude
éekat Ponceletovo porisma, které nésledné rozsifime na obecnéjsi tvrzeni (stéle zvané Ponceletovo
porisma). Zakonéime formulaci Feuerbachovy véty, kterou rozsifime na takzvanou t¥eti Fonteného
vétu. Tu pak spole¢né s prvnimi dvéma dokazeme.

Lemoinuv bod

Minuly dil jsme zakonéili zkoumanim symedian a slibili jsme si néco fict o jejich pruseéiku —
Lemoinové! bodu, jenz zna¢ime K. Nez se do toho pustime, piipomeneme si kratce symediany,
nebot je budeme hodné pouzivat.

Tvrzeni. (Opakovani o symedidndch) Je ddn trojuhelnik ABC. Izogondly (pfimky osové sou-
mérné podle pfislusnych os thli) k téznicim se nazyvaji symedidny a protinaji se v Lemoinové
bodé. Symedidna z bodu A (a-symedidna) je mnozinou stfedu vSech antirovnobézek (jakozto tse-
¢ek s krajnimi body na pfimkdch AB a AC) se stranou BC (vi¢i thlu BAC). Také je mnozinou
vsech takovych bodu roviny, jejichz pomér vzdalenosti od piimek AB a AC je roven %.
Cvic¢eni. Ke strandm AB a AC trojihelnika ABC pfipiSeme zvenku ctverce a prusecik jejich
stran rovnobéznych s pfimkami AB a AC (ale riznych od nich) oznaéime X. Dokazte, ze X lezi
na a-symediané.

Ndvod. Bod X mé spravny pomér vzdélenosti od AB a AC.

Ted uz nam? nic nebrani pustit se do Lemoinova bodu.

Tvrzeni. (Kosinova kruznice) Kdyz bodem K vedeme antirovnobézky se stranami, vytnou na
strandch trojihelnika (pFfesnéji na pfimkéach jimi uréenych) Sestici bodu leZicich na jedné kruznici.
Stiedem této kruznice je bod K.

Dikaz.  Z opakovaciho tvrzeni vime, ze K lezi ve stfedu vSech t¥i antirovnobézek. Stacéi tedy
dokézat, ze pruseciky antirovnobézek s AB a AC se stranou BC' tvofi spolu s K rovnoramenny
trojuhelnik. To je ale jasné diky antirovnobézkam — oba vnitfni tthly zminéného trojuhelnika pii
strané lezici na BC maji velikost a@ = |<{BAC/|. Analogicka tvrzeni plati pro zbylé dvé antirovno-
bézky a my vidime, ze K je skutecné od vSech Sesti bodu stejné vzdaleny.

IEmile Lemoine ([lemuén]; 1840-1912) byl francouzsky inZzenjyr a matematik. Mame ho radi.
2A vam snad také ne.



Cviceni. Dokazte, Ze Sest bodli z posledniho tvrzeni lezi uvnitf stran, pravé kdyz je dany troju-
helnik ostrouhly.

Ndvod. Zkoumejte limitni ptripad, kdy je néjakou z antirovnobézek z minulého tvrzeni primo
symedidna. Zbyvéa dokdzat nerovnost pro thel u symedidny (ten je z definice roven néjakému thlu
u téznice) v ostrothlém trojuhelniku.

Cvic¢eni. Dokazte, Zze v pravothlém trojuhelniku lezi Lemoinuv bod na nékteré vysce.

Cviceni. (tézsi) Ukazte, ze trojice useéek spojujicich stied strany se stfedem odpovidajici vysky
prochazi Lemoinovym bodem.

Ndvod. Ukazte, ze kazda z pfimek je mnozina stfedd obdélnikti vepsanych do ABC' lezicich na
jedné ze stran. Rozmyslete si, ze vSechny vepsané obdélniky lezici na BC' dostanete aplikovanim
vhodné stejnolehlosti se stfedem v A na néjaky obdélnik zvenku pripsany ke strané BC, jehoz
stied umite dobfe popsat. Dopocitejte. Také se d4 rovnomérné hybat s jednim vrcholem BUNO po
AB a nahlédnout, ze stfed obdélnika se pohybuje po spravné tisec¢ce. Nakonec pouzijte kosinovou
kruznici.

Tvrzeni. (Tuckerovy kruznice) Uvazme vhodnou® stejnolehlost se sttedem v K a obrazy piimek
AB, BC a CA v ni. Ty vytnou na obvodu trojuhelnika Sestici bodi lezicich na kruznici, jejiz stfed
lezi na tsecce OK. Takové kruznice nazyvame Tuckerovy kruznice.

Dikaz.

B CBBC ¢

Oznac¢me si priiseéiky podle obrazku. Ctyithelnik AB4A’C4 je ziejmé rovnobéznik, takze tsecka
B4C 4 jerozptlena a-symedidnou. Z toho plyne, Ze je to antirovnobézka s BC'. Vskutku, necht By X
je antirovnobézka s BC a X lezi na AC. Pak i By X je rozpilena a-symedianou (opakovaci tvrzeni),
z ¢ehoz plyne, ze XC4 je rovnobézna s a-symedianou, ¢ili musi byt X = C4. S pomoci tohoto
a analogickych tvrzeni jsou vSechny t¥i ,rohové* trojuhelnicky (AB4C4 a dalsi dva) podobné

30mezime se jen na takové piipady, v nichz kazda z téchto zobrazenych piimek protini strany
(tise¢ky) trojuhelnika ABC pravé ve dvou bodech. Koeficient stejnolehlosti budeme tedy uvazovat
z intervalu (z, 1), kde z je vhodné zaporné ¢islo. Nakreslete si v Geogebfe.
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trojuhelniku ABC. Specialné je ¢tyifuhelnik BjCyAc Be rovnoramenny lichobéznik, tedy jeho
vrcholy lezi na jedné kruznici, a analogicky pro zbylé dvé strany.

Nabizi se otazka, zda uz je z toho jasné, ze vSech Sest bodi lezi na jedné kruznici. Uplné jasné
to neni, ale pomuzeme si jednoduchym trikem. Dejme tomu, Ze by se ve skute¢nosti jednalo o tii
rizné kruznice (zfejmé nemohou byt pravé dvé rizné). Pak ale chordaly jejich dvojic jsou p¥imky
AB, BC a CA. Ty se maji podle tvrzeni o poten¢nim stfedu protinat, coz ale evidentné neplati.
Takze musi byt vSechny t¥i kruznice shodné a jsme hotovi, co se tyce koncykli¢nosti.

Nyni uvazme stejnolehlost se stfedem v K takovou, ze obraz bodu A je stfed rovnobéznika
ABAA'C4 (oznatme jej R) a ozna¢me S obraz opsisté O v ni. Obraz teény ke kruznici opsané
ABC vedené bodem A je pfimka BaC 4, protoze prvni z nich prochazi bodem A, druhd bodem
R a obé jsou antirovnobézné s BC (u teény to plyne z tGsekového tihlu). Dale AO se zobrazi na
RS (z definice), a tedy RS je kolmice na B4C 4 prochézejici jejim stiedem, ¢ili je to osa usecky
BAC 4. Analogicky bychom dokézali, ze S lezi i na dalsich osach, takze S je stfedem nas$i Tuckerovy
kruznice.

Dusledek. (Lemoinova kruznice) Rovnobézky se stranami vedené bodem K vytnou na obvodu
trojuhelnika Sestici bodii, které lezi na jedné kruznici, kterou nazyvame Lemoinova krusnice.* Jeji
stred je stfedem usecky OK.

Dukaz. Je to Tuckerova kruznice pro ,koeficient stejnolehlosti rovny nule“. Pfisné vzato by takova
stejnolehlost vSechny t¥i pfimky zobrazila do bodu K. My ji ale v tomto pfipadé bereme tak, ze
je posune do nulové vzdalenosti od K, tedy uvazujeme trojici rovnobézek se stranami vedenych
bodem K. Jeji existence by se dokazala zcela analogicky jako v pripadé Tuckerovych kruznic (onu
stejnolehlost jsme pouzivali pouze na rovnobéznost se stranami, takze ivahy o rovnobéznicich atd.
projdou uplné stejné). Jelikoz v nasem ptipadé splyva bod A’ z minulého dikazu s bodem K, musi
mit stejnolehlost pouzita v jeho posledni ¢asti koeficient %, z ¢ehoz plyne, ze jeji stied lezi uprostied
usecky OK.

Na tvrzeni o Tuckerovych kruznicich 1ze pohlizet i jinak. V dikazu jsme nakreslili néjaké rovno-
bézky se stranami a dokézali, Ze spojnice jejich priseéiki jsou antirovnobézky (s né¢im, viz dikaz
a obrazek). Vytvofili jsme tedy Sestitthelnik (pfesnéji uzavienou lomenou ¢aru o Sesti usecich),
ktery dvakrat ,,objede“ obvod trojuhelnika a je tvofen stfidavé rovnobézkami a antirovnobézkami
s protéjsi stranou. To vede k nasledujici formulaci tvrzeni o Tuckerovych kruznicich.

Cviéeni. (Tuckertiv magicky Sestitthelnik®) Zvolme bod na obvodu trojihelnika. Konstruujme
lomenou c¢aru s vrcholy na sousednich stranach po sméru hodinovych rucicek, jejiz tseky jsou
stiidavé rovnobézkami a antirovnobézkami s protéjsi stranou. Pfedpokladejme, ze cela lezi uvnitf
trojuhelnika. Dokazte, Ze tato lomena Cara se po Sesti secich uzavie a jeji vrcholy lezi na kruznici
se stifedem na tsecce OK.

Ndvod. Staci dokazat, ze ,rovnobézkové Casti“ lomené Cary se protinaji na symedidnach. Z toho
uz plyne, ze jsme je mohli obdrzet z pfimek AB, BC a C'A pomoci vhodné stejnolehlosti se stfedem
v K. Tim jsme prevedli ulohu na tvrzeni o Tuckerovych kruznicich. Prvni zminénou vlastnost ale
snadno dostaneme z obracené uvahy o rovnobézniku — jeho vrchol a stfed thlopficky (antirovno-
bézka) lezi na symediané, tedy tam lezi i jeho protéjsi vrchol.

Na této formulaci je pozoruhodné, ze Lemointv bod K se objevi az pfi zkouméani stfedu vysledné
kruznice — konstrukce lomené ¢ary ho nijak nepouziva.

4Terminologie kolem Lemoinovy a kosinové kruznice kolisa. Napiiklad v angli¢tiné pfevazuje
po fadé First Lemoine Circle a Second Lemoine Circle, v ¢estiné se jim nékdy rikd prvni a druha
Lemoinova kruznice, avSak naopak.

5Nazev je odvozen od notoricky zndmého kabaretniho triku, ve kterém iluzionista vyzve divéka,
aby ve zcela obycCejném trojuhelniku zacal dokola po jeho obvodu kreslit stfidavé rovnobézky a
antirovnobézky.



Je dobré si uvédomit, jaké specialni pripady Tuckerovych kruZnic uz zname. Pokud zvolime
stejnolehlost s koeficientem 1 (coz striktné vzato nesmime, ale je to limitni p¥ipad), zdegeneruji
antirovnobézky do bodu a vysledkem bude samotny obvod trojuhelnika, potazmo jeho kruznice
opsana. Pro ,nulovy koeficient dostaneme Lemoinovu kruznici. Pokud budeme pokracovat dal
(posleme koeficient do zapornych éisel) a rovnobézky budeme kreslit ,az za“ bod K, projdou
v jednom okamziku bodem K vSechny antirovnobézky, kterézto situaci odpovida tvrzeni o kosinové
kruznici. Ze se tak pro viechny t¥i antirovnobézky stane v jednom okamziku, plyne z toho, ze pomér
% Ize vyjadrit jen pomoci koeficientu ptuvodni stejnolehlosti, takze bod R a jeho dva analogy
splynou s bodem K ve stejném okamziku.

Cviceni. Ukazte, ze kosinova kruznice je rozpulena Lemoinovou kruznici.
Ndvod. Staci, ze K lezi na jejich chordale.

Necht X je bod uvnit¥ trojuhelnika ABC. Jeho dpatnicovym® trojihelnikem myslime trojthel-
nik s vrcholy v patach kolmic z X na strany AB, BC a C'A. S pouzitim tohoto pojmu miizeme
napfiklad Tvrzeni 54 z minulého dilu (Six feet theorem) zformulovat tak, Ze Gpatnicové trojahelniky
kamaradu sdileji kruznici opsanou.

Vzhledem k tomu, kolik véci o Lemoinové bodu plati, bylo by zvlastni, aby Zaddné znamé tvrzeni
neneslo jméno stejného velikana.

trojuhelnika.

There is no royal road to geometry. — Eukleides

Dikaz. Jak naznacuje citat, budeme muset trochu pocitat. Oznaéme paty kolmic z K na strany
BC, AC a AB po fadé D, E a F a dale pruseCik prfimky DK s tseCkou EF jako P. Pro
prvni implikaci staci dokazat, ze bod P je stfedem usecky EF. Tim bude pfimka PK téznici
v trojuhelniku DEF na stranu EF a analogicky to bude platit pro ostatni strany, ¢ili K bude

|FP| = |FK|S2IZEEP] A nalogicky z trojihelniku K PE odvodime |EP| = |K B|S22PEEL piyy

sin [<FPK]| sin |[<K PE|
pravym uhlim u boda E a F (paty kolmic) vime, ze |<{FKP| = a |[<EKP| =~. Jelikoz K lezi
na a-symediané a vzdalenost od pfimky se méfi na komici, plati ;ﬁg} = % Dohromady dostavame
sin 8 )
|[FP| |FK| sinj<FPK|] _ csinf _ 1
- sin y - : -
|PE| |EK] SIaRPE bsin~y

coZ plyne ze sinové véty pro trojuhelnik ABC' (v pfedposledni rovnosti jsme vyuzili, Ze thly, jejichz
soudet je 180°, maji stejnou hodnotu sinu).

STento nazev je sice krasné Gesky, ale téméi vyhradné se misto néj pouziva anglicky pedal
triangle.
4



uvazme stejnou konstrukci jako na obrazku (pro jednoduchost pouzijeme i stejné oznaceni, pouze
misto K mame X ). Postupem podobnym tomu z pfedchozi ¢asti mazeme vyjad¥it pomér délek X F
a XF jako

sin [<KFPX| .
| XF| _ |FP| —snB siny ¢

|IXE| ~ |PE| sinl<XPEl ~ ging ~ p’
sin ~y

z ¢ehoz vyvodime, ze X lezi na a-symediané. Analogicky lezi i na zbylych dvou symedianach, tedy
plati X = K.

Ukazeme si, jak lze teorii ziskanou v této ¢asti aplikovat na tlohu, jejiz formulace obsahuje jen
ty nejzékladngjsi stiedy, a piesto je k jejimu FeSeni potfeba’ teorie z této Gasti seridlu.

Piiklad. T¥i téznice déli trojuhelnik ABC na Sest trojuhelnika. Ukazte, ze jejich opsisté lezi na
jedné kruznici.

Reseni. Vrcholy A, B a C vedme kolmice na pfislusné téznice. Tak vznikne trojihelnik, v némz

je Lemointv bod v novém trojuhelniku.

"Pravdépodobné; autoriim neni znam jednodussi dikaz.
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Kdyz se ale podivame na obrazek, jsou opsisté malych trojihelnicka néjak divné uvnitt a kruz-
nice, kterou by mély urcovat, nevypada povédomé. Neni ale tfeba si zoufat. Uvazujme stejnolehlost
se stfedem v T (jako vzdy stejnolehlime z Lemoinova bodu) a koeficientem 2. Kam se p¥i ni zobrazi
naSich sest opsist? Kazdé z nich lezi na osach stran malych trojuhelni¢ki, jejich obrazy tedy budou
leZet na piimkach dvakrat vzdalenéjsich od T'. Specialné kazdy z obrazu opsist lezi na osach spoj-
trojuahelniku, protoze ten méa strany kolmé na téznice v ABC.

Nyni sta¢i dokazat, ze téchto Sest bodu na obvodu trojuhelnika, v némz néco vime o Lemoinové
bodu, lezi na kruznici. Zni to povédomé? Asi tusite, ze nase kruznice je jedna z Tuckerovych.
Ozna¢me By stfed strany AC a zobrazend opsisté trojuhelnikit AT By a CT Bg po fadé X a Y (viz
obréazek). Obé& plivodni opsisté lezi na ose tsecky T By, takze X a Y lezi na kolmici na b-téZnici
vedené bodem By. To je jedna ze stran velkého trojihelnika (kolmice na b-téZnici vedena bodem
B) zobrazena ve stejnolehlosti se stfedem v T' a koeficientem —%. Analogicky to plati i pro zbylé
dvé dvojice sousednich trojihelnickt. Tedy nase Sestice bodu lezi na Tuckerové kruznici ve velkém
trojihelniku odpovidajici koeficientu — 1.

Cviéeni. (KruZnice Sesti bodd) Z paty vysky z vrcholu A trojuhelniku ABC' spustime kolmice
na strany AB a AC' a uvazime jejich paty. Podobné sestrojime dalsi ¢tyfi paty. Dokazte, Ze vSech
Sest takto ziskanych bodu lezi na kruznici.

Ndvod. Je to jedna z Tuckerovych kruznic. Spojte body lomenou carou stfidavé rovnobéznou a
antirovnobéznou s protéjsi stranou.

trojuhelnika lezi na primce T H.

Navod. Pouzijte Lemoine theorem stejné jako v poslednim piikladé. Vzpomeiite si na Eulerovu
primku a Six feet theorem.



Dalsi kamaradi

jej timto prohlasujeme za dostateéné prozkoumany. Z téch pokrocilejsich stiedu jsme jesté nemlu-
vili o kamaradovi stfedu Feuerbachovy kruznice F. Nasledujici tvrzeni to alespon informativné
napravuje, nebudeme ho totiz dokazovat.

Tvrzeni. Kamardd bodu F (stfedu Feuerbachovy kruznice) je priise¢ik piimek AO,4, BOp a
CO¢, kde O 4 je opsisté trojuhelniku OBC' atd.

A kde jesté muzeme potkat kamarady? Jste-li alesponi trochu obezndmeni s elipsami, mtzete si
dokazat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Ohniska elipsy vepsané do trojuhelniku spolu kamaradi.
A nakonec jedno malé okénko do tfetiho rozméru.

Cviceni. Koule vepsana ¢tyfsténu ABCD se dotyka stény ABC' v bodé E. Koule jemu pfipsana
vzhledem k vrcholu D se stény ABC dotyka v bodé F'. Dokazte, ze E a F' jsou kamaradi v troju-
helniku ABC. (MKS-33-3j-7)

Ndvod. Dokazte izogonalitu v jednom vrcholu. Vepsana koule a pripsanéd koule jsou stejnolehlé
podle D. Pomoci toho a stejnych tecen najdéte shodné trojuhelniky a dopocitejte. Podivejte se na
feSeni. :-)

Kdybyste stale nebyli zcela presvédceni, ze jsou kamaradi v geometrii trojihelnika opravdu na
kazdém rohu, dalsi kapitolka by to mohla napravit.

Gergonniiv a Nageluv bod

Abychom neméli v seridlu malo exoticky znéjicich jmen, pridame si dvé dalsi.

Meéjme trojuhelnik ABC. Dotyky jeho kruznice vepsané se stranami BC, AC a AB oznacime
po tadé D, E, F a dotyky kruznic pfipsanych ke stejnym strandm po fadé P, Q a R. Z Cevovy
véty (viz zacatek sekce o kamaradech z prvniho dilu) plyne, Ze se usecky AD, BE a C'F protinaji
v jednom bodé. Opravdu, jelikoz se jedna o kruznici vepsanou, plati diky stejné dlouhym tsekim
tecen |AF| = |AE|, |BF| = |BD| a |CD| = |CE|, takze pomér z Cevovy véty vyjde 1. Tento
priiseéik nazyvame Gergonnovym® bodem a znadime jej G. Jelikoz jsou na kazdé strané body
dotyku vepsané a opsané kruznice symetrické podle stfedu oné strany (viz Tvrzeni 48 z prvniho
dilu), plyne z Cevovy véty, ze se tsec¢ky AP, BQ a CR protinaji v jednom bodé&. Ten nazyvime
Nageliv® bod a znacéime jej N.

Cviceni. Pifi znadeni zavedeném vySe plati, ze Gergonnuv bod v trojihelniku ABC' je Lemoino-
vym bodem trojuhelnika DEF'.
Ndavod. Vzpomente si na Tvrzeni o pruseciku teCen z minulého dilu.

Cviceni. (téz8i) Nageltv bod trojahelniku ze stfednich pficek je vepsistém ptvodniho trojuhel-
niku. Dokazte.

Ndvod. Nejprve dokazte pomocné tvrzeni: Necht ABCD je rovnobéznik a body X, Y lezi postupné
na jeho stranach BC a CD tak, ze |[BX| = |DY|. Ozna¢me Z prusecik tseéek BY a DX. Dokazte,

8 Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) byl francouzsky matematik a logik.
9Christian Heinrich von Nagel (1803-1882) byl némecky matematik a geometr.
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ze primka AZ je osou thlu BAD. Toto tvrzeni aplikujte na kazdy z rovnobéznikt vzniklych v daném
trojuhelniku po dokresleni stfednich pricek.

Dusledek. Jelikoz je Nageliv bod trojuhelnika ze stiednich pficek (&ili vepsisté piivodniho troj-
koeficientem —%, lezi body I, T a N na jedné p¥imce v poméru |IT|: |[TN| =1 : 2. Tato pfimka
se nazyva Nagelova primka.

Pred nésledujicimi dvéma tvrzenimi je dobré si pfipomenout, ze dvé kruznice (az na degenero-
vané piipady) maji dva stiedy stejnolehlosti, z nichZ jedna m4 kladny koeficient a druhé zaporny.

Tvrzeni. Kamarddem Gergonnova bodu G je stfed zaporné stejnolehlosti zobrazujici opsanou
kruznici na vepsanou.

Dikaz. Na tvod poznamenejme, ze tento dikaz funguje pouze pro situace podobné té na nasem
obrazku, ostatni pfipady nebudeme rozebirat. Ozna¢me D, E a F' doteky vepsané kruznice po fadé
se stranami BC, AC' a AB. Gergonnuv bod ozna¢me G, obraz bodu E v osové soumérnosti podle
osy vnitiniho thlu ABC oznaéme B’ a obraz bodu F' v osové soumérnosti podle osy vnit¥niho tthlu
ACB ozna¢me C’. JelikoZ je vepsana kruznice osové soumérna podle osy uhlu, lezi body B’ a C’ na
ni. Piimky BB’ a CC’ jsou izogonaly pfimek BG a BE, takze jejich pruseéik je kamardd bodu G.
Oznacme jej sugestivné H . Pokud dokéZeme, ze je pfimka B’C’ rovnobézna s BC, budeme mit
|H-B| _ |H C|
|H—B'| = |H—C'|
definovany bod A’ dostaneme, Ze stejnolehlost se stfedem v H~ majici takovy (rozmyslete si, Ze
musi byt zaporny) koeficient, aby se bod B zobrazil na B’, zobrazuje i C' na C’ a A na A’. Zobrazuje
na sebe tedy i kruznice opsané témto trojicim, coz jsou presné kruznice opsana a vepsana.

vyhrano, protoze pak bude platit . Z toho a z analogickych tvrzeni pro analogicky

Vratme se k ditkazu zminéné rovnobéznosti. Vyjadfime velikost thlu DIB’. Plati |<<DIB'| =
|<<DIE|—|<{EIB’|. Z deltoidu IDCE vidime, ze |<{DIE| = 180° —~. Déle necht te¢na ke kruznici
vepsané vedena bodem B’ protne stranu AC v bodé X. Vzhledem ke konstrukci bodu B’ musi byt
tato te¢na osové soumérnd s pfimkou AC podle osy thlu ABC. Z toho dopoéitame |<{EIB'| =
|<{B’XC| = 180° — (360° — 2cx — 3). Ziskané vztahy dosadime do prvniho vypoctu a dostavame

|<IDIB'| = 180° — v — 180° + 360° — 2a — 8 = 180° — av.
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Vzhledem k tomu, Ze tato hodnota nezavisi na 8 a 7, musi byt ze symetrie stejnd jako velikost
thlu DIC’. Jelikoz je tisecka ID kolma na BC, plyne z dokdzaného, Ze je tisetka B’C’ opravdu
rovnobézna s BC, a jsme hotovi.

Z podobnych avah vyplyva néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Kamarddem Nagelova bodu N je stied kladné stejnolehlosti zobrazujici opsanou kruz-
nici na vepsanou.

Ponceletovo porisma

Kruznice je zakulacend primka s dirou uprostred. — nezndmy autor
V tomto oddile bude tfeba zavzpominat na predchazejici dil. Konkrétné budeme pracovat se
Svrékovymi body, antisvrky a nékterymi jejich vlastnostmi.

Véta. (Eulerova formule, Ponceletovo porisma) Necht kruznice w se stfedem I a polomérem r
lezi uvnitf kruznice I' se stfedem O a polomérem R. Necht A, B a C jsou body na I' takové, ze AB
i AC se dotykaji w. Potom se BC dotyka w pravé tehdy, kdyz R? — |OI|?> = 2Rr.

Dikaz.  Zjevné plati, ze BC se dotykd w pravé tehdy, kdyz je w kruznice vepsana trojuhelniku
ABC.

Ny

[ 10)

Sa

Oznaéme jako Sy a N Svrékiv bod a anti§vrk piislugné A v trojuhelniku ABC. Déle bud
Z bod dotyku AB s w. Zjevné AI je osou uhlu BAC, takze S, lezi na AI. Proto |<\UUAZ| =
|<tSAAB| = |<<SaNaB|. Navic zjevné |{TAZI| = 90° = |<N4BS4|. Trojthelniky AZI a NsBSa
jsou tudiz podobné.
Proto
|AI| - |BSa| = |SaNa| - |IZ| = 2Rr.

Zaroven z mocnosti I ku I' plyne

|AI|-|I84| = R? — |OI%.
9



Z toho vyvodime, ze R? — |OI|?> = 2Rr pravé tehdy, kdyz |ISa| = |BS4|. Ale protoze I lezi na
AS 4, je I vepsisté trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz [IS4| = |BS|. Tim méame hotovo.

Implikaci ,,pokud w je kruznice vepsana, potom R2Z — |OI\2 = 2Rr* se obvykle fikad Eulerova
formule,'0 zatimco implikace ,,pokud R? — |OI|? = 2Rr, potom w je kruznice vepsand“ se obcas
oznacuje jako Ponceletovo porisma. Toto oznaceni je ovsem ponékud zavadéjici, protoze Ponceletovo
porisma je daleko obecnéjsi tvrzeni, které nemluvi jen o trojuhelnicich, ale i o mnohothelnicich a
dokonce i o jesté obecnéjsich utvarech.

Protoze se jedna o velmi zajimavou geometrii, v nasledujicich nékolika odstavcich si Ponceletovo
porisma priblizime v jeho plné krase. Musime se ovSem pfipravit na par véci, které nas tam cekaji.

Zaprvé prekroCime pravomoce dané jménem seridlu, tj. nepijde nam pouze o geometrii troju-
helnika, nybrz i o daleko riznorodéjsi figury. Vézte, ze se za toto pro nic za nic poruseni pranic
tradic a hranic omlouvame, a pokud to va§ hnév nesmiii, budeme se i nalezitym zpisobem kati.ll

Zadruhé bude velkd ¢ast nasledujiciho vykladu podéana zpusobem, ktery bychom lidové nazvali
,mlha“ nebo ,,mavani rukama“, tj. leccos bude podano neformalné a s nevelkou dbalosti na detaily.
Je tomu tak proto, Ze pro presné definice, formalné spravné popisy a fadny diukaz bychom potifebo-
vali strasidelna slova jako ,limita“ a ,integral, ktera zde nechceme (a kvili nedostatku mista ani
nemiizeme) zavadét.1? Navic bychom se tim pfilis ponofili do algebry a misto kresleni neobvyklych
obrazki bychom jenom pfidavali a pfeskupovali symboly, dokud by to nevyslo. A to ptfece nikdo
nechce.

Zatieti muze byt nadchéazejici ¢ast z vyse uvedenych diivodi ponékud obtizna. Nebojte se ji pti
prvnim (a tfeba i jakémkoliv dalsim) ¢teni preskoéit. Slibujeme, Ze zadna seridlova uloha nebude
stavét na ni. Uvadime ji pouze proto, ze nam prijde dobra.

Nyni se uz kone¢né pustme do préce.

Na vyse uvedené verzi Ponceletova porismatu nas nebude p¥ilis zajimat vztah R2—|0OI|? = 2Rr,
ten je spiSe nahodny. Uchopitelnéjsi myslenka, ktera odtud plyne, je nasledujici: Predstavte si,
ze vam nékdo dal obrazek, na kterém jsou nakresleny dvé kruznice. Dostanete za tikol nakreslit
trojuhelnik, pro ktery je jedna ze zadanych kruznic kruznici opsanou a druhéa kruznici vepsanou.
Pokud byste méli k dispozici i jeden z vrcholt tohoto trojahelnika, pak je to jednoduché — z prvniho
vrcholu udélat te¢nu k vepsané, tu protnout s opsanou, tim ziskat druhy vrchol a dal pokracovat
stejné. Jenze co kdyz ten prvni vrchol neméate? Inu, Ponceletovo porisma fikd, Ze to nevadi — pokud
tento postup funguje v néjakém bodé kruznice opsané, pak funguje v kaZdém jejim bodé. Plati
totiz, Ze libovolném bodé uspéjeme pravé tehdy, kdyz |OI|? = R? — 2Rr, coz je nezavislé na volbé
bodu.

10Zptisob, jakym jsme ji zavedli, je oviem ponékud nestandardni a mo#na z néj Gplné dobie
neni vidét, co tato formule vlastné fika. Klasické znéni je nasledujici: Pokud ABC je trojuhelnik
s vepsistém I, opsistém O, a poloméry kruznice vepsané a opsané postupné r a R, pak |OI|? =
R?2 —2Rr.

11Své kreativni navrhy odpovidajicich trest, zptisobtl pokani a muéicich technik miizete zasilat
na e-mail mks@mff.cuni.cz.

12Misto nich budeme pouzivat slova jako ,maly“, ,skoro“ a ,pfiblizn&“.
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Nyni si Ponceletovo porisma zobecnime. Predstavte si, ze jste dostali stejnou tlohu jako predtim
(méte tedy na papife nakreslenou kruznici I', kterd mé byt opsand, a v ni mensi kruznici w, kterd ma
byt vepsanal3), jen nemate za tikol sestrojit trojihelnik, nybrz obecnéjsi itvar — uzavienou lomenou
¢aru. No, co délat, zacnete v ndhodném bodé a potom, co nakreslite k tsecek a celou kruznici I'
obkrouzite n-krat, se skute¢né ndhodou vratite do vychoziho bodu. Inu, obecné Ponceletovo porisma
tvrdi, Ze pokud vadm to jednou takhle vyslo, pak at za¢nete kdekoliv, vzdy se po k useckach a n
obejitich celé kruznice vratite na vychozi pozici. (VSimnéte si, Ze vyse uvedené tvrzeni je specialni
pfipad pro k =3 an=1.)

13Ve skute¢nosti se nemusi ani jednat o kruznice; aby tvrzeni fungovalo, sta¢i uvazovat kuzelo-
secky. Ale to uz je skute¢né nad ramec naseho seridlu.
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Diikaz je vskutku podivuhodny. Piedstavte si, Ze po obvodu I' postavite zed. A ne jen tak

ledajakou, nybrz takovou, kterd ma v kazdém bodé X kruznice I' vysku rovnou d(lx) , kde d(X)

znadi délku te¢ny z X k w. K ¢emu vam takova zed bude?

Uvazujte tétivu PQ kruznice I'. Tétiva PQ rozdéluje zed na dvé éasti. Necht S(PQ) je povrch
té casti zdi, ktera prislusi oblouku I' sméfujicimu od P do @ po sméru hodinovych rucicek. Dulezité
pozorovani je, ze pokud se PQ dotyka w, pak hodnota S(PQ) je nezavisla na konkrétni poloze PQ.
To rozhodné neni vidét, a pravé tuto ¢ast nebudeme délat p¥ilis rigorézné. Presto se pokusime ji
trochu priblizit.
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Vezméme si dvé tétivy, PQ a P’'Q’, které se dotykaji w, a to konkrétné takové, aby body P a P’
byly u sebe blizko (BUNO tak, ze P’ je kousek po sméru hodinovych ruéicek od P). Protoze S(PQ)
i S(P'Q’") obé obsahuji S(P’Q), staéi ukdzat, ze S(PP’) = S(QQ’). Bud T pruse¢ik PQ a P'Q’.
Vsimnéme si, ze délka oblouku PP’ je skoro rovna |PP’| a analogicky délka oblouku QQ’ je témér
rovna |QQ’|. Navic T je velmi blizko bodtim dotyku PQ a P'Q’ s w, takze'* d(P) ~ |PT| ~ d(P/)
a analogicky d(Q) =~ |Q'T| ~ d(Q’). Proto S(PP’) a S(QQ’) umime pfiblizné vyjadrit jako |

a 13-

Mohlo by se zdat, ze jsme nic objevného nezjistili. N&jaké aproximace!® S(PP’) a S(QQ') jsou
sice stejné, ale protoze S(PP’) i S(QQ’) jsou (z toho, jak jsme volili PQ a P’Q’) takika nula, tak
dava jen smysl, ze néjaké dva odhady jsou stejné.

Trik je v tom, Ze si rozkrajime oblouk PP’ na spoustu malinkatych oblouckt a jejich koncové
body spojime. Tim dostaneme lomenou ¢aru jdouci z P do P’, kterd je sloZzend ze spousty malin-
katych usecek. Protoze nase aproximace oblouku funguje tim lépe, ¢im mensi oblouk zkouméame, je
na kazdém obloucku nase priblizeni fakt dobré. Dulezité je, ze neni dobré pouze ve smyslu ,rozdil
nasi aproximace a spravné hodnoty je fakt blizko nule“, nybrz i ve smyslu ,,podil nasi aproximace a
spravné hodnoty je fakt blizko jedné“. To totiz znamend, ze pokud vSechny ptiblizné hodnoty pres
vSechny obloucky se¢teme, dostaneme hodnotu, kterd bude S(PP’) stéle aproximovat fakt dobre.

K tomuto pfibliZzeni ovSem existuje odpovidajici pfibliZzeni oblouku QQ’, které dle pfedchoziho
dava stejnou hodnotu. Navic na QQ’ budou pfislusné obloucky taktéz malinké, takZe i tam bude
naSe aproximace fakt dobra. To znamena, ze S(PP’) i S(QQ’) umime libovolné dobie aproximovat
stejnou hodnotou. To ale uz potom musi znamenat, ze S(PP’) = S(QQ’).

No dobfre, to je sice hezké, ale co z toho? Inu, dulezité je, ze pro kazdou tétivu PQ dotykajici
se w je S(PQ) rovno néjakému pevnému c. Pokud oznaéime povrch celé zdi jako z a budeme
predpokladat, ze se po k presunech po tecné dostaneme do vychoziho bodu a obejdeme pfitom
kruznici n-krat, pak musi platit ck = nz. Potom ale at zacneme kdekoliv, pak béhem k kroku
projdeme kolem zdi o celkovém povrchu ck = nz. Ale to pfesné znamend, ze ujdeme n kolecek, coz
je to, co jsme chtéli ukazat.

PP’|
IPTI
Jenze tyto dvé hodnoty jsou stejné, protoze trojuhelniky PP'T a Q'QT jsou podobné.

147Znakem ~ myslime ,,je pfiblizné rovno“.
15 Aproximace znamend ,,pfiblizné vyjadieni“.
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Fonteného véty

Dyt ty priblbly citdty stejné nikoho nezajimaj’. — Rado, psa'® seridl ve étyii rdno

Neékteri z vas uz zajisté slySeli o nasledujici vété:
Véta. (Feuerbachova) Kruznice vepsand i vSechny kruznice pFipsané se dotykaji Feuerbachovy
kruznice.

160d tohoto slovesného patvaru se korektorska sekce distancuje.
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Diikazu této véty je nékolik a vSechny jsou vcelku obtizné. Kdyz uz si s ni budeme tedy davat
tu praci, pro¢ rovnou nedokézat néco obecnéjsiho? PovSimnéme si, ze kruznice vepsana a pfipsané
jsou kruznice opsané trojuhelnikt postavenych z projekci vepsisté, respektive pfipsist na strany
trojuhelnika. Budeme se tedy zajimat o to, kdy pro bod P, jehoz projekce na pfimky BC, CA a AB
jsou postupné A’, B’ a C’, plati, Ze se kruznice opsand trojuhelniku A’ B’C’ dotyka Feuerbachovy
kruznice.

Vsimnéme si, Ze o zminéné kruznici opsané uz néco vime. Six feet theorem nam totiz rika, ze
splyva s analogickou kruznici pro je kamarada bodu P. Tedy bod P ,vyhovuje“ pravé tehdy, kdyz
,vyhovuje“ jeho kamarad. Nakonec si vSimnéme, ze O a H se mozné daji povazovat za vyhovujici,
protoze by se tak trochu dalo Fici, ze kruznice se dotykad sama sebe. Tato drobna pozorovani nas
vedou k nésledujici (spravné) domnénce:

Véta. (Zobecnéna Feuerbachova) Bud ABC' trojiihelnik s opsistém O a déle P libovolny bod
s kamarddem P’. Budte A’, B’ a C' paty kolmic z P na pfimky BC, CA a AB. Potom se kruZnice
opsané trojthelniku A’ B’C’ dotyksa Feuerbachovy kruznice trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz
P, O a P’ lezi na jedné p¥imce.

Této vété se také rika treti Fonteného véta. K jejimu dikazu budeme potiebovat druhou Fon-
teného vétu a k dikazu té je zase zapotiebi véta prvni. Vezméme je tedy pékné poporadé.

Véta. (Prvni Fonteného) Necht je déan trojihelnik ABC. Necht Ao, Bo a Co jsou po fadé stfedy
stran BC, CA a AB. Bud P libovolny bod a oznacme A’, B’ a C' postupné paty kolmic z P na
pfimky BC, CA, AB. Déle ozna¢me X priisecik pfimky BoCo s B’C’, Y priisecik pfimky AoCo
s A/C'" a Z priisecik piimky AoBg s A'B’. Pak plati, Ze pfimky A’X, B'Y a C'Z se protinaji
v jednom z priise¢ikii kruznic opsanych trojuhelnikim AoBoCo a A’B'C’.

C

Dikaz. Nazvéme prusecik primky A’X s Feuerbachovou kruznici (tj. kruznici opsanou AgBoCh)
jako Q. UkéaZeme, %e Q lezi na kruZnici opsané trojihelniku A’ B’C’.

Zadefinujeme si nékolik pomocnych bodid. Oznaéme jako F' druhy prusecik kruznic opsanych
trojthelnikiim AB’C’ a ABoCo a jako L priseéik piimky A’P s kruznici opsanou trojihelniku
AB'C’. Ukdzeme, ze LF prochéazi bodem X a A’Q je obraz LF pti preklopeni pies BoCp. Potom
bude z mocnosti X ke kruznici opsané trojuhelniku AB’C’ platit

|XQ|-|XA| = |XF|-|XL| = |XBol| - |XCol,

z ¢ehoz jiz plyne, Ze Q lezi na kruZnici opsané trojihelniku A’ B’C’.
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Povsimnéme si, ze kruznice opsand trojuhelniku AB’C’ je kruZnici nad primérem AP. Tedy
PL 1 AL. Ale zéroveti PL 1 BC. Proto AL || BC.

Diky tomu plati,}” ze piimka LF svira s pfimkou BoCp stejny thel jako s pfimkou AL. Tento
ahel ale umime upravit na |[<{ALF| = |{AC'F|. Abychom ukdzali, ze L, X a F lezi na jedné
piimce, chceme ukazat, ze pfimka FX svird s BoCp tentyz thel, tedy ze |{AC'F| = |<BoXF]|.
To je ovSem ekvivalentni s tim, Ze ¢tyfuhelnik XCoC'F je tétivovy. A tuto skutecnost ukadzeme
jednoduchym vythlenim:

|[<ACoFC'| = |[KAFC'| — |<TAFCy|
= |<AB'C’| — |<<AByCy|
=180° — |<{XB'By| — |<{B'BoX|
= |<<Bo X B'|
= |<CCo X .

Tim jsme tedy ukéazali kolinedrnost bodi L, X a F. Zbyva ukéazat, ze se pfi osové soumérnosti
podle osy BoCj zobrazi A’ do L a F do Q. Prvni z téchto soumérnosti plyne z toho, ze AL || BoCo ||
BC, BoCy je stfedni piicka a LA’ L BoCo. Druha vyplyva z toho, Ze diky kolinedrnosti L, X a F'
je obrazem F' prusecik obrazu ptimky LX s obrazem kruznice opsané AByCp. Pfitom obrazem L
je A’, obrazem X je X a obrazem kruZnice opsané AAByCy je kruznice opsana AgBoCop. Ale to je
presné definice Q. Tim méame hotovo.

Diikaz cely ovSem zatim hotov neni. Ukézali jsme, Ze AX prochézi prusecikem kruznic opsanych
trojthelnikéim AgBoCo a A’ B’C’. Analogicky totéz plati pro BY a C'Z. Zatim ale nevime, Ze se ve
vSech tfech pfipadech jedna o ten samy prusecik. Z davodu pirehlednosti nebudeme tuto skute¢nost
dokazovat hned, nybrz si jeji zdivodnéni schovame do dikazu druhé Fonteného véty.

Proc¢ ¢ast dikazu odkldadame misto toho, abychom se s ni vyporadali okamzité? To proto, ze
k ni budeme potfebovat pomocné lemma, se kterym se pak tato ¢ast dokdze najednou s druhou
Fonteného vétou.

Lemma. Bud ¢ pfimka prochazejici skrz kolmisté H trojihelniku ABC. Oznac¢me si jako {q, ¢
a l. obrazy primky ¢ pres primky BC, CA a AB. Pak se {4, ¢}, a {. protinaji v jednom bodé P na
kruznici opsané AABC. Tento bod se nazyva Anti-Steinerdv bod primky £ vzhledem k trojuhelniku
ABC. Toto pfifazeni je navic prosté, tj. zadné dveé ruzné pfimky prochazejici skrze H nemaji stejny
Anti-Steineruv bod.

17V piipadsé, ze konfigurace vypada jako na obréazku — jiné piipady se fesi analogicky, respektive
uplné stejné, pokud umite pouzivat orientované tuhly.
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Dikaz. Opét uvazujme konfiguraci jako na obrazku, ostatni se fesi podobné. Oznacime si jako X,
Y a Z pruseciky ¢ s pfimkami BC, CA a AB. Déale budeme obrazy H pres primky BC, CA a AB
nazyvat Ha, Hp a He. Z prvniho dilu vime, ze Ha, Hp a He lezi na kruznici opsané AABC.
Zjevné Lq, y, a L. splyvajis Ha X, HgY a HoZ. Necht Ho X, HgY a Hc Z protinaji kruznici
opsanou trojuhelniku ABC v bodech P4, Pg a Pc. Ukézeme, ze Pg = Pc, zbytek by se provedl
analogicky.
Budeme prosté a jednoduse trochu tuhlit:

180° — |[<A{BAC| = |[MAY Z| + |[<AZY |
=180° — |[<CY Hp| + 180° — |[<<\BZH(/|
= |<ACHg|+ |<<PpHBC|+ |<ABH¢| + |<BH¢FP¢|
= |<ACH| + |<<\PpAC| + |<ABH| + |<BAP¢|
= (90° — |[XBAC|) + |<<PgAC| + (90° — |[<<{BAC|) + |[<<BAPc¢|,

neboli |[<BAC| = |[<BAP¢|+ |<PpAC|, coz uz implikuje, ze Pg = Pc.
Abychom ukézali jednozna¢nost bodu P, stadi si vS§imnout, ze |<PcHcC| = |<HcHX|, tedy
velikost oblouku PC' je jednoznac¢né dana uhlem, ktery ¢ svird s vyskou z C.

S timto lemmatem jednoduse dokazeme druhou Fonteného vétu a dodélame diukaz té prvni:

Véta. (Druhd Fonteného) Méjme pevné zvolenou piimku ¢ prochézejici opsistém O trojuhelniku
ABC'. Necht se P pohybuje po £. Pak se poloha priiseciku kruznic opsanych trojuhelnikiim Ao BoCo
a A'B'C’ neméni.
Dikaz.  Vsimnéme si, ze O je kolmisté AAgBoCp. Protoze £ prochazi bodem O, nabizi se moznost,
ze @ v dukazu prvni véty by mohl byt Anti-Steinerovym bodem pfislusnym ¢ a AgBoCo. Pokud
toto dokazeme, pak zjevné budeme hotovi jak s prvni, tak s druhou Fonteného vétou.

Povsimnéme si, ze F' z minulého dukazu lezi na kruznicich nad priméry AP a AO. Tedy PF L
AF 1 FO, z ¢ehoz plyne, ze F lezi na {. Protoze @ je obraz I’ pfi preklopeni pfes primku ByoCop,
lezi @ na pfeklopeni ¢ podle BoCyp. Jedna se proto o prisecik tohoto pfeklopeni a kruznice opsané
ANAgBoCo, tedy je to prislusny Anti-Steineruv bod.
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Nyni uz pfichazime do velkého grandfinale.

Vé&ta. (Treti Fonteného) Bud P’ kamarad bodu P vzhledem k trojuhelniku ABC'. Pak se kruznice
opsané trojihelnikitm Ao BoCo a A’ B'C’ dotykaji, pravé kdyz body O, P a P’ lezi na jedné pfimce.

Dikaz. Vsimnéme si, ze pokud jsou pfimky PO a P’O rtzné, pak i jim odpovidajici Anti-
Steinerovy body Q a Q' jsou rtizné. To ndm p¥imo dokazuje jednu implikaci.

P#i ditkazu opa¢né implikace jsme v situaci, kdy P’ lezi na OP. V tu chvili si pomiizeme
pohyblivym bodem R, jehoZ kamardda ozna¢ime R’. Ten se bude pohybovat do P tak, aby R, O
a R’ nelezely na ptfimce. Pokud si jesté dokreslime jim pfislusné kruznice kg opsané trojuhelniku
AR BRCh, pak kr mé s kruznici opsanou AgBoCp vidy dva priniky — Anti-Steinertv bod OR
a Anti-Steineriv bod OR’. Ale OR i OR’ se pfesunou na stejnou pfimku OP. To znamen4, Ze i
jim prislusné pruseciky se posunou do jednoho bodu, a tudiz se z nich stane jeden. Protoze se vse
pohybuje spojité, nemiize ndm najednou vzniknout Gplné novy prisecik. To znamena, ze A’ B'C’
a ApBoCp budou mit jen jeden prusecik a mame tedy hotovo.

Cviceni. Bud ABC trojuhelnik se stfedy stran Ag, Bo, Co. Necht P je bod a paty kolmic z P
na piimky BC, CA a AB jsou A’, B’ a C’. Obrazy bodt A’, B’, C' podle Ay, By, Cy si oznac¢ime
A" B", C". Ukazte, %e kruznice opsané trojuhelnikiim AgBoCo, A’B'C’ a A” B”C" se protinaji
v jednom bodé.

Ndvod. Uvazte obraz bodu P pres opsisté AABC.

Cviéeni. Bud ABC trojuhelnik se stfedy stran Ag, Bg, Cp. Necht P je bod a paty kolmic z P
na pfimky BC, CA a AB jsou A’, B’ a C'. Necht Q je Anti-Steinertiv bod pfimky OP vzhledem
k trojuhelniku AgBoCp. Oznaéme jako P’ kamardda bodu P a A" B”C" trojtuhelnik z pat kolmic
P’ na strany trojiuhelniku ABC'. Ukazte, Zze Simsonovy piimky bodu @ vzhledem k trojihelniktim
A'B'C" a A”B"C" jsou rovnobézné.

Ndvod. Trochu thlete a s pouzitim druhé Fonteného véty ukazte, Ze jsou obé rovnobézné s OP.

Zavér

Geometers don’t die, they become angles. — neznamy autor.

Tim ovSem nekoné¢ime. Geometrie trojuhelnika je velmi rozsahly obor a témata v prvnich tfech
dilech musela byt peclivé vybrana s pfihlédnutim k mnoha kritériim. Kvuli tomu jsme ovSem museli
vypustit mnoho dalsich péknych tématek. Proto na vas v pristich komentafrich bude ¢ekat exkluzivni
¢tvrty dil. V tom budeme prezentovat nékolik dalSich véticek, tvrzenicek a lematek. Tentokrate
s nimi ovéem nebude z ¢asovych davodi spojend soutézni série, text bude urceny pouze pro nadsené
zédjemce. Presto budeme radi, pokud si i pfisti ¢ast prectete. Slibujeme, Ze se vynasnazime, aby to
stalo za to.

K tomuto dilu se asi opét hodi zminit, ze v pripadé jakychkoliv otazek byste se neméli zdrahat
na nas obratit. Radi vAm pomuzeme s jakymikoliv nejasnostmi. Zaroven opét podotykame, ze
v seridlovych sériich nejsou ulohy fazeny podle obtiznosti, nybrz dle tématiky.

Prejeme hodné zdaru!

autori
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Geometrie trojihelnika 4 — Co se jinam neveslo

Vitejte u posledniho dilu seridlu. Zde si ukazeme nékolik dalsich tvrzeni o trojuhelnicich. Vétsina
z nich neni prilis uziteéna v MO, presto jsou vSak zajimava a myslime si, Ze uréité stoji za to si je
projit.

Nez zacneme, zopakujeme si znaceni z predchozich dild, které zde budeme pouzivat. Konkrétné
to, ze v trojuhelniku ABC znaci I vepsisté; I, Ip a I¢o prlpSlste7 R, 7, rq, ™p & Tc polomery
kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznic pfipsanych; Sa, Sp a Sc Svrékovy body; Na, Np a
Neo antisSvrky a Ao, Bo a Cp stfedy stran.

Stiedy stredi

Ve druhém dilu jsme si mimo jiné fekli, ze Svrékiiv bod je stiedem usecky spojujici vepsisté a
prislusné pripsisté a ze antisvrk je stfedem tsecky spojujici prislusna pripsisté. Diky této vlastnosti
muzeme o nékterych dalsich bodech prohlasit, ze jsou ,,uprostfed* mezi jinymi, a nékteré vzdalenosti
prohlésit za pruméry jinych.

Tvrzeni. Plati [NgBo| = "e1" a |SpBo| = "t .

Toto tvrzeni je lehce nahlédnutelné. Pokud si pfimku AC nakreslime vodorovné, pak velikost
Ta, TESP. T, popisuje, jak ,vysoko“ je I4, resp. Ic, nad ptimkou AC. Protoze Np je stied I4lc,
bude nad AC ,,ve vysce“ % Na druhou stranu NgBg L AC, takze \]\73 Bo| opravdu vyjadiuje,
jak ,vysoko“ je Ng nad AC. To ndm dava prvni rovnost.

Druhou dokazovanou rovnost dostavame analogicky diky tomu, Ze r a r, popisuji, jak vysoko
jsou I nad a Ip pod AC, ze Sp je sttedem IIp a ze S By je usecka, kterd méri prislusnou kolmou
vzdéalenost. Znaménko minus se v rovnosti objevuje proto, ze I je na opa¢né strané od AC nez Sp
al B-

Kdybychom chtéli tyto myslenky prevést do forméalnéjsi podoby, mohli bychom to udélat takto:

Diikaz. Bud ¢ piimka skrze Np rovnobézna s AC. Necht X4 a X¢ jsou paty kolmic z I4 a
Ic na ¢. BUNO necht Ic lezi v pasu mezi piimkami AC a £. Protoze I X4 L £ L IcXc a
|[IaNg| = |IcNg|, jsou trojuhelniky 14 X4 Np a IcXcNpg dle véty usu shodné. Proto |I4 X 4| =
|IcXc|. Ale protoze vzdalenost mezi ptimkami £ a AC je |NgBo|, plati [I4X 4| =74 — |[NgBo| a
|IcXc| = |NpBo|—re. Z toho uz dostaneme prvni &ast zkoumaného tvrzeni. Druhé ¢ast se provede
analogicky.
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Ice |

Dusledek. Platirq +ry, +rc. =4R+ 7.

Diikaz. Usetka NpSp obsahuje By a tvoii priamér kruznice opsané trojuhelniku ABC. Plati tedy

Ta + Tc Ty —T
2 2

4R=2-|NgSg|=2-(|NgBo| +|BoSg|) =2- ( ) =rq+Tp+TCc—T

Cviéeni. Ukaite, Ze obvod Sestitthelniku AScBS4CSp je alespori 4(R + 7).

Ndvod. Uvédomte si, ze |[ASg| + |SpC| = |IIp|, a pouzijte [IIg| > r + 1 spolu s pfedchozim
dusledkem.

Primeérovat rizné délky vsak lze i jinymi zpusoby. Pfikladem budiz nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni. Potencni stfed kruznic pripsanych trojahelniku ABC je vepsistém trojahelniku AgBoCp.

Dikaz. Oznac¢me si kruznice pripsané jako w4, wp a wce. Déle si ozna¢me Simsonovy piimky
bodu N4, Ng a N¢ vzhledem k trojuhelniku ABC jako {4, ¢p a £c. Zacneme pozorovanim, ze
{p je chordalou kruznic w4 a wc.

Pro¢ tomu tak je? Piimky AB, BC i C'A jsou spoleéné teny w4 a we. Vyberme si libovolnou
z nich a spustme na ni kolmice z I4, N a Ic. Ty ji protnou v bodech X, Y a Z. Protoze Nz je
st¥ed I4Ic, dé se lehce nahlédnout (a dokdzat podobné jako v pfedchozim tvrzeni), ze Y je stfed
XZ.Ovsem X a Z jsou doteky wa a we s nasi vybranou pfimkou, takZze mocnost bodu Y k wy,
resp. wo, je | XY |2, resp. |Y Z|2. Ale protoze Y je stied X Z, jedna se o stejnou hodnotu, a tedy Y
ma k obéma kruZnicim stejnou mocnost, neboli lezi na jejich chordéle. Toto plati pro patu kolmice
z Np na libovolnou stranu trojuhelnika, takze £p skutecné splyva s chordalou wy a we.



Nyni potiebujeme ukdzat, ze £ 4, £p a £ skutecné prochazeji vepsistém trojuhelniku AgBoCp.
Zjevné to staci ukazat jen pro £p.

Bod By je patou kolmice z Ng na AC, takze {5 bodem By prochézi. Takze (protoze trojuhelnik
AopBoCy je jen obraz ABC ve stejnolehlosti) staéi ukazat, ze piimka £p je rovnobézna s osou thlu
ABC.

Necht P a Q jsou paty kolmic z Ng na AB a BC. Protoze N je stfedem piimky I4lc, plati
|NpP| = w = |NBQ|. (To nahlédneme podobnym zptsobem jako piedchozi tvrzeni.) Déle
|<<BPNp| = 90° = |<<BQNpg]|, takze z véty Ssu jsou trojuhelniky BNgP a BNgQ shodné. To ale
znamena, ze PQ L NgB. Protoze pfimka PQ splyva s pfimkou ¢p, pfimka NgB je osou vnéjsiho
thlu ABC' a osy vnitfniho a vnéjsiho thlu jsou kolmé, dostavame to, co jsme chtéli.

Cviceni. Pomoci tvah tohoto typu si uvédomte, pro¢ se na sebe body dotyku kruznice vepsané
a pripsané vzajemné zobrazuji pres stfed strany.

Ndvod. Vyuzijte toho, Ze se jedna o projekce z vepsisté, pripsisté a Svrékova bodu mezi nimi.
Cvigeni. Ukazte, ze pokud r 4+ rq = |BC|, pak je trojuhelnik ABC pravouhly. (MO 2016)

Ndvod. BUNO zvolte |AB| < |AC| a oznaéte X jako patu kolmice z S4 na AB. Podivejte se na
¢tytuhelnik BX NpBg a vSimnéte si, Ze ma protéjsi strany stejné dlouhé. Za pomoci tétivovosti a
kolmosti pak ukazte, Ze se jednd o obdélnik.

Sondatova véta

V této kapitolce si ukdzeme nejjednodussi ¢ast takzvané Sondatovy véty. Ta se ve skute¢nosti sklada
ze t¥i dil¢ich tvrzeni, ale pro dikaz zbylych dvou bychom museli vybudovat dalsi arzendl, ¢itajici
mimo jiné Newtonovu—Gaussovu vétu o ¢tyfahelniku a Desarguesovu vétu. I s nimi by dukaz byl
velmi dlouhy a narocny, rozhodli jsme se tedy druhou a tfeti ¢ast véty neuvadét. Prvni ¢ast si vsak
muzete vychutnat v jeji plné krase.

Budeme fikat, ze trojuhelnik ABC je kolmy na trojuhelnik DEF, pokud plati, Ze kolmice z A na
EF, kolmice z B na F'D a kolmice z C na DE se protinaji v jednom bodé. Uvédomme si, ze vyrok
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ytrojuhelnik ABC' je kolmy na trojuhelnik DEF“ je ekvivalentni s ,trojihelnik BC'A je kolmy na
trojahelnik EFD“, ale ne s ,trojuhelnik ABC je kolmy na trojahelnik EF D“.

Véta. (Sondatova) Trojuhelnik ABC je kolmy na trojithelnik DEF pravé tehdy, kdyz je trojua-
helnik DEF kolmy na trojuhelnik ABC.

Dukaz. Paty kolmic z A, B, C, D, E a F na EF, FD, DE, BC, CA a AB ozna¢me A1, B1, C1,
D1, E1 a Fy. Chceme ukézat, ze AA1, BBy a CC se protinaji v jednom bodé pravé tehdy, kdyz
se DDy, EF1 a FFi protinaji v jednom bodé.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze konfigurace odpovidd nasemu obrazku (pro obecnost
bychom zavedli orientované uhly). Potom jsou ¢tyfuhelniky AA1FiF, FF1B1B, BB1D1D,
DD1C1C, CC1E1E a EE; A1 A tétivové, protoze pravé uhly ndm davaji Thaletovy kruznice. To
znamend, ze |<{B1BC| = |<{B1BDi| = |[<B1DD1| = |[<<FDDj|. Analogicky dostaneme rovnost
dalsich péti dvojic thla.

To, ze se pfimky AA;, BB; a CCi protinaji v jednom bodé, je podle goniometrické Cevovy
véty ekvivalentni vztahu
sin |<{A; AB|sin |[<{B1 BC|sin |IC1CA|
sin |[<{A; AC|sin |<<{B1 BA|sin |[<<C1CB| ~
4




Analogicky to, Ze se pfimky DD;, EE; a FF; protinaji v jednom bodé, je ekvivalentni
sin |[<<{D1DF|sin|<{E1ED|sin|<{F1FE|
sin |<\D1 DE| sin |<UE, EF | sin |[<\F1 FD|
Ovsem diky nasim vztahtim mezi thly je
sin |[<{A1 AB|sin |[<{B1BC|sin|I{C1CA| sin|<I{DiDF|sin|<{E1ED|sin|{F|FE|
sin |[<{A1 AC|sin |<{B1 BA|sin |[<{C1CB] ~ sin |<{D1 DE|sin |<<E1 EF|sin |<<Fy FD|’
neboli levé strany uvedenych vztaht jsou si rovny. Tim je diikaz dokoncen.
Cvideni. Bud ABC trojuhelnik a D, E a F body takové, ze |BD| = |DC|, |CE| = |EA| a
|AF| = |FB|. Ukazte, ze kolmice z A, B a C na EF, FD a DEFE se protinaji v jednom bodé.

Ndvod. Pouzijte Sondatovu vétu.! Potom si uvédomte, ze chcete ukéazat, Ze se osy stran protinaji
v jednom bodé.

Cviceni. V trojuhelniku ABC si ozna¢me paty vysek jako D, E a F. Ozna¢me X, Y a Z stredy
use¢ek AD, BE a CF. Dokazte, ze kolmice z D, E a F naYZ, ZX a XY se protinaji v jednom
bodé. (EMC 2013)

Podivné pratelstvi mezi stiedy

V pribéhu seridlu jsme si ukazali né€kolik stfedi trojuhelnika. Znamych stfedt existuje opravdu
nezmérné mnozstvi; encyklopedie stiedii trojuhelnika? jich v dobé psani tohoto dilu vedla 13390.
Zde je vykresleno nékolik prvnich:3
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IViele doporucujeme si tilohu vytesit i bez pouziti Sondatovy véty. Cviceni se tim stane o dost
tfi vhodné kruznice a vS§imnout si, Ze se vlastné jedna o tvrzeni o potenc¢nim stiedu.

2Viz http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html.

3Na adrese http://mathworld.wolfram.com/KimberlingCenter.html najdete tento obrazek
v duhové barevné formé.



Zajimavym cvi¢enim v matematické vyrecnosti je kol formulovat, co vlastné slovni spojeni
ystfed trojuhelnika“ piesné znamena. Zkuste ted na chvili pfestat ¢ist a zamyslet se nad tim.
(Varujeme, ze nasledujici dva odstavce a vysledné definice moznéa budou nékomu pfipadat nehezké,
nékterym mohou az ptsobit pocity nevolnosti. V pfipadé silné alergické reakce na algebru je mozné
pfislusny usek pieskodéit, pro pochopeni dalsiho textu neni pfilis dilezity.)

Mate? Pokud ano, pravdépodobné jste dosli k lehce neintuitivnimu poznani, Ze stfed trojahelnika
vlastné neni bod, ale funkce, ktera vrcholtim kazdého trojuhelnika dany bod pfisuzuje. A to jesté re-
lativné specifickym zpuisobem. Zaprvé by stfed mél byt ptifazen symetricky, bez ohledu na pojmeno-
vani bodu. TakZe pripsisté neni stfed. Navic asi plati, Ze pfi zmenseni/posunuti/otoceni/ptreklopeni
by se stied mél stejnym zplsobem zmensit/posunout/oto¢it/preklopit. A nezapomeiite na to, ze
nase funkce neni nutné definovana uplné pro vsechny trojice boda v roviné — pro degenerované
trojihelniky mnoho stfedu prestava existovat. A kdyz uz jsme u toho definovani, mozna neni tplné
od véci zamyslet se, co je to vlastné bod v roviné. Vétsinou se k poradné definice roviny pouzi-
vaji kartézské souradnice a tam je opravdu nemotorné mluvit o obecném otaceni, preklapéni a
podobnych zobrazenich.

Kdybychom opravdu chtéli stied definovat forméalné, bylo by asi nejvhodnéjsi si body zavést
pomoci komplexnich ¢&isel?, kde se se zobrazenimi obvykle pracuje vcelku dobfe. Nejlepsi definice,
se kterou autori prisli, je nasledujici:

Definice. Necht T je mnozina véech trojic (A, B,C) € C3,kde AB+BC+CA # AB+BC+CA.®
Potom jako stred trojihelnika oznac¢ujeme jakoukoliv symetrickou funkci f : T — C, kterd pro kazdé
(A,B,C) €T aa,B€Cs a0 splayje f(A,B,C) = f(A,B,C) a f(aA+ B,aB + B,aC + B) =
af(A,B,C)+ B.

Neékteré z vas urcité tato podivnd a pro nase ucely zbyteéné formalni definice vydésila nebo
odradila. Nic si z toho nedélejte. Pro nasSe tcely je dtlezité primarné to, ze na stied spis nez jako na
konkrétni bod budeme koukat jako na zpusob, jak trojihelniku bod pfiradit. A s touto védomosti
se muzeme vratit zpatky ke geometrii.

Nékteré dvojice stiedit nyni budeme oznadovat jako prdtele® (pozor, neplést s kamarady). O dvo-
jici stiedit P a Q fekneme, ze P je pfitel Q, pokud plati nasledujici vyrok: Kdyz v libovolném troj-
thelniku ABC' sestrojime ¢tverce nad stranami Ag BCAg, BcCAB4 a CyABCp neprotinajici
ABC a kdy# si oznaéime jako P4, PB a PC postupné P-stiedy trojuhelnikit B4 AC4, CpBAp
a AcCBg, pak se piimky AP4, BPB a CPC protinaji v jednom bodé Q, ktery je O-stiedem
trojahelnika ABC.

Zmateni? UkaZme si to na prikladu.

Tvrzeni. Opsisté je pfitel Lemoinova bodu.

Dikaz. Uvazujme libovolny trojuhelnik ABC a piisludné ctverce. Oznacime si jako O4, OB a O¢
opsisté trojuhelnikt B4 AC 4, Cp BAp a AcCB¢. Abychom ukéazali, ze opsisté je pfitel Lemoinova
bodu, je tieba ukazat, ze AO4, BOB a COC se protinaji v Lemoinové bodé K trojuhelniku ABC,
neboli ze se jedna o symediany.

Jak udélame toto?

Bud Ug obraz bodu OF ve stejnolehlosti se stfedem B a koeficientem 2. Zjevné sta&i ukézat,
%e BUp je symediana v ABC. Protoze OF je stfed trojuhelniku CpBAg, plati |[<UpApB| =
|[<<XUpCpB| =90°. Tedy Ug je prusecik ptimek C4Cp a AgAc. Protoze se jedna o rovnobézky se
stranami AB a BC, dostavame, ze vzdalenost bodu Up od pfimek AB a BC je (diky pravym ahlim
ve &tverci) rovna |CpB| a |ApB|, coz je zase rovno |AB| a |BC|. Ale symedidna je tvofena pravé

4Pokud jste komplexni ¢éisla v Zivoté nepotkali, nasledujici definici zcela beze studu pteskodte.

5Jak asi chapete, toto jsou piesné trojice tvofici nedegenerované trojuhelniky.

6 Anglicka literatura vyuziva terminu friends. V eské literatuie tento termin vzhledem ke své
obskurnosti nemé ustaleny preklad.



body, které maji pomér vzdalenosti ke strandm trojuhelniku roven poméru délek téchto stran.”
Takze Up lezi na B-symediané a jsme hotovi.

Up
0B 4o
Cp
B Ac
Ca
K
A C
o4 oc
BA BC

Je jasné, ze kazdy stied P ma nanejvys jednoho pritele — stied, ktery pfipadné miizeme zade-
finovat pravé jako priseéik zminénych piimek APA, BPB, CPC. Na druhou stranu kupiikladu
stfed Feuerbachovy kruznice pritele nema, protoze se prislusné trojice pfimek neprotne. O tom
se muzeme rychle presvédéit napiiklad rychlym nakresem v néjakém kreslicim programu. (Tady
pozor, kreslici program nas o tomto sice miize rychle presvédcit, to vSak samoziejmé neni poradny
ditkaz. Ten by vSak byl vcelku technicky, proto ho zde nebudeme provadét.)

Je asi zjevné, ze kdyz vztah nazyvame pratelstvim, mél by byt symetricky. Tak si dokazme, ze
vskutku je.

Tvrzeni. Pokud je P piitel Q, pak je Q pritel P.
Dikaz. Uvazujme libovolny trojihelnik ABC' a k nému pfislusné body Ap, Ac, Bc, Ba, Ca,
Cpg. Oznaéme jako Q4, QB a Q€ postupné Q-stiedy trojuhelnikis B4AC 4, CgBAg a AcCBc.

7Viz Cviéeni 58 v druhém dilu.



Dile si jako P oznaéme P-stied trojuhelniku ABC. Chceme ukazat, ze Q4A, QBB a QCC se
protinaji v bodé P.

Zaméime se na trojuhelnik CgBAp. Ctverce Cg BAC4 a AgBC A jsou ¢tverce i nad jeho
stranami a ABC je trojuhelnik pftislusejici vrcholu B v CgBAp. Proto pouzitim skutec¢nosti, ze
P je piitel Q, na trojuhelnik Cg BAp dostaneme, 7e PB prochazi QF. To ale znamena, ze QB
prochézi P. Analogicky dokdzeme tvrzeni pro zbylé dvé pfimky.

Uvédomme si, ¢im se pratelstvi 1isi od kamaradstvi. Kamaradstvi je zavislé na trojihelniku a poji
dvojice bodu v roviné. Pratelstvi je daleko abstraktnéjsi pojem, mluvi totiz o dvojicich obecnych
stfedll, nevazanych na konkrétni trojuhelnik. Pfesto spolu kamaradstvi a pratelstvi trochu souvisi.

Tvrzeni. Necht P a Q je dvojice pratel. Jako P’ a Q' si oznacme stiedy definované jako kamarady
P a Q. Pak P’ a Q' jsou pratelé.

Dikaz. Osa thlu ABC na sebe prevadi AB a BC. Protoze AB 1. BCp a AgB 1 BC, prevadi
na sebe i BCp a BAp. Takze se jedna i o osu thlu Cg BAp. Proto se na sebe prevadéji i spojnice
B s prislusnymi stfedy, a my méame hotovo.

Dusledek. Kolmisté a tézisté jsou pratelé.
Cviceni. Dokazte, ze vepsisté je svym vlastnim piitelem.
Cviceni. Dokazte, ze kolmisté a tézisté jsou pratelé, bez pouziti pfedchoziho tvrzeni.

Ndvod. Ukazte, Ze tézisté je pritelem kolmisté — uvazujte bod X takovy, ze Ag XCpgB je rovno-
béznik, a ukazte XB L AC.

prosim své Feseni na mks@mff.cuni.cz. Autofi seridlu jsou na néj zvédavi a péknym FeSenim si
ziskate jejich nehynouci obdiv (a za obzvlast pékné mozna i néjakou cokoladdu).

Zavér

Timto bychom se s vami radi rozloucili. Doufame, ze jste si nasi okruzni jizdu trojuhelnikem uzili
a Ze jste se béhem ni néco naudili. Jako vzdy plati, Ze se v pripadé jakychkoliv dotazi muzete bez
obav obratit na mail mks@mff.cuni.cz nebo pfimo na autory. Pfejeme vam, af se vam i vase dalsi
setkani s trojahelnikem (a obecné geometrii) libi.
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