Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. KVETNA 2017

V této sérii nejsou tlohy fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je jedna
uloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, pocitaji se body za vSechny tulohy!

ULOHA 1.

Anic¢ka o prazdninach navstivila muzeum, ve kterém byla vystavena starodavna tabulka o n fadcich
a 2017 sloupcich vyplnéna redlnymi ¢isly. Soucty Cisel ve vSech jejich sloupcich byly navzajem razné.
Anicka tabulku omylem shodila a vSechna policka z ni vypadala. Ted by rada ¢isla vratila zpatky
tak, aby soucty nejen ve vsech sloupcich, ale i ve vech fadcich byly navzajem rtzné.! Podaii se ji
to pro jakakoliv ¢isla v tabulce, pokud

(a) n=2, (2 BODY)
(b) n=20177 (3 BODY)
ULOHA 2.

(a) Tonda narazil na n po sobé jdoucich pFirozenych ¢isel, jejichz soué¢tem je prvocislo. Urcete
vSechny mozné hodnoty n. (2 BODY)

(b) Orgové PraSatka na schtizce debatovali o tom, kam se ptjde na PraSeéi vylet. Zaznélo nékolik
napadi a kazdy z nich podporovalo pravé k organizatortu z celkové 2k pritomnych. Ukazalo se, ze
pro libovolnou (k — 1)-¢lennou skupinu organizatort existuje pravé jeden navrh, ktery podporuje
celd skupina. Dokazte, Zze potom (k + 1) je prvoéislo. (3 BODY)

ULoHA 3.
(a) Na blesim trhu si Honza koupil hodinovy cifernik s obvykle umisténymi ¢isly od jedné do
dvandcti. Zvlastni je ale tim, Ze se s ¢isly d4 hrat. Honza kazdé rano bud vyménil dvé protilehla
¢isla, nebo dvé sousedni o jedna zvysil. Kdyby zil dost dlouho, mohl by po kone¢né mnoha dnech
mit na ciferniku dvanact stejnych ¢isel?

(2 BODY)

(b) Na ostrové je n nor a v kazdé z nich zije jeden ptakopysk. Je znamo, ze kazdému ptakopyskovi
se libi jedna nora, a ta se nelibi zadnému jinému. Po velkém ptakopys¢im zasedani bylo rozhodnuto,
ze se vSichni ptakopysci prestéhuji do nor, které se jim libi. Probiha to nésledovné: Béhem jednoho
dne si muze kazdy ptakopysk vymeénit noru s jedinym dalsim. Urcete nejmensi pocet dni, ktery jim
ke stéhovani staci, at uz je situace sebezapeklitjsi. (3 BODY)

ULOHA 4.
(a) Dokazte, ze pro kazdou nekonstantni funkci f : R — R existuji realna ¢isla z, y spliiujici

flz+y) < flzy).

(2 BODY)

ISouget ¢isel v néjakém fadku se ale muze rovnat souctu &isel v nékterém sloupci.
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(b) Rozhodnéte, zda existuje funkce f: (—1,1) — (—1,1) spliujici pro kazdé = € (—1, 1) vztah

f(f(@)) = —=.

(3 BODY)

ULOHA 5.
(a) Na skalni fimse lezi t¥i hromadky o 51, 49 a 5 kamenech. V kazdém kroku muzeme bud slouéit
dvé hroméadky, nebo rozdélit hromadku se sudym poctem kameni na dvé stejné velké. Muzeme takto

vytvorit 105 hromadek po jednom kameni? (2 BODY)
(b) Ctverec je rozdélen dvéma navzéjem kolmymi pfimkami na &tyti ¢asti. Dokazte, ze pokud t¥i
z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah vSechny Ctyrti. (3 BODY)
ULoHA 6.

(a) Kuba nasel pravidelny ¢tyfstén s hranou délky jedna. Nelenil a hned na jeho povrch nakreslil
devét bodu. Dokazte, Ze mezi nakreslenymi body vzdy najdeme néjaké dva, jejichz vzdalenost
v prostoru je nejvyse % (2 BODY)

(b) Ctyiboky jehlan SABCD méa podstavu tvorenou lichobé&znikem ABCD s rovnob&Znymi stra-
nami AD a BC, pficemz |AD| > |BC|. Stifedy use¢ek AB a SD ozna¢me po fadé M a N, prusecik
roviny ABN s primkou SC nazvéme E. Dokazte, ze pfimky BE a M N jsou rovnobézné.

(3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Existuje pFirozené &islo a takové, Ze soudet poctt cifer a a a® je roven 20177 (2 BODY)

(b) Necht S(k) znadi ciferny soucet pfirozeného éisla k. Pro které nejmensi pfirozené n plati
S(n)=S2n) =---=5(2017n)?

(3 BODY)



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Anicka o prazdninach navstivila muzeum, ve kterém byla vystavena starodavna tabulka o n fadcich
a 2017 sloupcich vyplnéna redlnymi ¢isly. Soucty cisel ve vSech jejich sloupcich byly navzajem rizné.
Anic¢ka tabulku omylem shodila a vsechna policka z ni vypadala. Ted by rada ¢isla vratila zpatky
tak, aby soucty nejen ve viech sloupcich, ale i ve vsech fadcich byly navzajem riizné.! Podaii se ji
to pro jakakoliv ¢isla v tabulce, pokud

(@) n=2,
(b) n=20177 (Rado van Svarc)
RESENT:

(a) Ano, pro n =2 se ji to podafi.

Zacne tim, ze policka umisti do tabulky tak, jak v ni byly pfedtim. V tu chvili maji sloupce
urcité rizné soucty. Pokud maji i fadky razné soucty, jsme hotovi. Pfedpokladejme, ze maji tedy
oba tadky stejné soucty.

Pokud jsou v néjakém sloupci dvé riizna ¢isla, mizeme je prohodit, ¢imz se ndm zachovaji soucty
sloupci, ale soucet jednoho rfadku vzroste a druhého klesne. Tim dostaneme rtizné soucty radku a
mame hotovo.

Zbyvéa nam pripad, kdy jsou v kazdém sloupci dvé stejna ¢isla. Protoze sloupce maji rtizné soucty,
bude v kazdém sloupci jina dvojice ¢isel. Oznac¢me si tfi nejmensi ¢isla v tabulce jako x < y < z. Ve
t¥ech sloupcich, které odpovidaji témto ¢isliim, ¢éisla prohdzime nasledujicim zpusobem: Z policek
vytvorme uspofadané dvojice (z,y), (z,2) a (y, 2), a ty umistéme do sloupct tak, aby prvni ¢len
dvojice byl vzdy v prvnim radku. Tim se soucet prvniho, resp. druhého fadku snizi, resp. zvysi
0 z — x, takze fadky uz budou mit rizné soucty. Navic tyto pozménéné tii sloupce budou mit rtizné
souCty z +y < x + z < y + z, které jsou navic vSsechny mensi nez 2z, a tudiz i mensi nez vSechny
dalsi soucty sloupci v tabulce. Takze mame hotovo.

(b) Ne, pro n = 2017 se ji to nepodafi.

Predpokladejme, zZe je tabulka na zacatku vyplnéna tak, aby v prvnim sloupci byly samé nuly
a pro ¢ > 1 bylo v i-tém sloupci ¢ jedni¢ek a 2017 — ¢ nul.

Pro spor predpokladejme, zZe lze policka preskupit pozadovanym zpusobem. VSimnéme si, ze
soucty ve sloupcich nabyvaji jen celo¢iselnych hodnot mezi 0 a 2017. Proto pokud je v kazdém
sloupci jiny soucet, musi byt mezi soucty sloupct vynechano pravé jedno celé ¢islo mezi 0 a 2017.
Protoze navic vime, ze soucet souctu sloupct je roven 0 + 2 4+ 3 + --- 4+ 2017, musi byt vynechidna
jednic¢ka. To specidlné znamend, Ze existuje sloupec se samymi nulami (ten se sou¢tem nula) a
sloupec se samymi jednickami (ten se sou¢tem 2017). OvSem analogickou uvahou ziskdme to samé
pozorovéni o fadcich. Ale sloupec se samymi jednickami a Fadek se samymi nulami nemohou exis-
tovat zaroven, coz je hledany spor. Anicka tedy nemuze docilit stavu, kdy by ve vSech fadcich i ve
vsech sloupcich byly razné soucty.

ISouget ¢isel v néjakém fadku se ale muze rovnat souctu &isel v nékterém sloupci.
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POZNAMKY:
Prvni ¢ast tlohy nebyla tézka, ale mnoho fesitelt udélalo chybu, kdyz si ¢isla x, y, z zvolili libovolné.
Potom totiz nebylo mozné zarudit, Ze soucet jednoho z nové vzniklych souétt sloupce neni roven

souctu jiného sloupce v tabulce. Za tuto chybu jsem strhaval bod. (Rado van Svarc)
Uloha 2.

(a) Tonda narazil na n po sobé jdoucich pFirozenych éisel, jejichz souc¢tem je prvodislo. Urcete
vSechny mozné hodnoty n. (Jan Krejci)

(b) Orgové PraSatka na schiizce debatovali o tom, kam se piijde na PraSeci vylet. Zaznélo nékolik
napadu a kazdy z nich podporovalo pravé k organizatori z celkové 2k pritomnych. Ukazalo se, ze
pro libovolnou (k — 1)-¢lennou skupinu organizitoru existuje pravé jeden ndvrh, ktery podporuje
celd skupina. Dokazte, ze potom (k + 1) je prvocislo. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:
(a) Ukézeme, Ze jediné hodnoty, kterych n miize nabyvat, jsou jedna a dvé. Prvoéislo 43 lze trivi-
alné napsat jako soucet jednoclenné posloupnosti ¢isel, navic jej lze napsat jako soucet dvouclenné
posloupnosti 21 4+ 22, pro n rovno jedné ¢i dvéma tedy takovéa posloupnost opravdu existuje.

Pro n > 2 uvazme néjakou posloupnost n po sobé jdoucich ¢isel a nejmensi z nich oznacme k.

Potom si soucet uvazovanych &isel upravime? na

n n—1
E+k+1)+---+(k+n—-1)= 5-(k+(/€+n—1)):n~ <k+ 2 )
Pro suda n je ¢islo % prirozené a vétsi nez jedna, stejné tak 2k + n — 1 je vétsi nez jedna, protoze
k i n jsou alespon jedna. Pro n liché je n > 1 z predpokladu a k + "771 je prirozené ¢islo vétsi nez
jedna. V obou pripadech jsme schopni soucet napsat jako soucin dvou pfirozenych cisel, kterad jsou
vétsi nez jedna, takze se nemiize jednat o prvodislo.

(b) (pPoDLE VIKTORA FUKALY) Po celou dobu pfedpokladame, ze k je pfirozené. Zjevné plati
k + 1 > 1. Pokud tedy dokazeme, ze k + 1 neni délitelné zadnym mensim prvocislem, budeme
hotovi. O k-¢lenné skupiné orgu, ktera hlasovala pro jeden niapad, mluvme jako o klice.

Méjme 0 < r < k — 2 a libovolnou skupinu r organizatort. Pro kazdy navrh, ktery podporuji
vSichni z nich, je mozné tuto r-¢lennou skupinu doplnit k — r zpisoby na (k — 1)-¢lennou skupinu,
kterd bude hlasovat pro tento navrh (z odpovidajici kliky muZzeme vybrat k — r zptisoby ¢lovéka,
kterého do vysledné (k — 1)-Clenné skupiny nezafadime). To znamend, ze pocet vSech (k — 1)-
Clennych skupin obsahujicich ndmi vybranou skupinu r organizatorti musi byt délitelny cislem
k — r, nebot ze zadani vime, ze kazda (k — 1)-¢lenna skupina musi byt soucasti pravé jedné kliky.
2k—r

Protoze (k — 1)-¢lennych skupin obsahujicich nasich r organizatort je (k—l—r

k—rl (kQ—kl_—T'r)

) , dostavame

Pro libovolné prvocislo 1 < p < k 4 1 Ize nyni zvolit 0 < r < k — 2 takovym zptsobem, aby

k — r = p. Potom
<2k—'r)7 (2k — r)! (k+2)(k+3)...2k—r—1)(2k —1)
k—1—7r ’

S (k—r—=DI(k+1)! (k—1—7)!

Protoze p = k—r je prvocislo a déli posledni zlomek, musi délit jednu ze zavorek v Citateli, feknéme
A. Pokud by navic k — r délilo k + 1, muselo by k —r délit i A — (k+1). OvSem rozdil A — (k+1)
je vétsi nez nula a mensi nez k — r, coz nelze. Tedy dohromady dostavame, ze k£ + 1 neni délitelné
zadnym prvocislem mensim nez k + 1, takZe je to prvocislo, ¢imz jsme hotovi.

2Jedna se o soucet aritmetické posloupnosti pro a1 =k, an, = k +n — 1 a diferenci d = 1.
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POZNAMKY:

Castou chybou bylo, Ze v feseni byl uvedeny soucet jako ve vzorovém Feseni ¢asti (a), aniz by bylo
definovano, co s¢itdme (zdhadné se tam objevila neznama, ktera nikde pfedtim nebyla definovana).
Kromé tohoto formélniho nedostatku byla vétsina FeSeni ¢4sti (a) spravné. Odevzdanych éasti (b)
bylo o poznani méné. V této Casti si za hezké a kratké reseni zaslouzil +i¢ Viktor Fukala, podle
kterého je sepsany i vzorak. (Honza Krejci)

Uloha 3.

(a) Na blesim trhu si Honza koupil hodinovy cifernik s obvykle umisténymi ¢isly od jedné do
dvanécti. Zvlastni je ale tim, Ze se s ¢isly da hrat. Honza kazdé rdno bud vyménil dvé protilehld
¢isla, nebo dvé sousedni o jedna zvysil. Kdyby zil dost dlouho, mohl by po konec¢né mnoha dnech
mit na ciferniku dvandct stejnych &isel? (Honza Krejéi)

(b) Na ostrové je n nor a v kazdé z nich Zije jeden ptakopysk. Je znamo, ze kazdému ptakopyskovi
se libi jedna nora, a ta se nelibi Zadnému jinému. Po velkém ptakopys¢im zasedani bylo rozhodnuto,
ze se vsichni ptakopysci piestéhuji do nor, které se jim libi. Probiha to nasledovné: Béhem jednoho
dne si miize kazdy ptakopysk vymeénit noru s jedinym dalS$im. Urcete nejmensi pocet dni, ktery jim
ke stéhovani staci, at uz je situace sebezapeklitéjsi. (Kuba Léwit)

RESENI:

(a) Obarvéme si modfe ¢isla na ciferniku, ktera byla na zacatku sud4, a zbyla obarvéme ervené.
Na zacatku byl soucet modie obarvenych ¢&isel 2 + 4 4+ --- 4+ 12 = 42, zatimco soucet Cervené
obarvenych ¢isel byl 1+3+--- 411 = 36, tedy o 6 méné. Nyni si staci v§imnout, Ze se tento rozdil
po zadné z Honzovych operaci nezménil. Vskutku, pokazdé, kdyz Honza prohodil dvé protilehla
¢éisla, byla bud obé dvé ¢ervend, nebo obé dvé modra, a barva ¢isla umisténého na dané pozici
se tak nezmeénila. Jestlize pficetl jednicku ke dvéma vedlejsim ¢islim, jedno z nich bylo modré a
druhé ¢ervené, rozdil odpovidajicich souctt tedy ztstal stejny. Na Honzové ciferniku se proto nikdy
neobjevilo dvanact stejnych ¢isel — pokud by se tak stalo, pak by rozdil sou¢tu modrych a ¢ervenych
¢isel musel byt 0.

(b) Neni tézké ovéfit, ze pokud n = 1, nejsou potifeba zadné operace, a pokud n = 2, potiebné
prohozeni dvou ptakopyski se da zvladnout za jeden den. Déle predpoklddejme, ze n > 2. VSimnéme
si, Ze situace, kdy ptakopysk p; touzi po nore ptakopyska p2, p2 se chce prestéhovat k p3 a p3 by
rad bydlel u p1, se jiz nedd zvladnout za jeden den. Ukazeme, Ze sebezapeklitéjsi situace se da
(nezavisle na n) vyfesit za dva dny.

Ze zadéani vime, ze kazdy ptakopysk bydli v jedné nofe a v kazdé note chce bydlet jeden ptako-
pysk. Zafixujme nyni néjakého ptakopyska p1 a uvazme posloupnost ptakopyski p1, p2, ... takovou,
ze p1 chce bydlet u pa, p2 u ps atd. V takové nekonecné posloupnosti se nutné néjaky ptakopysk
musi opakovat. Necht py je prvni ptakopysk v posloupnosti takovy, Ze pg41 se uz nékdy v nasi
posloupnosti vyskytl. VSimnéme si, Ze ptakopysk py1 musi byt doopravdy ptakopyskem p1, nebot
u v8ech ostatnich ptakopysku jiz vime, kdo u nich chce bydlet (jejich pfedchiidce v posloupnosti).
Dostali jsme tedy cyklus ptakopysku p1,p2,...pr takovy, ze kazdy ptakopysk v ném chce bydlet
u svého naslednika v cyklu. Snadno si dorozmyslime, ze opakovadnim stejného procesu nakonec
vSechny ptakopysky rozdélime do nékolika takovych cyklu.

Nyni ukadzeme, jak se béhem dvou dni vyporadat s jednim cyklem ptakopysku pi,...,px neza-
visle na téch ostatnich. Udélame to nasledovné. Béhem prvniho dne vzdy vyménime ptakopyska
pi s ptakopyskem pj_ ;4o pro vSechna i takové, ze 2 < ¢ < |(k + 1)/2]. V prubéhu druhého dne
pak vzdy vyménime ptakopyska p; s ptakopyskem pp_;41 pro 1 < i < |k/2]|. Pro¢ takové FeSeni
funguje, uz lze jednoduse dopoéitat, my misto toho ukazeme, jak lze jeho spravnost nahlédnout
pomoci obrazku. Reseni mé totiZ nazornou geometrickou interpretaci: jestlize si cyklus ptakopyski
predstavime jako pravidelny mnohothelnik s vrcholy ocislovanymi ¢isly 1, ..., k, st€hovani pak od-
povidé rotaci mnohothelniku o thel 360° /k. Takovou rotaci umime ziskat slozenim dvou vhodnych
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osovych soumérnosti (podle os, které sviraji uhel 360°/2k a prochazi stfedem mnohouhelniku), a
to jsou pravé ony vymeény ze zacatku odstavce.

1 1 6
6 2 5 1
5 3 4 2
4 3
POzZNAMKY:

Ackoliv s cifernikem si vétSina z Vas hravé poradila, ptakopysci leckteré PraSatko prevezli. Mnozi
fesitelé si totiz Spatné precetli zadani a mysleli si, Zze za jeden den je mozno prohodit pouze jednu
dvojici ptakopyski. Rozmyslete si, ze potom by spravnou odpovédi bylo n — 1. Dalsi popularni
odpovédi bylo log,(n), nebot takovy pocet dni potfebuje ,hladovy“ algoritmus, ktery kazdy den
ubytuje polovinu ptakopyskt (to je vskutku nejvic, co za jeden den muZeme udélat). Takova FeSeni
si vyslouzila jeden bod. (Vasek Rozhor)

Uloha 4.

(a) Dokazte, ze pro kazdou nekonstantni funkei f : R — R existuji redlna ¢isla =, y spliiujici

fl@+y) < fzy).
(Rado van Svarc)
(b) Rozhodnéte, zda existuje funkce f : (—1,1) — (—1, 1) spliujici pro kazdé = € (—1,1) vztah
f(f(=) = —=.
(David Hruska)
RESEN(:
(a) Tvrzeni dokdzeme sporem. Pfedpokladejme tedy, Ze existuje nekonstantni funkce f : R — R

spliujici pro kazda dvé realna Cisla x a y vztah f(z+y) > f(zy). Z dosazeni y = 0 vidime, zZe plati
f(z) > f(0) pro kazdé = € R. Déle dosadme y = —z a dostdvame

£(0) > f(—=?)

opét pro kazdé realné x. Protoze funkce g(x) = —2 nabyva vech nekladnych hodnot, plyne z obou
dosud odvozenych nerovnosti pro kazdé z < 0 vztah f(0) < f(z) < f(0), tedy f musi byt konstantni
na nekladnych éislech. Koneéné dosazenim z = y = —+/a, kde a je libovolné kladné éislo, dostdvame

f(a) < f(=2V).

My uz ale vime, ze f(—2+y/a) = f(0) a f(0) < f(a), ¢ili f je konstantni na celém definiénim oboru,
cozZ je spor.
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(b) Zadani spliiuje napiiklad funkce definovana nasledujicim zpusobem:

z+3, ze(-1,3),
—a:-i-%, xe(—%,O),
flxz)y=1< 0, =0,
—x—%, :cE(O,%),
a:—%, xe(%,l).

Ukazme si to tieba pro z € (—1,—
(=3,0), tedy f(f(z)) = —(z+3)+3

ovéri zcela analogicky.

%) Pro takova x plati f(z) =z + %, coz je ¢islo v intervalu
= —ux, coz jsme chtéli. Na dalsich intervalech se tato identita

[N

|
_
|
(SIS
=}
ST
—

=

POZNAMKY:

V prvni éasti tlohy bylo nejéastjsi chybou tvrzeni, ze pro kazda dvé ¢isla a, b (pro kterd f(a) <
f(b)) lze najit ¢isla x a y, aby © + y = a a zy = b, coz neni pravda (vezméme napiiklad a = 1 a
b = 100), dokonce je to ekvivalentni tomu, ze kazda kvadratickd rovnice ma redlné reseni. Déle se
vyskytl ndzor, Ze redlna funkce musi byt alesporn na néjakém intervalu monoténni (tedy neklesajici
nebo nerostouci), coz oviem také neni pravda a ptikladem je naptiklad funkce davajici hodnotu 1
v racionalnich a hodnotu 0 v iracionalnich c¢islech.

I s druhou ¢asti se velka vétsina z doslych feseni vyporadala tispésné. Skoro vsechna obsahovala
pfedpis né&jaké podobné (po ¢astech linearni) funkce. Objevil se ale i jiny pFistup: nule pfifadit
nulu, sparovat &isla v intervalu (0,1) a pak f definovat pro sparovand kladna &isla p a g takto:
fp) =q, fl@) = —p, f(—p) = —q a f(—q) = p, ¢imZ zaru¢ime platnost zadaného vztahu. Pokud
si chce ¢tenaf zavzpominat na lonsky seridl o teorii mnozin, doporucuji mu si rozmyslet, zZe tento
pristup dava opravdu hodné fesSeni, presnéji feceno 2‘R|, coz je stejné jako vubec vSech funkci z R
do R. Na druhou stranu feSeni nemohou byt moc hezka, konkrétné se jejich grafy nemohou dat
,hakreslit jednim tahem*, pfesnéji zadné feseni lohy nemuze byt spojitd funkce. Nékolik opravdu
pékné a spravné sepsanych feseni si vyslouzilo imaginarni bod. (David Hruska)



Uloha 5.

(a) Na skalni Fimse lezi tii hroméddky o 51, 49 a 5 kamenech. V kazdém kroku miizeme bud sloucit
dvé hromadky, nebo rozdélit hromadku se sudym poc¢tem kamenti na dvé stejné velké. Miizeme takto
vytvorit 105 hromadek po jednom kameni?

(b) Ctverec je rozdélen dvéma navzdjem kolmymi piimkami na &ty¥i ¢asti. Dokazte, ze pokud t¥i
z nich maji stejny obsah, pak uz nutné maji stejny obsah vsechny Ctyfi.
(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:

(a) Kdyby se stalo, ze v nékterém kroku dostaneme hromadky, jejichz poc¢ty maji lichého spole¢-
ného délitele a, pak uz nikdy nemtizeme vytvorit hromadku s jednim kamenem, protoze hromadky
vzniklé ptlenim nebo slou¢enim budou pofad mit pocet délitelny a.

Na zacatku maji vSechny tfi hromadky lichy pocet kament, a proto v prvnim kroku musime
dvé hromadky sloucit. Ziskdme tak bud dvé hromadky s 51 a 54 kameny, jejichz velikosti maji
spole¢ného délitele 3, nebo dvé hromadky o velikostech 49 a 56, které maji spolecného délitele 7,
nebo dvé hromadky velké 5 a 100, které maji spolecného délitele 5. Nemizeme tedy vytvorit 105
hromdadek po jednom kameni (dokonce neumime ani vytvofit zddnou hroméadku s jednim kamenem).

(b) Vrcholy ¢tverce oznacime A, B,C, D a stied S. Dvé pfimky oznaéime u,v a &tyfi ohraniené
oblasti v poradi k1, k2, k3, k4 tak, Ze k1, ko lezi na jedné strané vaci u a ko, k3 lezi na jedné strané
vigi v. BUNO ki, k2, k3 maji stejny obsah. Uvazujme otoceni o 90° se stiedem v S ve sméru ki
ku k2 a k2 ku k3. Necht v’ je obraz pfimky u, pak plati, ze v’ || v a tyto pfimky rozdéluji ¢tverec
ve stejném poméru, nebot ki + ko = kg + k3. Diky zvolenému sméru otoc¢eni dostédvame u’' = v.
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Necht a, b jsou oblasti vzniklé slou¢enim ki a ko, resp. k2 a k3. Podle piredchozi ¢4sti vime, Ze
oblast a se otoCenim zobrazi na b. Pfimka v piili oblast a, a proto se oto¢enim zobrazi na pfimku
v’, kterd ptli oblast b. Navic plati, Ze v’ || u a u také pili b, tudiz v/ = u. Tedy otocime-li piimku
u o 180° kolem S, dostaneme zase u, a proto u obsahuje S. Oblast ¢ ma obsah rovny poloviné
obsahu ¢tverce a kazda z ¢asti k1, k2, k3 méa obsah ¢tvrtiny ctverce, z ¢ehoz plyne, Ze i ¢tvrta ¢ast
musi mit obsah ¢tvrtiny Ctverce.

PozNAMKY:
Mnoho Fesiteld se v ¢asti (a) domnivalo, Ze pocet hromadek s jednim kamenem je vzdy sudy, nebot
vzniknou po dvou ptlenim hromédek se dvéma kameny, a proto celkovy pocet kameni musi byt
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lichy. Tento argument bohuzel neplati, nebot jednokamenné hromadky mtzeme pouzit ke slouceni
a jako protiptiklad slouzi startovni pozice se dvéma hromadkami 2 a 3, které davaji dohromady 5
kament, pfitom se snadno dobereme k 5 jednokamennym hromadkam.

Cast (b) se ukazala byt zapeklitéjsi, nez jsem si myslel. Nebylo tézké nahlédnout, Ze aby mély
vSechny oblasti stejny obsah, musi pfimky prochéazet stfedem ¢tverce, coz navadi k postupu, ktery
rozebiral zmény obsaht jednotlivych ¢asti pfi posunuti pruseciku pfimek ke stfedu, coz se rigorézné
podafilo jen par jedinctim. Castou chybou bylo pfedpokladat podobnost ¢tyfuhelnikt, které maji
stejné vnitini thly, coz obecné neplati. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 6.

(a) Kuba nasel pravidelny ¢&tyistén s hranou délky jedna. Nelenil a hned na jeho povrch nakreslil
devet bodi. Dokazte, ze mezi nakreslenymi body vzdy najdeme néjaké dva, jejichz vzdalenost
v prostoru je nejvyse % (Honza Krejci)

(b) Ctytboky jehlan SABCD mé podstavu tvoienou lichobéznikem ABCD s rovnobéznymi stra-
nami AD a BC, pricemz |AD| > |BC|. Stiedy usecek AB a SD oznac¢me po fadé M a N, priisecik
roviny ABN s pfimkou SC nazvéme E. Dokazte, ze pfimky BE a M N jsou rovnobézné.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESEN(:

(a) Na kazdé sténé pravidelného ¢tyisténu nakreslime stfedni pricky, které stény rozdéli na pra-
videlné trojuhelniky o strané délky % Celkovy povrch pak rozdélime na osm ¢asti: ¢tyfi ¢asti jsou
jednotlivé trojuhelniky ze stfednich pricek na kazdé sténé a kazda ze zbyvajicich ¢ty ¢asti se sklada
ze t¥i trojuhelniki sdilejicich spole¢ny vrchol étyfsténu. Jelikoz Kuba nakreslil devét bodi, nutné
musi byt néjaké dva body X, Y ve stejné casti, fikejme ji A. Ukadzeme, ze vzdalenost téchto dvou
bodi je nejvyse %

Predpokladejme nejprve, ze A je trojuhelnik. Bod na A s nejvétsi vzdalenosti od X je néjaky
vrchol A, ozna¢me ho A. (Rozmysli si, ze A je opravdu vrchol — pokud by A lezel uvniti A, mizeme
ho ,prodlouzenim* usecky AX dostat na stranu, dale pokud by A byl na strané a ne ve vrcholu,
pak se posunutim A smérem k jednomu z vrcholii vzdélenost zvétsi.) Déle bod v A s nejvétsi
vzdalenosti od A je (vyuzitim stejné ivahy) jeden ze dvou zbylych vrchold, ozna¢me ho B. Plati
tedy | XY| < |XA| <|AB| = %, nebot AB je strana A a mé délku %

Dale si vSimnéme, ze pokud A je ¢tyfstén bez jedné stény, plati to stejné: Bod na A s nejvétsi
vzdélenosti od X je vrchol A naproti sténé, na které lezi X.2 (Protoze pokud A neni zminény
vrchol, tak koule o stfedu A a poloméru | X A| neobsahuje cely A, a proto miZzeme A posunout do
vétsi vzdalenosti.) Tedy bod na A s nejvétsi vzdalenosti od X je A, bod na A s nejvétsi vzdélenosti
od A je jiny vrchol B, a tedy |XY| < |XA| < |AB| = 1.

(b) Oznacme K stfed usecky CD. Potom KN je stfedni pricka v trojuhelniku CDS, je tedy
rovnobézna s C'S. Déle jsou z definice rovnobézné piimky MK a BC'. Z téchto svou rovnobéznosti
mame rovnobéznost rovin M KN a BCE. Primky BE a M N tedy lezi v rovnobéznych rovinach
BCE a M KN, navic obé lezi ve spole¢né roviné ABN. Jsou tedy rovnobézné.

3Pokud X lezi na hrané étyfsténu, znamena to, 7e lezi na obou sousednich sténach.
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POZNAMKY:
V fesenich ¢asti (a) se ¢asto objevoval zndmy ne§var v podobé& pouzivani obratu jako: ,,Nejvyhod-
né&jsi bude, pokud Kuba rozmisti étyti body do vrcholt étyisténu. .. “ Reseni se pak totiz omezi na
jedno konkrétni rozmisténi, ackoliv ilohou bylo ukéazat, Ze to plati pro kazdé rozmisténi.

V ¢&asti (b) se seslo o dost méné FeSeni, za ni si vyslouzil imaginarni bod Martin Raska, ktery
prisel s ndapadem zobrazit si vSe v kolmé projekci na rovinu kolmou k AD a obrézek si tim ponékud
zjednodusil. (Tonda Cesik)

Uloha 7.
(a) Existuje pfirozené ¢islo a takové, Ze soucet poctii cifer a a a® je roven 20177
(Honza Krejci)

(b) Necht S(k) znadi ciferny soucdet prirozeného ¢isla k. Pro které nejmensi prirozené n plati
S(n)=S2n)=---=5(2017n)?
(Rado van Svarc)
RESEN(:
(a) Podivame se, jak se zméni pocet cifer ¢isla a, kdyZ ho umocnime na tieti. Pokud a méa n cifer,
potom plati 10”1 < @ < 10™. Umocnénim této nerovnosti na tieti dostaneme 10373 < ¢3 < 1037,
tedy a® ma 3n — 2, 3n — 1 nebo 3n cifer. Soudet pocti cifer a a a® bude tedy bud 4n — 2, nebo

4n — 1, nebo 4n pro néjaké prirozené n. Bude tedy po vydéleni ¢tyfmi davat zbytek 0, 2 nebo 3.
Protoze ale 2017 dava pri déleni Ctyfmi zbytek jedna, tak zadné takové Cislo a nemuze existovat.

(b) Nejprve ukdzeme, ze ¢islo 9999 vyhovuje zadéni, tedy Ze pro kazdé k od 1 do 2017 plati
S5(9999k) = 36. Cislo 9999 lze prepsat jako 10000 — 1, na nésobeni &isla k cislem 9999 se tedy
muzeme divat jako na odéitani k od jeho desetitisicindsobku. Necht k neni délitelné deseti (pokud
je, mizeme ho deseti vydélit a ciferny soucet se nezméni). ZapiSeme si jeho cifry jako abed, kde a i

dalsi cifry zleva muzou byt nuly, pouze d je uréité nenulové. Muzeme si vS§imnout, Ze

abcd0000 — abed = abe(d — 1)(9 — a)(9 — b)(9 — ¢)(10 — d).

Tato rovnost plati proto, Zze d je nenulové, tedy v fadu jednotek dojde pii odéitani k prenosu
jednicky. Obdobné v fadech desitek, stovek i tisici odecitame vzdy alespon jednic¢ku, kterd se
prenesla z minulého Fadu, tedy i tady dojde k prenosu. V fadu desetitisich naopak odecitame prave
jednicku pfenesenou z fadu tisictt od d, které je alespon jedna, tedy k dalsimu pfenosu nedojde.
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Ciferny soucet S(abc(d —1)(9 —a)(9 —5)(9 —¢)(10—d)) budea+b+c+d—14+9—a+9—
b+9—c+10—d = 36.

Nyni jiz stac¢i ukazat, ze 9999 je opravdu nejnizsi mozné.

Vezmeéme si tedy néjaké prirozené n < 9999, které spliuje zadani. Chceme ukazat, ze n = 9999.
Protoze ciferny soucet dava stejny zbytek modulo devét jako éislo samo a S(9n) je délitelné deviti,
musi byt i S(n), a tedy i n délitelné deviti. Necht tedy m = . Protoze n je maximdlng 9999,
m je maximalng 1111. Déle vime, ze S(n) = S(1111n) = S(1111 - 9m) = S(9999m), ale protoze
1 <m <1111 < 2017, tak jiz podle tvrzeni dokdzaného v prvni &asti dikazu plati S(9999m) = 36.
Tedy S(n) = 36. Cislo 9999 je ale evidentné nejnizsi ¢islo s cifernym souétem 36.

POZNAMKY:

Uloha byla pomérné pifstupna, a tak se drtiva vétsina fesiteltt pokusila i o ¢ast (b). Céast (a)
vétsiné necinila vétsi potize, pouze nékolik fesiteli se dopustilo chyby o jednicku. Ta je bohuzel
typicky stala oba body, protoze v jejich feseni nebyla zadna z mysSlenek potifebnych ke korektnimu
vyfeseni ulohy.

To samé bohuzel nelze Fict o ¢asti (b), kde kromé zhruba deseti spravnych feseni pfislo také
témér dvakrat tolik Feseni, kterd sice nalezla spravnou hodnotu n = 9999, ale bud jeji spravnost
nedokazovala vibec, nebo pouzivala vagni, zamlzené formulace o tom, ze ,je nejlepsi, kdyz cislo
obsahuje hodné devitek“ a podobné. Takové feseni dostala nékdy jeden (napfiklad pokud korektné
dokézala alesponi 9 | n), typicky vSak zadny bod.

Uspé&sna, feeni Casti (b) nejcastéji postupovala opa¢né nez vzordk, tedy zacala dukazem, Ze
zadné mensi n fungovat nemize. V takovém pripadé vétsinou rozebirala ¢len S(1001n), nicméné
tento postup byl, a¢ vétSinou uspésny, o néco delsi a méné elegantni nez vzorak. (Viki Némecek)



