Prvocisla

2. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.LISTOPADU 2016

Cislem rozumime vzdy celé ¢&islo vétsi nez nula. Prvocislo je ¢islo vétsi nez jedna, které je délitelné
jen jedni¢kou a sebou samym. Cislo nazveme sloZenym, pokud je vétsi nez jedna a neni to prvodislo.

ULOHA 1. (3 BODY)
Carodéjnice Marta si poviimla, e se ji na zahradce pfemnozila prvoéisla. Vyslovila tedy slozité
zaklinadlo a co se nestalo: Nejprve se vyparila vsechna prvocisla a na zahradce je nahradily soucty
kazdych dvou z nich, nacez vSechna slozend ¢isla odletéla pry¢. Dokazte, ze po dvou provedenich
zaklinadla se Marta vSech prvocisel zbavila.

ULOHA 2. (3 BODY)
Naleznéte vSechna prvocisla, ktera nelze zapsat jako soucet dvou slozenych cisel.

ULona 3. (3 BODY)
Kdyz se Marian vratil ze svych cest, chlubil se kamarddim: ,Dojel jsem az k jezeru, na jehoz
obvodu lezelo 1001 mést. Pfitom pomér poctu obyvatel kazdych dvou sousednich mést (vétsi ku
mensimu) byl pfirozené é&islo a navic prvoéislo.“ ,To kecas“, podivila se Ada. Dokazte, Ze méla
pravdu.

ULOHA 4. (5 BODU)
Rozhodnéte, zda pro kazdych Sest po sobé jdoucich cisel existuje prvocislo, které déli pravé jedno
z téchto Cisel.

ULoHA 5. (5 BODD)
Cislo n ma tu vlastnost, ze 2n + 1 i 3n + 1 jsou druhé mocniny pfirozenych éisel. Ukazte, Ze 5n + 3
neni prvocislo.

ULOHA 6. (5 BODU)
David ma n hrusek a Martin s Tondou mu je stfidavé ujidaji. Martin zac¢ina a ten, kdo je na radé,
si vybere néjaké prvocislo p a sni p — 1 hrusek. Oba loupeZnici se snazi snist posledni hrusku.
Dokazte, Ze pro nekone¢né mnoho n toho muze dosdhnout Tonda, at se mu v tom Martin snazi
sebevic zabranit.

ULOHA 7. (5 BOD®)
Naleznéte vSechny 2016-tice ne nutné riznych prirozenych &isel, pro které plati, ze kdykoli z nich
vybereme! étvefici (a, b, ¢, d), tak spliiuje abed | a* + b* + ¢* + d*.

ULoHA 8. (5 BODD)
Necht p(n) je nejvyssi prvociselny délitel ¢éisla n > 1. Ukazte, Ze existuje nekoneéné mnoho ¢isel
n > 2, pro ktera plati p(n — 1) < p(n) < p(n +1).

1Jedno é&islo miizeme vybrat jen tolikrat, kolikrat se vyskytuje v nasi 2016-tici.
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Prvocisla

2. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Carodéjnice Marta si povsimla, Ze se ji na zahradce piemnozila prvocisla. Vyslovila tedy slozité
zaklinadlo a co se nestalo: Nejprve se vypafila vSechna prvocisla a na zahradce je nahradily soucty
kazdych dvou z nich, nacez vsSechna slozena c¢isla odletéla pry¢. Dokazte, Zze po dvou provedenich
zaklinadla se Marta vSech prvocisel zbavila.

(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESENI:

Soucet dvou prvocisel je urcité vétsi nez dva. Mezi soucty vzniklymi po prvnim vysloveni zaklinadla
proto dvojka neni. Poté, co zmizi slozena cisla, zlistanou na zahradce pouze prvocisla, ktera jsou
vSechna vétsi nez dva a jsou tedy urcité vSechna lichd. Po druhém vysloveni zaklinadla dostavame
pouze soucty dvou lichych prvocisel, tedy ¢isla suda a vétsi nez dva. Ta jsou slozend a musi zmizet.
Marta se tak po dvou provedenich zaklinadla zbavi vSech prvocisel na své zahradce.

POzZNAMKY:

Uloha byla dost lehka, coz mnohé fesitele svadélo k nepfesnostem. Celkem oblibené tvrzeni bylo, ze
soucet dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé, a tedy slozené. Bylo jasné, Zze dvojka nam vzniknout nemize,
ale malokdo to i napsal do FeSeni. Par fesitelu si zadani vysvétlilo tak, ze prvodisla s¢itdme po
dvojicich a ne kazdé s kazdym, nicméné pokud se v jejich fesSeni i tak objevily vSechny myslenky
potiebné na vyfeseni ptivodni tlohy, body jsem neodecitala. (Karolina Kuchytiova)

Uloha 2.

Naleznéte vSechna prvocisla, ktera nelze zapsat jako soucet dvou slozenych cisel.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESEN(:

Nejprve si uvédomme, ze vSechna suda cisla vétsi nez dva jsou slozend, a tudiz i vSechna prvocisla
vétsi nez dva jsou liché. Cislo dva zjevné nelze zapsat jako soucet dvou slozenych &isel (nejmensi
slozené ¢islo je ¢tyfi). Déle tedy vSechna prvodisla, kterd nam zbyva vytesit, jsou licha.

Jelikoz liché ¢islo lze zapsat pouze jako soucet sudého a lichého cisla, vSechna prvocisla mensi
nez soucet nejmensiho sudého slozeného ¢isla a nejmensiho lichého slozeného &isla (tj. ¢tyfi a devét)
takto zapsat nelze. Ov8em kazdé prvocislo p > 13 lze zapsat jako p = 9+ (p — 9), kde devét je
slozené ¢islo a p — 9 je sudé ¢islo vétsi nez dva, tudiz rovnéz slozené. Proto zadné takové prvocislo
nebude hledanym fesenim.

Resenimi jsou tedy pravé ta prvoéisla, ktera jsou ostie mensi nez 13, tj. 2, 3, 5, 7 a 11.

POZNAMKY:

Uloha byla pomérné snadna a lo ji vyfesit mnoha riznymi zptsoby lisicimi se piedevsim v postupu
nalezeni rozkladu pro prvocislo p > 13. Nejoblibenéjsi a nejkratsi variantou byl rozklad uvedeny
ve vzorovém feseni. Casty byl také rozklad zalozeny na rozboru moznych zbytki po déleni p tiemi
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(konkrétné pro zbytek jedna rozklad p = 4+ (p —4) a pro zbytek dva rozklad 8+ (p — 8), kde druhy
¢élen soudtu je slozené ¢islo délitelné tfemi) ¢i na rozboru podle posledni éislice prvodisla p.
Bohuzel kromé mnoha spravnych feseni prislo i nékolik takovych, kterd bez dukazu tvrdila,
ze zadné dalsi FeSeni neexistuje, nebo se dokonce o neexistenci dalsiho feSeni viibec nezminovala
(extrémnim piipadem bylo FeSeni se zapsanym vysledkem bez jediného slova). Takovym FeSenim
jsem musel dat pouze bod, nebot pokud tloha pozaduje nalezeni vSech feseni, je tfeba dokézat,
Ze jste skuteéné vSechna nalezli. (Tomés Novotny)

Uloha 3.
Kdyz se Marian vratil ze svych cest, chlubil se kamaradum: , Dojel jsem azZ k jezeru, na jehoz
obvodu lezelo 1001 mést. Pfitom pomér poctu obyvatel kazdych dvou sousednich mést (vétsi ku
mensimu) byl pfirozené é&islo a navic prvocislo.“ ,To kecas“, podivila se Ada. Dokazte, Ze méla
pravdu.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENI:

Uvazujme dvé sousedni mésta a 01, o2 pocty obyvatel téchto dvou mést. Fakt, ze pomér vétsiho ku
mensimu z téchto Cisel je prvocislo, fika, ze soucty exponentd v prvociselnych zapisech o1 a o2 se
lisi o jedna.

Ulohu dokézeme sporem. Nechf plati to, co fekl Marian. Zvolme libovolné mésto u jezera.
Bez Gjmy na obecnosti, necht soucet exponent v jeho prvoéiselném rozkladu je sudy (pokud je
lichy, vezmeme vedlejsi mésto). Obejdeme-li po kruhu vechna mésta, vratime se do ptivodniho po
navstiveni 1000 dalSich mést. Potom z ivahy na zac¢atku je soucet exponenti v jeho prvociselném
rozkladu lichy (1001krat se zméni parita). To je ovSem spor s predpokladem, Ze tento soucet je
sudy.

PozNAMKY:

Vétsina feseni myslenkou odpovidala vzorovému. Co se tyce nejcastéjSich chyb, naslo se nékolik
feSeni, kterd predpokladala, Ze se po kruhu musi stiidat dva pocty obyvatel nebo pocet obyvatel
musi (pfi pohybu jednim smérem) rtst. Tento pfedpoklad ovSsem nezahrnuje vSechny moznosti.
Napriklad pokud by kolem jezera byla Ctyfi mésta, ctverice 30, 150, 30, 60 spliuje podminky
zadani (krom faktu, Ze pocet mést neni roven 1001), ale nestfidaji se v ni dvé rizna disla a také
netvori rostouci posloupnost ¢isel.

Casto jsem v fesenich narazil na to, ze se pracuje s o¢islovanymi mésty, aniz by bylo fec¢eno, jak
o¢islovani mé4 vypadat. Clovék si domysli, ze ocislovani bude fungovat tak, Ze jedno z mést bude
prvni a zbytek mést se postupné ocisluje bud po sméru nebo proti sméru hodinovych rudéicek, ale
je tfeba to alespon trochu popsat. Stejné tak se objevovaly snahy mluvit o ,sudych“ a ,lichych
méstech, kde je problém uplné stejny, protoze jedno mésto muze byt (podle zvoleného ocislovani)
sudé nebo liché. (Honza Krejci)

Uloha 4.
Rozhodnéte, zda pro kazdych Sest po sobé jdoucich cisel existuje prvocislo, které déli pravé jedno
z téchto cisel.

(David Hruska)

RESENT:
Je ztejmé, ze z kazdych Sesti po sobé jdoucich éisel jsou pravé tfi licha. Dale dokaZeme sporem, ze
z téchto t¥i lichych Cisel je maximalné jedno délitelné tfemi. Pfredpokladejme, Ze jsou dvé z nich
délitelna tfemi. Pak je jejich rozdil také délitelny tfemi a jelikoz jsou obé liché, tak jejich rozdil je
sudy. Tento rozdil je tedy délitelny Sesti a jelikoz jde o rizna cisla, tak se musi lisit alespon o Sest.
Pak ale nemohou byt obé v Sestici po sobé jdoucich cisel.
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Analogicky dokazeme, Ze maximalné jedno z téchto t¥i lichych éisel je délitelné péti. Maximalné
dvé z nich jsou proto délitelna tfemi nebo péti, tedy v kazdych Sesti po sob€ jdoucich ¢islech existuje
¢islo, které neni délitelné dvéma, tfemi ani péti. Toto ¢&islo je budto rovno jedné, nebo mé ve svém
prvociselném rozkladu prvoéislo vétsi nebo rovno sedmi (pro vSechna éisla vétsi nez jedna existuje
prvodiselny rozklad). Nejprve vyfesime prvni piipad. Cislo jedna je obsazeno jen v Sestici &isel 1,
2, 3, 4, 5, 6. Pro tuto Sestici je Cislo pét prvocislem, které déli praveé jedno z ¢isel v ni. Ve druhém
pripadé toto prvocislo nemuze délit zadné dalsi ¢islo ze Sestice, jelikoz rozdil kazdych dvou jeho
nasobku je vétsi nebo roven sedmi.

Tedy pro kazdych Sest po sobé jdoucich éisel existuje prvocislo, které déli pravé jedno z nich.

POZNAMKY:

Vétsina doslych Feseni byla spravna. Neékolik FeSiteld bohuzel Spatné pochopilo zadani a hledalo

prvodislo, které by délilo pravé jedno ¢islo z kazdych Sesti po sobé jdoucich ¢&isel (takové vsak

neexistuje). Dale bylo potieba dat si pozor na ¢islo jedna, které nema zadné prvociselné délitele.
(Lucien Sima)

Uloha 5.
Cislo n ma tu vlastnost, ze 2n + 1 i 3n + 1 jsou druhé mocniny pfirozenych ¢isel. Ukazte, Ze 5n + 3
neni prvocdislo.

(Rado Svarc)

RESEN(:
Oznaéme a, b piirozena &isla, pro ktera plati a2 = 2n 4+ 1 a b®> = 3n + 1. Pak

5n+3=4(2n+1) — (3n+ 1) = 4a® — b*> = (2a — b)(2a + b).

Tedy jsme vyjadfili 5n + 3 jako souéin dvou pfirozenych ¢&isel. Abychom dokazali, Ze 5n + 3 neni
prvodislo, zbyva ukazat, ze 2a — b a 2a + b nejsou rovna jedné. Cislo 2a + b je uréité riizné od jedné,
protoze a a b jsou prirozena.

Predpokladejme pro spor, ze 2a —b=1. Pak 5n +3 = (2a — b)(2a+b) = 1(b+1+b) =20+ 1,
tedy 5n + 2 = 2b. Odtud a z definice b dostavame (%)2 = b2 = 3n + 1. To upravime na
25n2 4 20n + 4 = 12n + 4, tedy n(25n + 8) = 0. Posledni uvedend rovnost je ve sporu s tim, Ze n
je celé cislo vétsi nez nula. Proto ani 2a — b neni rovno jedné, tudiz 5n + 3 neni prvocislo.

POZNAMKY:
Neékteri resitelé odhalili nejmensi pfirozené ¢islo vyhovujici zadani, tim je n = 40. Je ale tieba
uvédomit si, ze nalezeni jednoho cisla, které spliiuje zadané vlastnosti, neni pozadovanym dikazem
daného tvrzeni. Dikaz je samoziejmé tieba provést pro vSechna pfipustna n.

(Misa Hubatovd)

Uloha 6.
David ma n hrusek a Martin s Tondou mu je stiidavé ujidaji. Martin zacina a ten, kdo je na fadé,
si vybere néjaké prvocislo p a sni p — 1 hrusek. Oba loupeznici se snazi snist posledni hrusku.
Dokazte, ze pro nekone¢né mnoho n toho miize doséhnout Tonda, at se mu v tom Martin snazi
sebevic zabranit.

(David Hruska)

RESENI:

Hra je urcité kone¢na (hraci ziejmé hrusky nékdy doji, vZdy musi snist alesponi jednu). Definujme

pozici, ve které se hra nachazi, jako pocet zbyvajicich hrusek. Muzeme si tedy jednotlivé pozice

rozdélit do dvou skupin. Pozice n je vyhrdvajici, jestlize hrac, ktery je na tahu na pozici n, ma

vyhréavajici strategii (tedy umi urcité vyhrat nezdvisle na tazich protihrace). Naopak n oznacime
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jako prohravajici, pokud hra¢ nachéazejici se na tahu nema pfi spravné hie druhého hrace sanci na
vitézstvi. Plati, ze mizeme-li z pozice n pfipustnym tahem pfejit na néjakou prohravajici pozici,
pak je pozice vyherni. Naopak, pokud z néjakého n neexistuje zadny pripustny tah do prohravajici
pozice, je toto n pozice prohravajici. Pozici 0 definujeme jako trivialni prohravajici pozici — hrac,
pred kterym je nula hrusek, je ten, ktery pravé sledoval, jak je ten druhy dojedl — tedy prohravajici.

Chceme dokazat, ze existuje nekoneéné mnoho prohravajicich pozic (to jsou pfesné ty, ve kterych
vyhraje Tonda, protoze Martin za¢ind). Neni tézké si vSimnout, Ze pozice 3 je prohravajici, stejné
jako napt. 8 a 11. Predpokladejme, ze prohravajicich pozic je jen kone¢né mnoho. Potom ziejmé
existuje néjaka nejvyssi z nich, oznacme si ji tfeba z. VSechny vyssi pozice nez z jsou z tohoto
predpokladu vyhréavajici.

Nyni zkoumejme pozici (x + 2)! + (z + 1). Je to zfejmé vétsi hodnota nez x, méla by tedy byt
vyhrévajici, tj. mél by z ni existovat tah do jedné z prohravajicich pozic. Prohravajici pozice jsou
nékterd Cisla z ¢isel 0,1,2,...,z. Rozdil (z 4+ 2)! + (z + 1) a nékterého z téchto &isel tedy nutné
musi byt roven p — 1 pro néjaké prvocislo p. Pro néjaké ¢ od 0 do x tedy mame

(z+2)!+(z+1)—i=p—1

To se d& upravit na
(z+2)!+(z+2)—i=p.

Pro kazdé i z uréeného intervalu se bude rozdil (z + 2) — ¢ nachézet v rozmezi od 2 do (z + 2) a
timto ¢islem bude délitelné i (x + 2)!, které je vétsi nez (z + 2). Po vytknuti tedy na levé strané
dostaneme soucin dvou cisel vétsich nez jedna, coz se nikdy nemize rovnat prvocislu.

Dostali jsme spor, a prohravajicich pozic tedy nemutze byt konecné mnoho. Existuje tedy neko-
neéné mnoho pozic, pro které Tonda vyhraje nezavisle na Martinovych tazich!

POzNAMKY:
Ten, kdo dokazoval sporem, tj. vybral néjaké nejvyssi prohravajici n, tlohu zpravidla vytesil. Kon-
strukci pro nalezeni sporu v podobé , jesté vétsi“ prohravajici pozice bylo vice, ve vzordku je
popsand ta nejcastéjsi. Nékteri fesitelé si mysleli, Ze pokud ma hrac¢ na tahu pred sebou n hrusek
a nemiuze je vSechny snist (aneb n # p — 1), pak ,nevyhraje“. To, Ze hra¢ zrovna nemuize snist
vSechny hrusky najednou, jesté neznamenad, Ze nemuze udélat takovou sekvenci tahi, aby toho po
néjaké dobé skuteéné dosahl.

(Marian Poljak)

Uloha 7.
Naleznéte vSechny 2016-tice ne nutné riznych prirozenych cisel, pro které plati, ze kdykoli z nich
vybereme® &tvefici (a, b, ¢, d), tak spliiuje abed | a* + b* + ¢* + d*.

(David Hruska)
RESEN(:
Nejdrive vypozorujeme, ze kdyby byla vsechna ¢isla 2016-tice délitelna néjakym cislem vétsim nez
jedna, pak timto délitelem muzeme kazdé z Cisel vydélit a na platnosti tvrzeni nic nezménime.
Uvazujme tedy nyni jenom 2016-tice ¢isel, kterd nejsou vSechna délitelnd Cislem vétSim nez jedna.
Jisté si hned vSimneme, Ze vSechny jednicky vyhovuji zadani.

Dale méjme néjakou 2016-tici splnujici zadani a predpokladdejme, ze v ni existuje néjaké cislo
vétsi nez jedna, oznacme jej a. Potom je toto ¢islo a zfejmé délitelné néjakym prvocislem p. Nyni pro
spor predpoklddejme, ze v 2016-tici existuji néjakad dvé cisla x,y, jejichz ¢tvrté mocniny nedavaji
stejny zbytek modulo p. Potom muzeme vzit néjaka b, ¢ ze zbyvajicich 2013 ¢isel (tedy vSech ruznych
od a,z,y).

p | abex | a* +b* + ¢t 4+ 2t

1Jedno é&islo miizeme vybrat jen tolikrat, kolikrat se vyskytuje v nasi 2016-tici.
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p|abcy|(14—&-l)4-i-(:4—|-y4

Odectenim délitelnosti od sebe dostaneme p | x4 —y*, coZ je spor s tim, Ze ¢tvrté mocniny &isel x, y
dévaji rtizny zbytek modulo p. Ctvrté mocniny vsech &isel kromé a tedy musi nutné byt kongruentni
modulo p. Oznacme jejich spoleény zbytek po déleni p pismenkem z. Nyni uvazujme obecnou ¢tverici
s ¢islem a:

p|abed | a* +b* + ct +dt

Vsechny hodnoty z pravé strany délitelnosti muzeme ekvivalentné nahradit jejich zbytkem po déleni
p, dostdvame tedy (a je z pfedpokladu délitelné p):

pl0+z+2+2=32

Jelikoz je p z pfedpokladu prvocislo, dostavame dvé moznosti:

(1) p| 2. Potom p déli ¢tvrté mocniny vSech &isel, musi tedy nutné délit vSechna ¢isla — tady
se dostavame do sporu s nasim predpokladem, ze 2016-tice ¢isel nema mit zddného délitele
vétsiho nez jedna spoleéného vsem.

(2) ptz = p| 3. Potom je trojka nutné jedinym prvoéislem, které muze délit néjaky prvek
nasi 2016-tice. Nami vybrané ¢islo a je pfitom jediné ¢islo, které muze byt touto trojkou
délitelné. Kdyby totiz bylo jesté néjaké jiné Cislo nez a délitelné tfemi, tak jeho Ctvrta
mocnina dava zbytek nula po déleni tfemi — vSechna ¢isla mimo a ale maji tento zbytek
spole¢ny, dostaneme tedy 2016-tici Cisel, z nichz kazdé je délitelné tfemi, coz je opét spor
se stejnym predpokladem. Vsechna ¢isla rizna od a tedy mohou byt jediné jednicky, zato
a musi nutné byt mocnina trojky.

Jiz vime, Ze je-li a nultd mocnina trojky, tak ziskdme feseni tvorené 2016 jednickami. Je-li prvni
mocnina trojky, dostaneme taky vyhovujici feseni, protoze 3 = 3-1-1-1 | 3* 414 +144-1* = 84. Je-li
a vys$i mocninou trojky, pak je délitelné deviti. Potom ovSem vybérem a spolu s tfemi jednickami
ziskédvdme délitelnost 9 | a-1-1-1|a* + 1% + 1% + 1* = a* + 3, kterd vzhledem k 9 | a* neplati.

Jediné vyhovujici 2016-tice za predpokladu nesoudélnosti jsou (1,1, ...,1) a (3,1, ... ,1). VSechna
vyhovujici feSeni jsou tedy 2016-tice tvaru (n,n,...,n) nebo (3n,n,...,n), kde n € N.
POZNAMKY:

Kdo pracoval s kongruencemi ¢tvrtych mocnin, tlohu zpravidla vytesil. Néktefi z vas mlcky pfed-
pokladali, ze kdyz je soucet dvou zlomku celé ¢islo, pak musi byt i oba zlomky celé ¢isla. Jenomze
napf. 1/3 + 2/3 = 1. Samoziejmé, ze v nékterych specidlnich pfipadech toto tvrzeni mize platit,
ale je to potfeba radné oduvodnit. (Marian Poljak)

Uloha 8.
Necht p(n) je nejvyssi prvociselny délitel ¢isla n > 1. Ukazte, Ze existuje nekoneéné mnoho disel
n > 2, pro kterd plati p(n — 1) < p(n) < p(n + 1).

(Tonda Le)
RESEN(:
Nejprve si dokazeme nékolik lemmat, potom si ukazeme, jak s tlohou souvisi.
Lemma. Necht a, b jsou pfirozena éisla. Potom plati p(ab) = max {p(a), p(b)}.
Dikaz. Ozna¢me g = p(ab). Jisté je ¢ prvocislo a plati g | ab (z definice funkce p(n)). Potom ale
g | a nebo q | b, tedy p(a) > g nebo p(b) > ¢, ale kdyby nékteré z p(a), p(b) bylo v&tsi nez g, tak by
to byl spor s ¢ = p(ab). O
Vsimnéme si, ze q2k —1=(q—1)(¢g+1) (q2 + 1) . (q2k71 + 1), coz ziskdme postupnym pouzi-

vanim vzorce a? — % = (a — b)(a + b).



Lemma. Necht q € N. Potom pro kazd4 pfirozena a < b a kazdé liché prvocislo r plati, Zze pokud
7| ¢2° + 1, potom r{qzb + 1.

Dikaz. Predpokladejme, Ze r | q2(L + 1. Podle vzorecku, ktery jsme odvodili vyse, mtzeme napsat
b b b—1
¢ H1=2+¢" —1=24 -1+ (@+1)... (& +Q,
pricemz protoze a < b, tak se v soucinu jisté vyskytuje i q2a + 1. Ale r | q2a + 1, a tedy i
rl(g—1)(¢g+1) (q2 + 1) . (q2b71 + l). To ale znamen4, ze q2b +1 = kr + 2 pro né&jaké prirozené
k, ale protoze r je liché prvoéislo, tak jist& r 1 kr + 2, coz jsme chtéli dokazat. O
Dusledek. Necht ¢ > 2 je prvodislo. Potom pro kazdé k piirozené existuje takové prvoéislo r > 2,
zer | q2k +1,alert q22 + 1 pro vSechna £ < k pfirozena.
Diikaz. Protoze je ¢ > 2, tak je g liché, a tedy ¢2 = 1 (mod 4). To znamend, Ze 4 { q2’c + 1 pro
k—1

z4dné k (protoze q2k = (q2)2 =1 (mod 4), a tedy 1121€ +1=2 (mod 4)). A protoze q2k +1>2,
tak jisté bude existovat néjaké liché prvocislo r, které déli q21c + 1.

Potom ale uz staci pouzit pfedchozi lemma — kdyby to liché prvodislo r, které déli qgk +1, délilo
i néjaké qze + 1, byl by to spor s pfedchozim lemmatem. O

Disledek miZzeme nahlédnout (a vétsi ¢ast uspésnych feSeni to tak i udélala) i pomoci tzv.

Zsigmondyho véty. Ale jak miZzeme vidét, v tomto pfipadé byl Zsigmondy zbyte¢né veliké kladivo.

Lemma. Nechtq > 2 je prvoéislo. Potom existuje prirozené éislo k > 0 takové, Ze p <(12)c + 1) > q.

Dikaz. Uvédomme si, ze z disledku plyne, Ze pro k # ¢ nemuze nastat p (qQk + 1) =p (q2[ + 1).
Vime, ze kazdy vyraz tvaru qzk +1 je délitelny néjakym lichym prvocislem, tedy i p (q2k + 1) bude
néjaké liché prvodislo. A dusledek fikd, ze zadné prvocislo nedéli zaroven q2’€ +1a q22 + 1, tedy
specialné to plati i pro prvocislo p (q2k + 1), a proto p (112(Z + 1) bude jiné.

To znamend, Ze pokud se podivame na ¢isla p (qzi + 1) pro1l <i<qg+1, tak dostaneme g+ 1
riznych prvoéisel, ale to znamena, ze nékteré z nich jisté bude vétsi nez ¢.2 O

Nyni uz mame pripravené vsechno pro dokazani tlohy. Ukazeme, Ze pro kazdé liché prvocislo ¢
existuje n (pro kazdé prvocislo jiné n), které spliiuje zadani tlohy. To spole¢né s tim, Zze prvocisel
je nekonecné mnoho, jiz tlohu resi.

Méjme tedy néjaké pevné prvocislo ¢ > 2 a vezméme k nejmensi takové, ze p (q2lC + 1) > q.
Jisté k > 1. Ukazeme, ze n = q2k vyhovuje. (Z¥ejmé pro rizné prvodéisla dostaneme rizné n.)

Jisté plati p(n) = p (q2k> = q az volby k mdme p(n+1) =p <q2k + 1) > q. Potfebujeme tedy
dokazat, ze p(n — 1) =p (qQk — 1) <q.

Plati . o1

@ —1=(-D(a+1) (@ +1)... (¢ +1),
a tedy
k k—1
p(q2 —1) =ma><{p(q—1),10(61-%1),;0(112+1)7-~~,p(q2 +1>}~
Jisté p (¢ — 1) < g a z volby k nejmensiho takového, ze p (qQIC + 1> > ¢ mame, %e pro vSechna
1 ¢

{ < k plati p (q2 + 1) < g, pfi¢emZ nerovnost je ostra, protoze q jisté nedéli ¢g> + 1. To ale

znamena, Ze i maximum z téchto vyrazi je mensi nez g, a tedy skuteéné p(n—1) < p(n) < p(n+1).

2Samoziejmé by tu stadilo vzit si téch &isel i méné.
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POZNAMKY:
Vsechna spravna feseni pouzila stejné myslenky, jako jsme si zde ukazali. Nékolik resiteld se snazilo
najit prvodéisla tvaru 2p + 1, kde p je prvocislo. Potom staci zvolit n = 2p a to spliiuje zadani.
Takovym prvocislim se fikd prvocisla Sophie Germainové nebo také tzv. bezpecnd prvocisla
(protoze maji dobré kryptografické vlastnosti®), ale nikdo zatim bohuZel (nebo nastésti?) neumi
dokéazat, ze je jich nekonecné mnoho. Pfedpoklada se, ze tomu tak je, ale dikaz zatim neméame.
(Coz je ostatné také divod, pro¢ jsme tuhle tlohu mohli zadat. Kdyby méla takovéhle Feseni, tak
by to nebyla moc dobr4 tloha.) (Matéj Konecny)

3Multiplikativni grupa éisel modulo 2p + 1 ma velkou podgrupu prvoéiselného ¥adu.
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