Stereometrie

2. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6.BREZNA 2017

ULona 1. (3 BODY)
Sténové uhlopricky kvadru maji délky a, b a c. Jakou délku ma jeho télesova uhlopticka?

ULOHA 2. (3 BODY)
Kdyz Mirek umfel, rozhodla se mu ostatni PraSatka postavit monumentalni hrobku ve tvaru ,pra-
vouhlé pyramidy“, tedy ¢tyfbokého jehlanu se vSemi trojuhelnikovymi sténami pravouhlymi. Po-
radte jim, jak by takova pyramida méla vypadat. Tedy pokud takové pyramidy existuji, urcete
délky hran jedné z nich, jinak vysvétlete, pro¢ neexistuji.

ULOHA 3. (3 BODY)
Kdyz si Kuba hral se svym oblibenym pravidelnym ¢tyfsténem, vsiml si, Ze na zem vrha ¢tvercovy
stin. Je to moZné, nebo mél jen halucinace? Svou odpovéd podrobné dokazte. Piedpokladejte, Ze
mame jeden zdroj svétla umistény v nekonec¢nu, takze jsou svételné paprsky rovnobézné.

ULOHA 4. (5 BoD)
Kolem Slunce obihalo do roku 2006 devét planet. Slunce povazujeme za kouli, planety za body
v prostoru. Ukazte, #e na Slunci existoval bod, z né&jz byly vidét nejvyse tii planety.®

ULOHA 5. (5 BODU)
Jezibaba Zuzka dala princi Pepovi za kol rozdélit pétiboky kolmy hranol na jehlany s podstavami
v podstavach daného hranolu. Podafi se mu to a zachrani princeznu, nebo ji propadne hrdlem?

ULOHA 6. (5 BODD)
V prostoru se vznasi kruznice k a bod A mimo rovinu danou kruznici k. Ozna¢me B kolmou projekci
bodu A do dané roviny. Uvazme libovolny bod C kruznice k a kolmou projekci D bodu B na primku
AC. Ukazte, ze existuje kruznice [ takova, ze nezavisle na volbé bodu C bude bod D lezet na .

ULOHA 7. (5 BODD)
M¢éjme déanu sféru? a body A, B, C a D takové, ze kazda z tse¢ek AB, BC, CD, DA se dané sféry
dotyka. Dokazte, ze tyto ¢tyfi body dotyku lezi v jedné roviné.

ULOHA 8. (5 BODU)
Méjme konvexni mnohostén s deviti vrcholy. Zvolime jeden jeho vrchol a mnohostén osmkrat po-
suneme tak, ze pri kazdém posunuti se tento vrchol pfesune do néjakého jiného vrcholu zadaného
télesa. Rozhodnéte, zda néjaké dva ze vzniklych deviti shodnych mnohosténi musi mit prunik
s nenulovym objemem.

IPlaneta je viditelna z bodu A na povrchu Slunce, pokud se naléza v poloprostoru, ktery ma
hraniéni rovinu tec¢nou ke Slunci v bodé A a neobsahuje Slunce. Do poloprostoru zahrnujeme i
hrani¢ni rovinu.

2Sféra se stiedem v bodé S a polomérem r je mnozina bodtt v prostoru, které maji od S
vzdalenost 7.



Stereometrie

2. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Steénové uhlopricky kvadru maji délky a, b a c. Jakou délku ma jeho télesova thlopricka?
(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESEN{:

Oznac¢me délku télesové thlopficky a hran daného kvadru po fadé u, z, y, z tak, aby platilo:
a? = 22 442,
b =y? + 22,

& :x2+z2.

To je podle Pythagorovy véty mozné — sta¢i hrany oznacit jako na obrazku.

Déle z Pythagorovy véty a prvni rovnosti plati, ze u? = a2 +22 = 22 +y2 4+ 22. Seétenim prvnich

t¥1 rovnosti ziskdvame a2 + b2 + ¢ = 2(z? + y% + 22), tedy u? = %(a2 + b2 + ¢%). Odmocnénim
tohoto vztahu ziskdme hledané vyjadireni délky télesové thlopficky:

a? + b2 + ¢?
u:\/f.

Drtiva vétsina resitelu si s ulohou poradila. Ti, ktefi zvolili metodu uvedenou ve vzorovém fesSeni,
ziskali imaginarni bod navic, protoze si usetfili pomérné slozité vyjadrovani z, y a z pomoci a, b a
c. I to ale samoziejmé vedlo k cili. (Martin ,E.T.“ Sykora)

POZNAMKY:



Uloha 2.

Kdyz Mirek umiel, rozhodla se mu ostatni PraSatka postavit monumentalni hrobku ve tvaru , pra-
vouhlé pyramidy*, tedy c¢tyrbokého jehlanu se vSemi trojuhelnikovymi sténami pravouhlymi. Po-
radte jim, jak by takovd pyramida méla vypadat. Tedy pokud takové pyramidy existuji, urcete
délky hran jedné z nich, jinak vysvétlete, pro¢ neexistuji.

RESEN(:
Takové pyramidy existuji. Naptiklad tento ¢tyiboky jehlan ABCDH v krychli ABCDEFGH:
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Uhly BCH a BAH jsou pravé, jelikoz sousedni stény krychle jsou na sebe kolmé. Uhly ADH,
CDH jsou téz pravé, jelikoz sténou krychle je ¢tverec. Zadéani je splnéno.

Zbyva dopocitat délku hran nalezeného jehlanu. Ozna¢me a velikost hrany krychle. Z Pythago-
rovy véty je pak velikost sténové thlop¥icky rovna v/2a a velikost télesové thlopfitky rovna v/3a.
Tedy |AB| = |BC| = |CD| = |DA| = |DH| = a, |AH| = |CH| = v/2a a |BH| = v/3a.

POZNAMKY:

Vétsina feSitelu si s tlohou snadno poradila a nasla jehlan podobny vzorovému. Asi nejcastéjsi
chybou bylo, Ze navrzeny jehlan ve skutecnosti nebyl jehlanem, jelikoz se jeho hlavni vrchol nachézel
v roviné podstavy. (Lucien Sima)

Uloha 3.

Kdyz si Kuba hral se svym oblibenym pravidelnym ¢étyfsténem, vsiml si, Ze na zem vrha ¢tvercovy
stin. Je to mozné, nebo mél jen halucinace? Svou odpovéd podrobné dokazte. Predpokladejte, Ze
mame jeden zdroj svétla umistény v nekonecnu, takze jsou svételné paprsky rovnobézné.

(Matéj Konecny)

RESENT:
Je to mozné. Uvazme krychli ABCDEFGH. Uvazme Ctyfstén, jehoz vrcholy umistéme do vrchola
ACFH. Kazda hrana ¢tyfsténu je sténovou uhlopfickou krychle, tedy jsou vSechny stejné dlouhé,
proto je ¢tyfstén pravidelny. Nyni uz sta¢i zvolit smér paprskt kolmy na libovolnou sténu krychle.
Vrcholy ¢tyfsténu se zobrazi na vrcholy protéjsi stény a hrany ctyfsténu na strany této stény. Kazda
sténa krychle je ¢tverec, coz je presné stin uvazovaného Ctyfsténu.
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POzZNAMKY:

Uloha nebyla nikterak slozita, tedy vét$ina fesiteltt zvladla tilohu bez potizi. Ne vsichni zvolili stejny
postup. Néktefi vsak méli problémy s popsanim spravného feSeni matematicky.
(Adéla Kostelecks)

Uloha 4.

Kolem Slunce obihalo do roku 2006 devét planet. Slunce povazujeme za kouli, planety za body
v prostoru. Ukazte, Ze na Slunci existoval bod, z néjz byly vidét nejvyse tii planety.!

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:

Stred Slunce si oznac¢ime S. Vybereme si libovolné dvé planety a oznacime si je A a B. Necht p
je rovina dana body S, A a B (nebo libovolné z rovin, ve které vSechny tyto body lezi, jsou-li na
jedné piimce). Déle necht p, a py jsou (rtizné) roviny te¢né ke Slunci rovnobézné s rovinou p a
necht X, Y jsou pfislusné body doteku.

Podivame se, kolik planet je vidét z bodi X a Y. Vzhledem k tomu, Ze rovina p vibec nezasahuje
ani do jednoho z poloprostori viditelnych z X a z Y, planety A a B nejsou ani z jednoho z téchto
bodu vidét. Téz si vSimneme, Ze poloprostory ohranicené rovinami p; a py neobsahujici Slunce jsou
disjunktni. To znamena, ze zadna planeta nemuze byt viditelnd z bodu X i z bodu Y.

Planet je dohromady devét, z toho dvé nejsou vidét z ani jednoho z bodu X, Y a zbyvajicich
sedm vzdy nejvyse z jednoho z nich. To uz ale nutné znamena, ze z jednoho z bodi X, Y jsou vidét
nejvyse tfi planety, coz jsme chtéli ukazat.

IPlaneta je viditelna z bodu A na povrchu Slunce, pokud se naléza v poloprostoru, ktery ma
hraniéni rovinu te¢nou ke Slunci v bodé A a neobsahuje Slunce. Do poloprostoru zahrnujeme i
hrani¢ni rovinu.
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Projekce na rovinu kolmou na p. Ze vSech pouzitych rovin se v této projekci stanou pfimky.

POZNAMKY:

Zhruba polovina feSitelt kopirovala vzorak. Polovina zbytku vyuzila tvrzeni, Ze vzhledem k tomu,
ze jsou planety v kone¢né vzdélenosti od Slunce, z kazdé planety je vidét (ostfe) méné nez polovina
libovolné hlavni kruznice na povrchu Slunce. Z toho plyne, ze z kazdé planety musi byt viditelny
néjaky bod kazdé hlavni kruznice (jinak by nadhodné zvoleny bod na kruZznici byl v priméru vidét
z méné nez ¢yt planet), coz uz snadno vede ke sporu. Celkové se vSak vétSinou jednalo o delsi
feseni, nez byla ta, kterd postupovala podle vzoraku.

Zbyvajici ¢tvrtina feSeni byla Spatné. Zdaleka nejcastéjsi chybou bylo, Ze si fesSitel pfidal do
zadani néjaké dalsi predpoklady. Typicky se jednalo o predpoklad, ze se vSechny planety nachézeji
(ptiblizné) v jedné roving, v nékolika pfipadech i konkrétni vzdalenosti redlnych planet od Slunce.

Nic takového ovSem v zadani nebylo, a¢ uznavame, ze k takové interpretaci formulace se Sluncem
mohla mirné svadét.

Téz bych chtél pfipomenout, Ze feSeni ma byt sepsano tak, aby mu kdokoli, kdo ovlada ptislusné
matematické pojmy, bez obtizi porozumél. U geometrickych tloh fesenych synteticky je ¢asto témér
nemozné napsat srozumitelné feSeni bez nacrtku. Tato tloha byla z tohoto pravidla do jisté miry
vyjimkou, protoze se dala vyreSit i s nékolika malo utvary. Presto prislo nékolik FeSeni, kterd
zavadéla nova znaceni a pouzivala rtizné projekce do roviny, které se Spatné predstavuji, aniz by
k nim dodala jakykoli obrazek. (Viki Némecek)

Uloha 5.

Jezibaba Zuzka dala princi Pepovi za tikol rozdélit pétiboky kolmy hranol na jehlany s podstavami

v podstavach daného hranolu. Podaii se mu to a zachrani princeznu, nebo ji propadne hrdlem?
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENT:

Ukézeme, ze ukol splnit nelze.

Oznac¢me v vysku hranolu, S obsah podstavy a V objem hranolu. Potom tedy V = S-v. Méjme
nékolik vzajemné se neprekryvajicich jehlanti obsazenych v hranolu s podstavami v podstavach
hranolu. Jejich vysky ozna¢me wvi,...,vy, obsahy jejich podstav Si,...,Sn, a konecné objemy
Vi,.oo, Va.

Vyska kazdého jehlanu je maximalné v, a jelikoz se jehlany nepfekryvaji, je soucet obsahi jejich
podstav maximalné 2S. Mame tedy

S1-v; Sn-vn _ S1-v Sn-v 1 1 2
Vit +4Vn = 4+ < 4t = —v(S1+-+Sn) < -v25=-V < V.
! S 3~ 3 5 3" Qe 3
Tedy jehlany maji dohromady mensi objem nez hranol. Jelikoz byla volba jehlant libovolna, ukazali
jsme, zZe hranol pozadovanym zpusobem rozdélit nelze.
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POZNAMKY:

Vétsina feSeni byla shodnéa se vzorovym. Ti, ktefi tvrdili, Ze hranol rozdélit lze, si nejcastéji prosté

nevsimli, Ze pfi jejich rozdéleni jim kromé vyhovujicich jehlant zbylo z hranolu i néco navic.
Imaginarni bod si vyslouzil fesitel, ktery svoje feseni sepsal jako velmi ¢tivou pohadku o princi

Pepovi a jezibabé. V jeho pfibéhu ale Pepa vyhrdl podvodem, a tak jsem nemohl udélit body a

konec jeho ptribéhu musel pfepsat podle pravdy. .. (Tonda Cesik)

Uloha 6.

V prostoru se vznasi kruznice k a bod A mimo rovinu danou kruznici k. Oznac¢me B kolmou projekci

bodu A do dané roviny. Uvazme libovolny bod C' kruznice k a kolmou projekci D bodu B na pfimku

AC'. Ukazte, ze existuje kruznice | takova, Ze nezavisle na volbé bodu C bude bod D lezet na l.
(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESENT:

Pro zacatek si povS§imneme, ze tthel ADB je pravy, prolozime-li tedy témito tfemi body rovinu,
bod D bude lezet na Thaletové kruznici nad primérem AB. Bod D tedy bude vzdy lezet na sfére,
jejiz prumér je AB. Tuto sféru si oznac¢ime 7. Stfed kruznice k si ozna¢me S.

RESENI POMOCI MOCNOSTI KE SFERE:
Trojahelniky ABC a ADB jsou si podobné (maji stejny thel u A a pravy thel u B, respektive D),
proto

|[AB|  |AC]|

|AD| — |AB|’

a tedy |AB|?2 = |AC| - |AD|. Zvolme pevné bod Cp na k a jemu piislusny bod na ACp oznaéme
Dg. Uvazme nyni sféru U, kterd obsahuje kruznici k a bod Do (takova urcité existuje). Ozna¢me
E primik této sféry a ptimky AC (rfizny od C, nejedné-li se o te¢nu). Potom z mocnosti k sfére?
U vyplyva, ze pro libovolny bod C z k plati

|AC| - |AE| = |ACo| - |ADo| = |AB|* = |AC| - |AD|.

Bod Dy lezi na polopfimce ACy, sféra U neobsahuje bod A, proto vSechny body E lezi na polo-
piimkach AC. Bod A nelezi v roviné kruznice k, tedy |AC| # 0 a muZzeme proto vydélit vztah |AC]|.
Dostaneme

|AE| = |AD|,

coz spolu s faktem, ze E a D lezi ve stejné polopfimce AC dava, ze D = E. Vsechny body D
tedy lezi na priniku sfér U a T, ktery je neprazdny (obsahuje bod Dg), jedna se tedy o bod, nebo
kruznici, ¢imz je uloha vyfesena.

ANALYTICKE RESEN{ (PODLE PAvLA HUDCE):

Bez Gjmy na obecnosti kruznice k lezi v roviné [z,y, —2]. Zvolme soufadnice bodu A jako [0, 0, 0]
a bodu B jako [0,0,—2]. Sféra T je tedy jednotkova se stfedem v [0,0,—1] a je zaddna rovnici
22 + 42 + (2 + 1)? = 1, kterou upravime na tvar

2= 2222

z2 +vy
2Mocnost ke sféfe je pojem analogicky mocnosti ke kruznici — pro libovolny bod X a libovolnou
sféru U plati, ze pokud bodem X povedeme pfimku ¢ protinajici U v bodech Y a Z, bude hodnota
|XY|-|XZ| vzdy stejnd nezavisle na volbé £. To lze jednoduse nahlédnout: Vezméme si kterékoliv
dvé pfimky ¢; a f2 prochéazejici X. Prusec¢ik U a roviny uréené ¢; a {2 je kruznice, takze v této
roviné staci aplikovat mocnost bodu X k této kruznici.
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Prinik kuzelové plochy tvofené pfimkami AC a roviny [z,y, z] pro fixni z bude kruZnice. Jeji
polomeér i soufadnice jejiho stfedu se méni linedrné v zavislosti na z, navic pro z = 0 je tento
polomér 0 a stfed je [0,0,0]. Kruznice se tak da vyjadfit rovnici

(z —12)? + (y — m2)? = (n2)?,

kde parametry I, m, n jsou konstantni (tedy nezavisi na z, y ani z). Tento vztah tak plati pro kazdy
bod kuzelové plochy, nebot kazdy jeji bod lezi na n&jaké takové kruznici. Protoze bod D ze zadani
lezi na pruniku 7' a kuzelové plochy, musi pro néj platit oba odvozené vztahy. Proto je muzeme
odecist a upravit, dostaneme

(=2lz — 2my + (12 + m? —n? —1)2)z = 22.

Vime, ze nikdy nedostaneme postupem ze zadani bod D, ktery by mél tfeti souradnici nulovou,
muzeme proto obé strany vydélit ¢islem z. Rovnice

=2l —2my + (2 +m? —n?—1)z=2

uréuje rovinu®, pokud tedy z omezime na interval [—2,0), v8echny body spliiujici tento vztah lezi v
jedné roviné. Jejich mnozina je tedy prunik této roviny se sférou K, coz miuze byt prazdna mnozina,
bod, nebo kruznice. Vime, ze prazdna neni, takze je to bod, nebo kruznice. VSechny mozné body
D tedy lezi na jedné kruznici.

POZNAMKY:

Na uloze si mnozi fesitelé vylamali zuby kvuali tfetimu rozméru — Sikmy kuzel s vrcholem A a
podstavou k totiz Casto nefunguje tak, jak bychom ocekévali (napiiklad osa tohoto kuZzele neni AS;
fez kolmy na AS ani na osu obecné neni kruznice, ale elipsa). A¢ se o to dost lidi pokouselo, nikomu
se ptes podobnost trojuhelniki nepodafilo dokazat, Ze jsou si kuzely (A, k) a (A, 1) podobné. Muselo
by se totiz ukazat, ze pary trojuhelnik na jednotlivych fezech kuzele jsou si podobné se stejnym
koeficientem. V tomto pfipadé skutecné bylo snazsi ukazat, ze body D lezi v pruniku dvou sfér nez
ze lezi v jedné roviné.

Kromé zde uvedenych feSeni bylo mozné ulohu vyfesit pomoci stereografické projekce nebo
sférické inverze. Stereografickd projekce je zobrazeni, které ma mimo jiné tu vlastnost, Ze vzorem
kazdé kruznice v roviné je kruznice na sfére. Tato vlastnost ale neni zfejmé a nepovazuje se za
obecné znamou, je proto potfeba ji dokdzat ¢i se na prislusny dikaz odkazat. Sféricka inverze je
obdoba kruhové inverze ve tfech rozmérech, kterda ma velmi podobné vlastnosti, zde se pouzila
inverze podle sféry se stfedem A a polomérem AB.

Zcela spravnd feseni se nakonec sesla ¢ty¥i, jedno analytické, dvé vyuzivajici sférickou inverzi a
jedno pomoci stereografické projekce. Prvni t¥i si vyslouZzila imaginarni bod, nebot byla elegantni,
ackoliv postupovala zcela odlisné od nami zamysleného vzorového feseni. :) (Anicka Dolezalova)

Uloha 7.
Méjme danu sféru* a body A, B, C' a D takové, Ze kazda z tisecek AB, BC, CD, DA se dané sféry
dotyka. Dokazte, ze tyto ¢tyfi body dotyku lezi v jedné roviné.

(David Hruska)

3Skutecéné se nikdy nestane, ze by koeficienty u vech ti{ soutadnic byly nulové; pokud I = m = 0,
pak u z je koeficient —n? — 1, ktery je zaporny.

4Sféra se stfedem v bodé S a polomérem r je mnozina bodt v prostoru, které maji od S
vzdalenost 7.



RESEN(:
Necht K, L, M,N jsou postupné body dotyku tsec¢ek AB, BC,CD, resp. DA se sférou. Plati, ze
vSechny teény ke sféfe z bodu mimo ni jsou stejné dlouhé, tudiz mame néasledujici rovnosti:

|AN| = [AK]|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM]|, [DM| = [DN]|.

RESENT POMOCT MENELAOVY VETY:

Body A,C, K, L lezi na ptimkidch BA, BC, tedy v jedné roviné. Analogicky lezi A,C, M, N také
v jedné roviné. Nejprve predpoklddejme, Ze ani jedna z ptimek KL, M N neni rovnobézna s AC.
Necht X,Y jsou pruseciky pfimky AC s KL, M N. Pouzijeme-li Menelaovu vétu na pfimku KL a
trojuhelnik ABC v kombinaci s rovnosti tecen z bodu B, dostaneme:

|XA||KBJ||ILC| |XA| |KA|LB| |KA|
| XC||KA||LB| |XC|  |KB||LC|  |LC|’

Analogicky pouzijeme Menelaovu vétu na ptimku M N a trojuhelnik ADC"

|YA||ND||MC| 1 |Y Al _ |NA||M D] _ INA|
YCINAMD| ~ T |~ [ND|[MC|  [Mc|”

Nakonec tyto vysledky porovname:

IXA| _|KA| _|NA| _ |YA]|
|xXc| |LCc|  |Mc| T |yel’

Navic oba body X,Y lezi mimo usecku AC, a proto se jedna o tentyz bod, coz dava, ze KL a M N
maji prusecik, tudiz body K, L, M, N lezi v jedné roviné.

ANALYTICKE RESEN{:
BUNO piedpokladejme, e rovina z = 0 obsahuje K, L, M. Necht pro bod T znaéi zr a Pr postupné
z-ovou soufadnici bodu T" a projekci bodu 7" na rovinu z = 0.

Lezi-li A v roviné z = 0, pak tam lezi i B,C, D a tuloha je trividlni. Pfedpokladejme tedy, Ze
z4 je kladné, pak zg je zaporné, z¢ je kladné a zp je zaporné. Rovina z = 0 tedy protne usecku
AD ve vnitfnim bodé, ktery ozna¢ime H. Chceme ukéazat, ze H je N. K tomu staci, aby H, N
délily tse¢ku AC ve stejném poméru. P¥imky AP4, BPp jsou kolmé na rovinu z = 0, a proto jsou
navzajem rovnobézné, coz nam dava:

APA| _ |AK]
|BPg| ~ |BK|

AAPAK ~ ABPBK =
7



Analogicky
|BPg| _ |BL| |CPc| _ |CM| |DPp| _ |DH]

|CPc| — |CL|"|DPp| — [DM|’ |APa| — |AH|
Nyni stac¢i kombinovat predchozi vysledky:
\DH| _ |DPp| _ |DPp|[CPc||BPs| _ |DM||CLIBK| _ [DM| _ |DN]|
|[AH|  |APa|  |CPc||BPp||AP4s|  [CM|IBL||AK|  |AK|  |AN]

PozNAMKY:
Uloha se ukazala byt t&88i, nez jsem cekal. Vétsina spravnych feseni postupovala podle druhého
vzorového feSeni, které znazornuje castou techniku pfi praci se stereometrickymi tilohami, a to se
snazit promitat konfiguraci do vhodné roviny, kde uz mame vice zkuSenosti a lepsi intuici. Prvni
feSeni je sice trikovéjsi, demonstruje vsak pouziti Menelaovy véty, kterou se hodi znat, obzvlast v
tloze s te¢nami, nebot ty maji stejnou délku a ve vysledném vzorci se pokrati.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

Uloha 8.

Méjme konvexni mnohostén s deviti vrcholy. Zvolime jeden jeho vrchol a mnohostén osmkrat po-
suneme tak, ze pri kazdém posunuti se tento vrchol presune do néjakého jiného vrcholu zadaného
télesa. Rozhodnéte, zda néjaké dva ze vzniklych deviti shodnych mnohosténii musi mit priinik
s nenulovym objemem.

(Rado van Svarc)

RESENT:

Ozna¢me si n4$ mnohostén jako M a nas ,zdkladni“ vrchol jako A. Bud N mnohostén, ktery
vznikne stejnolehlosti se stfedem v A a koeficientem 2. Ukazeme, Ze kazdy z naSich posunutych
mnohostént (a také ten pavodni) je cely v N. Pak uz jednoduSe dostaneme, Ze néjaké dva maji
priinik s nenulovym objemem: Pokud je objem M roven V, pak objem N je 23V = 8V, takze uvnit¥
néj nemuze lezet devét mnohosténti s objemem V', kde prinik kazdych dvou mé nulovy objem.




Nyni necht bod X lezi uvniti mnohosténu, ktery vznikl z M posunutim A do né&jakého vrcholu
B. Oznacme jako Y bod v M, ktery se v tomto posunuti zobrazil na X. Takze BX je jen posunuta
usecka AY, tedy AY X B je rovnobéznik. V rovnobézniku se tthlopficky piili, takZe stfed S tsecky
AX lezi na tsetce BY (dokonce se jednd o jeji stied). Protoze M je konvexni a B 1Y lezi v M,
lezi i stited BY v M. Tedy S lezi v M. Ale pfi popsané stejnolehlosti se S zobrazi na X. Takze X
lezi v N, coZ jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:
Reseni se seslo vcelku malo. Viechna spravna postupovala dle vzorové myslenky, ale dvé tietiny

z nich namisto uvazovani rovnobéznosti a puleni thlopfi¢ek pracovaly s vektory.
(Rado van Svarc)



