Rozdélovani

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 6.UNORA 2017

ULona 1. (3 BODY)
V lese je nékolik mravenist. Hloubavy biolog si do notysku zapsal mnozstvi mravenct v kazdém
mravenisti, ¢imz ziskal £ raznych nenulovych hodnot. Potom se ale do lesa pfestéhoval zly mra-
venecnik, ktery kazdy den snédl jednoho mravence z kazdého mravenisté, ve kterém jesté néjaci
mravenci zbyvali. Kazdy den si poznamenal, kolik jich snédl, pfi¢emz nuly z lenosti nezapisoval.
Ukazte, Ze jim napsané ¢&isla nabyvaji pravé k rtiznych hodnot.!

ULOHA 2. (3 BODY)
Méame bily a ¢erny trojuhelnik, které jsou si podobné. Oba rozdélime na dva trojahelniky. Jeden
ze vzniklych bilych trojuhelnika je podobny jednomu ¢ernému. Musi byt podobné i zbylé dva?

ULona 3. (3 BODY)
V zemi je n > 2 mést a kazda dvé jsou spojena silnici. Dva silni¢afi Syp a Posyp je maji za tkol
posypat Stérkem, ale jsou lini, a proto si praci rozdéli tak, aby:

(1) Kazdou silnici prosel pravé jeden z nich.

(2) Oba skondili v tom mésté, ve kterém zacali, a mezitim do néj nevkrod¢ili.

(3) Kazdy po cesté navstivil kazdé mésto kromé pocateéniho pravé jednou.

Kolik mést v zemi bylo?

ULOHA 4. (5 BODD)
Myska si koupila 2017 ne nutné stejnych kouskt syra. Ukazte, ze néjaky z nich mohla rozfiznout
na dvé ¢asti a vzniklych 2018 kousku rozdélit do dvou skupin, které budou mit stejny pocet dilka
i stejnou hmotnost.

ULoHA 5. (5 BOD®)
Dokazte, ze kdyz jakkoliv rozdélime pfirozend ¢isla do koneéné mnoha skupin, pak alespon v jedné
z nich bude nekone¢né mnoho nasobku kazdého prirozeného c¢isla.

ULoHA 6. (5 BODD)
Jedenéct organizatori schovalo do trezoru zadani letosniho mysSmase. Zamkli ho na n zamku a
kazdy z nich si vzal né€kolik klic¢i. Jeden kli¢ si mohlo vzit vic organizatort. Pritom chtéli, aby
kazda Sestice byla schopna otev¥it trezor (tedy odemknout vSechny jeho zadmky), ale zddné pétice
se dovnitf nedostala. Kolik nejméné zamku potiebovali?

ULOHA 7. (5 BODD)
Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-thelnik se stejné dlouhymi stranami. Ve stfedu kazdé
strany ¢ekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se vsichni rozbéhnou po stranach, na kterych
stoji, a po pfimce pokracuji az k pobfezi. Ukazte, Ze muzeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin
tak, Ze soucet ubéhnutych vzdélenosti v obou skupinich bude stejny.

IMravenci se nerozmnozuj.



ULoHA 8. (5 BODD)
V PraSeStanu se vlada rozhodla zfidit 2017 okresti o stejné rozloze. Své navrhy na rozdéleni podaly
dvé politické strany. Dokazte, Ze lze vybudovat 2017 okresnich aradu tak, aby byl v kazdém okrese
pravé jeden, at uz vlada poté zvoli kteroukoli variantu.



Rozdélovani

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
V lese je nékolik mravenist. Hloubavy biolog si do notysku zapsal mnozstvi mravenci v kazdém
mravenisti, ¢imz ziskal k riznych nenulovych hodnot. Potom se ale do lesa prestéhoval zly mra-
venecnik, ktery kazdy den snédl jednoho mravence z kazdého mravenisté, ve kterém jesté néjaci
mravenci zbyvali. Kazdy den si poznamenal, kolik jich snédl, pfi¢emz nuly z lenosti nezapisoval.
Ukazte, Ze jim napsana &isla nabyvaji pravé k riiznych hodnot.!

(David Hruska)

RESENT:

Pocéty snédenych mravenci v jednotlivych dnech tvori nerostouci posloupnost a méni se, pravé
kdyZ se méni pocet nedojedenych mravenist. Tato situace nastane pravé jednou pro kazdé ¢&islo
v biologové zépisniku (tj. pro kazdou ze zastoupenych hodnot velikosti mravenist), protoze stejné
velkd mraveni$té se vyprazdni ve stejny den. Pocdet snédenych mravencti (neboli pocet nepréazdnych
mraveni$t) se tedy k-krat zménil, ¢ili v priabéhu celého mraveneénikova pobytu v lese nabyval pravé
k + 1 hodnot. Posledni z nich je ale nulova, takze si mravenec¢nik zapsal pravé k rtiznych hodnot.

PozNAMKY:
Nejprve bych se rdd omluvil za nejasné zadani tlohy. Souslovi ,, ... ¢imz ziskal k raznych nenulo-
vych hodnot“ z prvni véty zadani se totiz zfejmé da interpretovat dvéma zpusoby. Jednak tak, ze
mraveni$t je opravdu k a jsou rtizné velka, jednak tak, Ze mravenist miiZze byt vice nez k a pocty
mravencu v nich se mohou opakovat. Posledné jmenovany vyznam byl ten nami zamysleny, fesitelé
se ale v této otazce rozdélili na dvé zhruba stejné velké casti. Vzhledem k tomu jsem uznaval obé
interpretace zadani. Ve druhém (ptuvodné zamysleném) pfipadé je iloha obecnéjsi a dle mého soudu
relativné o dost zajimavéjsi, feseni je na druhou stranu v obou pripadech takika totozné.

(David Hruska)

Uloha 2.

Mame bily a Cerny trojuhelnik, které jsou si podobné. Oba rozdélime na dva trojuhelniky. Jeden
ze vzniklych bilych trojihelniku je podobny jednomu ¢ernému. Musi byt podobné i zbylé dva?
RESEN(:

Spravna odpovéd je, ze si trojihelniky podobné byt nemuseji. Stacilo najit jeden protipfriklad.
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IMravenci se nerozmnozuj.



Vezméme trojihelniky jako na obrazku. Trojiuhelniky BC'D a B’A’D’ jsou si podobné a troj-
dhelniky ABC a A’B’C’ taktéz, kdezto trojuhelniky DAC a D’'C’A’ si podobné nejsou, nebot
trojihelnik DAC je ostrouhly, zatimco trojuhelnik D’C’ A’ tupothly.

POzZNAMKY:

Reseni ptisla spousta a vétsina byla spravné. Uznala jsem vSechna, feSeni, kde autor nasel konkrétni
pripad vzajemné nepodobnych trojihelnikt nebo kde si uvédomil, Ze ostrotihly a tupouhly troja-
helnik nemohou byt podobné. Ti, ktefi se naopak snazili dokazat, ze odfezky trojuhelnikii podobné
byt museji, si neuvédomili, Ze Ffezy muzeme vést ruznymi sméry. (Adéla Kosteleckd)

Uloha 3.

posypat Stérkem, ale jsou lini, a proto si praci rozdéli tak, aby:
(1) Kazdou silnici proSel pravé jeden z nich.
(2) Oba skonéili v tom mésté, ve kterém zacali, a mezitim do néj nevkro¢ili.
(3) Kazdy po cesté navstivil kazdé mésto kromé pocatecniho pravé jednou.
Kolik mést v zemi bylo?
(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESENT:
Silni¢ar do kazdého mésta po néjaké cesté prisel, a po néjaké jiné z néj odesel, a to vzdy praveé
jednou. Totéz plati i pro pocatecéni mésto, jen v opacném poradi. Protoze mame silnicafe dva a
posypali vSechny silnice, z kazdého mésta vedou pravé ¢tyri cesty. Nakonec vime, zZe v nasi zemi je
kazdé mésto spojeno se vSemi ostatnimi cestou, ¢ili zijeme v zemi s péti mésty.

Piikladem jsou mésta umisténa ve vrcholech pétithelniku, kterd Syp obejde po obvodu a Posyp
po uhloptickich, tedy po hranach péticipé hvézdy.

PozNAMKY:

Uloha byla jednoduch4, takika vsichni ji vyfesili. Par nespravnych feseni bylo nejspis zptisobeno
nepozornosti pti ¢teni zadani. Chtéla bych pochvalit ty, ktefi kromé spravného okomentovani, ze
mést muze byt jediné pét, nacrtkem ¢i popisem tras cestait dokazali, Ze jsou pak opravdu splnény

praci, byla by to nepostradatelnad soucast feseni. (Béra Kocidnova)



Uloha 4.
Myska si koupila 2017 ne nutné stejnych kouskii syra. Ukazte, ze néjaky z nich mohla roziiznout
na dvé c¢asti a vzniklych 2018 kouskt rozdélit do dvou skupin, které budou mit stejny pocet dilku
i stejnou hmotnost.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESEN(:
Sefadme si jednotlivé kousky syra dle velikosti a jejich hmotnosti ozna¢me postupné od nejlehéiho
skupiny ddme syry s lichym indexem a do druhé se sudym. Hmotnost prvni skupiny oznac¢me mq,
hmotnost druhé ms. Ze zpusobu rozdéleni syru plyne, Ze mo > mj. Nyni ndm sta¢i dokazat, ze
kousek dany do prvni skupiny mél hmotnost o ma — m1 vétsi nez ten dany do druhé skupiny.

Rozdil hmotnosti skupin mizeme vyjadrit jako ma—mi = x2 —x14+24—2x3+- - -+22016 —Z2015-
Dale plati

0<zx1,

r2 <z3,

2016 <T2017-

Sectenim téchto nerovnosti dostavame

T2 + x4+ -+ 22016 < 1+ 23 + - + 22017,

T2 — X1+ X4 — T3+ -+ T2016 — 2015 < L2017,

tedy ma — m1 < x2017.

Protoze je rozdil ma — m1 < x2017, muzeme posledni kousek rozdélit na dva o hmotnostech
%(rzon — (m2 —m1)) a %(562017 + (m2 — m1)), a tedy rozdélit syry do dvou stejné hmotnych
skupin se stejnym poctem syra.

POZNAMKY:

Uloha byla pro vétsinu fesiteltt pétibodovou. Reseni byla zalozena na rozmistovani kouskii do hro-
madek. Casto se vyskytovala FeSeni, ve kterych se piehazovaly dvojice syrt mezi hromadkami.
Takova feSeni jsem hodnotil plnym poctem bodu, kdyz doty¢ény dostatecné vysvétlil svij algorit-
mus a to, Ze je schopen ziskat prohazovanim rozdil hmotnosti skupin mensi, nez jaka je hmotnost
bod az dva. Reseni, kterd se vénovala pouze jednomu néjakému specialnimu pfipadu bez naznaku
algoritmu ¢i postupu, jsem hodnotil nulou. (Jan Kadlec)

Uloha 5.
Dokazte, ze kdyz jakkoliv rozdélime piirozena cisla do konecné mnoha skupin, pak alesporn v jedné
z nich bude nekone¢né mnoho nasobki kazdého prirozeného cisla.

(Honza Krejéi)
RESEN(:
Mnozinu pfirozenych ¢isel rozdélime do n skupin, které oznac¢ime S; (1 < i < n). Pro spor pfed-
pokladejme, ze v kazdé skupiné S; existuje prirozené éislo t; takové, Ze S; obsahuje jen konec¢né
nasobkt tohoto ¢isla. Oznacime si K soucin vsech téchto cisel ¢;. Nasobkt K je zfejmé v kazdé ze
skupin kone¢né mnoho (protoze jsou to zaroven nasobky t;). Jelikoz skupin je koneéné mnoho, tak
pfirozena cisla obsahuji jen koneéné mnoho nasobku ¢isla K, coz je spor s tim, ze pfirozena cisla
obsahuji nekone¢ny pocet nasobku kazdého prirozeného c¢isla.
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POZNAMKY:

Ulohu se vétsiné fesiteltl podafilo bez problémti vytesit. Zptisobt feseni bylo hned nékolik, vétsina
fesiteltl se rozhodla pro dikaz sporem. Nékolik resitelit dokazalo, Ze nékterd ze skupin musi byt
nekonecnd, z toho ale bohuzel neplyne, ze obsahuje nekone¢né mnoho nasobku kazdého pfirozeného
éisla (protipiikladem je naptiklad skupina prvodcisel, kterd neobsahuje nekoneény pocet nasobkii
zédného ptirozeného &isla). (Lucien Sima)

Uloha 6.
Jedenact organizatori schovalo do trezoru zadani letosniho mysmase. Zamkli ho na n zamki a
kazdy z nich si vzal nékolik kli¢t. Jeden kli¢ si mohlo vzit vic organizatori. Pritom chtéli, aby
kazd4 Sestice byla schopna oteviit trezor (tedy odemknout vSechny jeho zémky), ale zddna pétice
se dovniti nedostala. Kolik nejméné zamki potiebovali?
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESEN(:
Podle zadani kazdé pétici musi chybét alespon jeden kli¢. Pokud by dvéma riznym péticim chybél
stejny kli¢, znamenalo by to, Ze by i vSem orgiim ze sjednoceni onéch pétic chybél onen kli¢. Ale
orgl ve sjednoceni téchto pétic je aspon 6, coz je spor. To znamend, ze klice chybéjici péticim jsou
unikatni pro kazdou pétici.

Tedy pocet zamki muizeme zdola omezit na (151) = 462.

Tolik zamkn také staci. Za kazdou pétici pfidame jeden zadmek a vSem orgtim, ktefi v této pétici
nejsou, dame kli¢. Pro kazdou Sestici a kazdy zamek potom plati, ze v Sestici existuje nékdo, kdo
od néj ma kli¢, protoze existuje jen pét orgu, ktefi ho nemaji.

POZNAMKY:
Uloha nebyla tézka, vétsinou jsem za ni rozdaval plny pocet bodi. (Kuba Svoboda)

Uloha 7.
Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-uhelnik se stejné dlouhymi stranami. Ve stredu kazdé
strany cekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se vsichni rozbéhnou po stranach, na kterych
stoji, a po primce pokracuji az k pobrezi. Ukazte, ze mizeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin
tak, ze soucet ubehnutych vzdalenosti v obou skupinach bude stejny.

(Rado van Svarc)

RESEN{:

Ozna¢me si vrcholy naseho n-thelniku jako A1, A2,..., An. VSechny indexy budeme brat modulo
n. Pro kazdé i si pruseciky pfimky A;A;11 s pobfezim oznadime jako X; a Y;i1 tak, ze X;, A,
Aiq1 a Y41 lezi na pfimce v tomto poradi. Déle si ozna¢me délky usecek A;X; a A;Y; jako z; a
Yi-

BUNO necht nas n-thelnik ma strany délky 1. Z mocnosti bodu A; ke kruznici, ktera tvoii
pobftezi, plyne |X;_14;[|A;Y;| = [X;A;||A;Yital, neboli (zi—1 + 1)y; = 2i(1 + yi+1). To miZzeme
prepsat jako z;—1y; + ¥i = x;¥i+1 + x;. Pokud secteme vsechny tyto rovnosti pfes vSechna ¢ a od
obou stran ode¢teme Y7 ; x;y;4+1, dostaneme

n n
E T = E Yi-
i=1 i=1

Nyni rozdélime ptakopysky podle toho, zdali se po A;A;41 vydavaji do A;, nebo do A;41.
Kazda ze skupin nejprve v souctu ujde %, po ¢emz se vSichni ptakopysci dostanou do vrcholi
mnohothelniku. Ptakopysk jdouci po A;A;11 nasledné ujde x;, respektive y;41, podle toho, jestli
patii do prvni, ¢i druhé skupiny. Ale to znamend, Ze prvni skupina v souétu ujde % + E?:l T; a
druhd % 4 371, yi, coz jsou stejnd Cisla.
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POZNAMKY:

Reseni se seslo vcelku pomalu. VSechna spravna viceméné kopirovala vzorak. ReSeni se miize zdat
trikové, ale neni to tak strasné — tipnout spravné rozdéleni Slo celkem dobfe intuitivné, z ¢ehoz
jednoduse vysSel metricky vztah. A metrické vztahy vzhledem ke kruznici takika vzdy ukazuji na
mocnost. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
V PraSeStanu se vlada rozhodla zridit 2017 okresu o stejné rozloze. Své navrhy na rozdéleni podaly
dvé politické strany. Dokazte, ze Ize vybudovat 2017 okresnich uradi tak, aby byl v kazdém okrese
pravé jeden, at uz vlada poté zvoli kteroukoli variantu.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENT:

Ulohu si pievedeme na hledani nejvétsiho parovani? v bipartitnim grafu. Tento graf vytvoiime
tak, ze vezmeme jako jednu partitu okresy v jednom navrhu a jako druhou partitu okresy v dru-
hém. Hrana povede mezi dvéma vrcholy pravé tehdy, kdyz prfislusné navrzené okresy maji prunik
s nenulovym obsahem. Graf si oznac¢ime G.

Nyni si vSimneme, Ze pokud najdeme v tomto grafu parovani obsahujici vsechny vrcholy, tak
muzeme pro kazdé dva sparované okresy (které budou nutné z rtiznych ndvrht) postavit okresni
urad pravé v jejich pruniku. Vzhledem k tomu, Ze mezi nimi vede hrana, je tento prunik z definice
G neprazdny.

Toto parovani nalezneme pomoci Hallovy véty. Ta tika, ze bipartitni graf s partitami A a B
ma parovani obsahujici vSechny vrcholy partity A pravé tehdy, kdyz kazda podmnozina F' vrchola
partity A je spojena hranami s alespon |F'| vrcholy B. V naSem pfipadé tedy musime ukazat, ze
libovolnd mnozina F' okrest z jednoho navrhu zasahuje do alespoii |F'| okrest z navrhu druhého.

Oznacime si S plochu kazdého okresu (ta je stejna pro oba néavrhy, protoze je rovna ﬁ plochy
celého PraSeStanu). Pro spor pfipustme, Ze existuje podmnozina F okresti z jednoho névrhu, ktera
zasahuje do nejvyse |F| — 1 okresd ndvrhu druhého. To by ale znamenalo, Ze se vSechny okresy z F,

2Parovanim rozumime podmnozinu mnoziny hran grafu takovou, ze #zadné dvé jeji hrany nemaji
spoleény vrchol. Nejvétsi parovani M je parovani takové, ze kazdé parovani v G ma nejvyse |M|
hran.



jejichz plocha je dohromady S - |F|, vejdou do nejvySe |F| — 1 okresi z druhého névrhu. Plocha
téchto nejvyse |F| — 1 okrest je ale nejvyse S- (|F| — 1), coz je méné nez S - |F|. To je hledany spor.

V G tedy existuje parovani obsahujici vSechny vrcholy jedné partity. Protoze jsou ale partity
stejné velké, obsahuje toto parovani vSechny vrcholy.

ALTERNATIVNI RESENT (PODLE AKOSE ZAHORSKEHO):

Stejné jako v predchozim feseni prevedeme tlohu na hledani parovani obsahujiciho 2017 hran.

Vyuzijeme Konigovu vétu. Ta Fiké, Zze v kazdém bipartitnim grafu je velikost nejvétsiho parovani
rovna velikosti nejmensiho pokryti3. Nyni tedy nechf pro spor existuje v G pokryti o nejvyse 2016
vrcholech. Tedy existuje nejvyse 2016 okresi (ne nutné vSechny z toho samého navrhu) takovych,
ze obsahuji kazdou oblast, které odpovida néjaka hrana. Tyto okresy vsak kazdou oblast, které
odpovid4 né&jakad hrana, obsahuji bud celou, nebo viibec. Protoze vSak maji dohromady plochu
nejvyse 20165, existuje plocha velka alespon S, kterd neni zadnym z nich pokrytad. Protoze ale
kazdé misto pokryvaji okresy z obou navrhu, i v této plose je néjaka oblast odpovidajici hrané v G,
coz je hledany spor.

POZNAMKY:

Témér vSechna FeSeni, kterd nam prisla, kopirovala vzorak. Jediné spravné reseni, které nevyuzivalo

Hallovu vétu, bylo feseni Akose Zdhorského, ktery za néj byl ocenén jednim imaginirnim bodem.
(Viki Némecek)

3Pokryti je takova podmnozina C' mnoziny vrcholt grafu G, Ze pro kazdou hranu G je v C
alespon jeden jeji koncovy vrchol.



