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HZaNNE

matfyz

Mily p¥iteli!

Podzimni ¢ast davno skoncila, snih uz takika roztal a s pfichodem
jara se blizi i konec dalsiho ro¢niku naseho seminare. Jesté ale neni
pozdé bojovat o lepsi vysledky! Urcité si precti prilozena vzorova fe-
Seni (pokud jsi to jesté nestihl(a) na internetu) i téch uloh, které jsi
nefesil(a) — pochopeni FeSeni je pro dalsi u¢ast v seminéfi zrovna tak
uzitecné jako jejich samostatné nalezeni. Hlavné pak mozna nékteré
myslenky vyuzijes pfi blouméani nad posledni sérii, ktera je tematicky
poskladana ze vsech predchozich. A je obzvlast dtlezita, protoze se
v ni poéitaji body ze vsech odeslanych tuloh!

Kromé findlniho mysSmase a tfeti jarni série o cifraich nas samo-
zfejmé Cekd i posledni série seridlova. Potfebné znalosti o geometrii
trojuhelnika ziskd$ pri Cteni tfetiho dilu seridlu, ktery dokonci po-
vidani o kamaradech a sezndmi T€ tfeba s Ponceletovym porisma-
tem, Fontenovymi vétami a dal$imi krasnymi vlastnostmi trojihel-
nika, které jen tak nékdo nezna.

Nezbyva tedy nez doufat, ze Té tlohy i seridl budou bavit a Ze se
spolu potkame na Naboji a na vyleté.

Za ostatni organizatory zdravi a spoustu dobrych napadi pri feseni
Ti preje
Bara Kocidnova
Co je dale v komentarich?
e Vzorova FeSeni 4. podzimni a 1. jarni série
e Vzorové reseni 2. seridlové série
e Posledni dil seridlu — Geometrie trojuhelnika III.

e Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 3. a 4. jarni série a 3. seridlové série

e Priloha: Pozvanka na jarni vylet
Naboj

Po dvanécti aspésnych rocnicich se 7. dubna opét uskutecni matema-
tickd soutéz Naboj pro péticlenné tymy ze stiednich $kol napfi¢ Ev-
ropou, kterd bude probihat najednou ve dvanacti riznych méstech,
u nas v Praze a Opavé. A v Praze se nebude konat v ni¢em mensim
nez v Primyslovém palaci, ktery pojme okolo 200 tymi!

Ulohy budou jako vidycky pé&kné a hravé, ceny pro prvni tymy
lakavé. Mas ve skole &tyii kamarady, které taky bavi matika?! Das
si radéji misto skoly chutnou bagetu a par fajn uloh? Pak se urcité
rychle pfihlas, nez Ti Tvoje misto nékdo vyfoukne — pfihlasovani se
spousti jiz 6. biezna!

INebo alespon uméji rychle béhat s vyfesenymi tlohami?
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Jarni vylet

Zveme Té& také na tradi¢éni jarni vylet, ktery se kona v sobotu 8. dubna, tedy den po Néboji. Ptijd
si s nami provétrat hlavu v okoli Karlstejna. Jestli planujes jit, dej ndm predbé&zné védét2. Tésime
se na Tebe!

2Vyplnénim svého jména zde: https://goo.gl/RSWzFM



Functions

4™ AUTUMN SERIES MODEL SOLUTIONS

Problem 1.
David found the quadratic function f : R — (0,00), f(x) = 2 and a function g : (0,00) — R. For
each of the compositions f o g or go f decide whether it may be injective.

(David Hruska)

SOLUTION:
First have a look at the function f o g. We will show that this composition may be injective for
some g. Such function g must satisfy the condition |(g(z1))| # |(g(z2))| for each z1, x2 two distinct
elements of (0, 00) (otherwise f(g(x1)) = (g(x1))? = (g(22))? = f(g(x2)), hence f o g would not be
injective).

We can see that this condition is met e. g. for g(z) = z or g(x) = \/, since then (fog)(x) = 22,
resp. (f o g)(z) = (v/x)? = x, both of them are injective functions on (0, co).

In contrast, the composition g o f cannot be injective since —1 # 1 and

9(f(=1)) = g((-1)*) = g(1*) = g(f (1))

POZNAMKY:

Reseni se sesla vskutku rozmanita, takze bylo bohuzel potieba vyuzit celou bodovaci §kalu. V prvni
Casti stacilo najit priklad jedné funkce g, pro kterou je slozeni prosté, v druhé dosadit opa¢na cisla
a ukéazat rovnost funkénich hodnot. Casto feseni obsahovala spravné zavéry, ale bez dostateéného
zdtivodnéni; naptiklad pouze stanovit podminky na g (coz ani nebylo nutné) nestaci, protoze neni
obecné jisté, ze takova funkce existuje. To se pravé nejsnaze ukaze tim, ze se néjaka takova konkrétni
funkce najde.

Obcas se také v prvni casti objevovalo tvrzeni, ze g musi mit pouze nezaporné nebo pouze
nekladné hodnoty, pfipadné ze staci, aby byla prosta. Ani jedno neplati, jak je vidét z protiptiklada
g(z) = —x pro z € (0,1) a g(x) = x pro z € (1,00), respektive g(x) =  — 1. Plati, ze f o g bude
prosté pravé tehdy, kdyz funkce |g(x)| je prosté.

Rada bych jesté podotkla, Ze k sérii byl vydan tvodni text. I kdyZz tfeba funkcim rozumite,
je dobré si ho precist, bylo tam vysvétlené znaceni a dalsi pojmy. Takhle se nékolikrat stalo,
ze ,g : (0,00) — R“ bylo interpretovano tak, ze funkce g je na R (tedy Ze codomain a range
splyvaji), coz ale neni obecné pravda. Podobné vyrazy domain a codomain oznaduji mnoziny,
nikoliv konkrétni argumenty ¢i funkéni hodnoty v bodé.

(Anic¢ka Dolezalovd)



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie B

Problem 2.
Is there a function f:N — N such that f(f(n)) < f(n) for all positive integers n?
(Martin ,E.T.“ Sykora)

SOLUTION:

We will prove by contradiction that such function cannot exist. If it exists, its range Rng(f)
is a subset of N. Thus Rng(f) has the least element; let us denote it by m. Since m belongs to
Rng(f), there exists some n such that f(n) = m. However, the condition f(f(n)) < f(n) must also
hold for this n and since f(n) = m, we have f(m) < m. On the other hand f(m) also belongs to
Rng(f), which contradicts the fact that m is the least element of Rng(f).

ALTERNATIVE SOLUTION:

This time we will use the principle of infinite descent. As in previous solution, let us suppose
that such function f exists. Take any positive integer c. We do not know whether f(c) < ¢ but we
do know that f(f(c)) < f(c). By plugging n = f(c) into the given condition we obtain f(f(f(c) <
f(f(¢)). More generally, for all k in N, f*+1(c) < f*)(c). Tt means that f(c), £ (c), f®)(c),...
is an infinite decreasing sequence, but such sequence doesn’t exist in N, which is a contradiction.

PozNAMKY:
Druha tdloha anglické série k mému prekvapeni zaskocila i mnoho ostfilenych resiteltl, cemuz také
odpovida priumérné hodnoceni 1,78 bodu.

Prestoze vétSina Fesiteltt nakonec spravné dosla k negativnimu zavéru, mnoho fesitelii automa-
ticky predpokladalo, ze pokud f(f(n)) < f(n), tak uréité také f(n) < n pro kazdé n. To ale viibec
nemusi byt pravda. Pokud bychom hledali naptiklad funkci g : Z — Z takovou, ze g(g(n)) < g(n)
pro kazdé n ze Z, ale pro nékterd n ze Z neplati g(n) < n, ur¢ité ji najdeme. P¥ikladem muze byt
treba funkce

Nejblizsi vyssi nasobek 100, pokud n neni délitelné 100,
g1(n) = .
n — 100 jinak.

Tvrzeni, ze f(n) < n pro kazdé n, bylo ¢asto pouzito nepfimo pomoci substituce ¢ za f(n), kterd
rozhodné neni obecné spravné. Tim spiSe, chceme-li potom bez diikazu tvrdit, ze ¢ mize nabyvat
néjaké konkrétni hodnoty. ReSeni, ktera tak ¢i onak toto tvrzeni pouzila, jsem az na par vyjimek
ocenil jednim bodem.

Neéktefi resitelé se téz snazili tvrdit, ze takova funkce existuje. Nejcastéji pfi tom nabizeli funkce
jako f(z) = x — 1 nebo f(z) = 5. Bohuzel pro né ani jedna z téchto funkci nema jako svij obor
hodnot pfirozena ¢isla (napfiklad funkéni hodnota jednicky je v prvnim pfipadé nula, v druhém
jedna polovina).

V nékolika FeSenich jsem se setkal i s tvrzenim, ze vSechny funkce 1ze popsat néjakym vyrazem,
jako naptiklad z, 5 — 1 nebo /z. Takova FeSeni rozebrala par druht funkci, které jejich autory
napadly, a potom prohlésila, ze zaddné jiné funkce uz neexistuji. To také neni pravda. Tuto vytku zde
ale nebudu déle rozepisovat, protoze k ni je poznamka jiz v povidani k této sérii nebo v o poznani
obsahlejsim, avSak Cesky psaném povidani k tfeti podzimni sérii 33. ro¢niku.

Na zavér bych chtél poukizat na skutecnost, Ze a¢ to tak na prvni pohled nemusi vypadat, obé
vzorova feSeni jsou vlastné zalozena na té samé myslence. Pouze nabizeji rtizné zptsoby, jak o ni
premyslet. Stejnou myslenku vyuzivala i vSechna spravna feseni. (Viki Némecek)
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Problem 3.
Find a function f : Z — Z such that f(") has exactly n roots for all positive integers n.
(David Hruska)

SOLUTION:

Let us partition all positive integers into disjoint sets M,,, m € N such that each My, contains m
elements. One possible way to do this is to put My = {1}, M2 = {2,3}, M3 = {4,5,6} and so on.
That is we begin with M; = {1} and in general®

My ={1}, My ={maxM;_1+ 1,max Mp,_1 +2,max My,—1 + 3,...,max My,_1 +m}.

Now we define a function f:Z — Z such that the roots of f(") are exactly the elements of M, for
every n € N. The function is defined as follows:

-1, for k <0,
f(k)y=14 0, for k € My,
max M,,—1, for k € My,,m > 2.

Then for every n € N we have

-1, for k<0or k€ My, m <n,
™M Ey =< o, for k € My,
max My,—n, fork € Mpy,,m >n,

since if k € My, then f(k) € My,—1. Therefore the roots of f(”) are exactly the elements of M,
so there are n of them.

POZNAMKY:
Spravna reseni se prakticky dala rozdélit do dvou skupin. Prvni nasledovala myslenku vzorového
feSeni. Druhd vsadila na funkci f(k) = |k — 1| ¢i néjakou jeji obménu (Casto zapsanou jinak). Naslo
se 1 nékolik Tesitell, ktefi se pokouseli najit funkci f ve tvaru polynomu. Ti bohuzel uspét nemohli,
jelikoz polynom splnujici podminku v zadani neexistuje. To je, volné feCeno, proto, Ze polynom
f stupné alespori dva (polynom stupné jedna urcité zadéni nesplituje) ndm ¢isla, kterd jsou dost
kofenem zadného f(™), a proto pro velké n nemtize mit f(") dost koFenii.

Nakonec bylo par fesitela, ktefi nepochopili vyznam symbolu f("). Proto bych rad pripomnél,
Ze pokud méame k sérii tivodni text, vyplati se ho peclivé predist. (Tonda Cesik)

Problem 4.
Find all functions f:R\ {0} — R satisfying f(x) + 2f(%) =z for all z € R\ {0}.
(Jakub Lowit)

SOLUTION:
Let us choose an arbitrary a € R\ {0}. Then we can plug a and % into x in our functional equation:

f(a) +2f (2) =a,
£(5)+2r@—1.

3The number max A is the largest element of the set A. So for example max M3 = 6.
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We can easily solve this system of two equations by multiplying the second one by —2 and
adding them together. Then we get

2—a?
a) = .
fla) ==
2
Now we know that every function satisfying the functional equation must assign 25: to any =

from its domain. However, we must verify that this function really is a solution:

1\ 2-22 2- (1) 242 422
2f (- ) = 2. 2)
f@)+2f (:c) 3z + 3 (l) 3z + 3z

T

= .

Therefore f(z) = zg; is a solution to the functional equation and it is the only one.

POZNAMKY:

Takika vSechna FeSeni se dobrala ke spravnému predpisu funkce f. Néktefi vsak zapomnéli provést
zkousku nebo aspon konstatovat, ze vSechny provedené upravy rovnic byly ekvivalentni a plati
pro kazdé a z definiéniho oboru. Pak totiz i bez zkousky vime, Ze pro kazdé a musi platit také
vysledny predpis a Ze tento predpis ekvivalentné vyhovuje i ptivodni funkcionélni rovnici. Takovym
zapomnétliveim jsem strhla jeden bod.

Neprijemné mé prekvapilo mnozstvi Fesitela, ktefi Spatné upravili rovnici nebo do zévéru napsali
jiny predpis pro f, nez jaky nasli o nékolik fadku vyse. Pokud se spravny vysledek jinde v textu
vyskytoval a bylo jasné, Zze jde o preklep, body jsem nestrhavala. Ale chtéla bych zduraznit, ze
takova nedbalost opravdu nepusobi dobfe.

Nakonec upozornim, Ze a¢ jsem se nékolikrat dodetla, Ze inverzni funkei k f(z) je f (%), neni
tomu tak. Inverzni funkce k f je takova funkce f~1, pro kterou plati f~1(f(z)) = x. Napiiklad
pro f(z) = 22 je to tedy funkce, kterd z ptifadi v/z, nikoli :%2

(Béra Kocidnova,)

Problem 5.
Let f:RT — RT be a function that satisfies f(z)f(yf(x)) = f(z +y) for all z,y € R*. Show that
f is nonincreasing.

(Pepa Svoboda)

SOLUTION:
First, let us prove that f(z) <1 for all .
Assume f(c) > 1 for some c. If we plug (z,y) = (¢, y) into our equation, we get

[ f(wf(e) = fle+y).

Now we can choose y in such a way that ¢+ y = yf(c) holds. This is possible by solving the linear
equation for y. By doing so, we obtain y = ﬁ Both the numerator and the denominator are
positive numbers from our assumptions, therefore we can plug this y into our functional equation.
However, we have chosen y in such a way that we can divide both sides of the equation by (positive)

number f(yf(c)) = f(c+y):

_fQf i) _ flety)

fyf(e) fle+y)
This contradicts our assumption f(c) > 1. Therefore, f(z) < 1 for all positive z.

Now we prove that f is nonincreasing. In order to do that let us take positive numbers a and b
such that a < b. Now if we plug * = a and y = b — a > 0 into the original equation, we get

(@) f((b—a)f(a)) = f(b).

We know that f(z) < 1 for all positive . Hence f((b — a)f(a)) < 1 must hold as well and we
conclude that f(a) > f(b), as desired.

f(e)

6
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POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni vyuzivala tento nebo lehce obménény postup. Upozornil bych pfedev§im na
to, Ze negaci vyroku ,funkce f je nerostouci“ neni vyrok ,funkce f je rostouci“ — funkce totiz muze
byt na nékterych intervalech rostouci a na nékterych ne. (Marian Poljak)

Problem 6.
Lucien had a dream about a nonzero polynomial P with nonnegative integer coefficients. If Ada
says an integer z, Lucien tells her the value P(z). What is the lowest number of questions Ada has
to ask to be able to figure out what Lucien’s polynomial is?

(Rado van Svarc)

SOLUTION:
From the assumption P is a polynomial with nonnegative integer coefficients. Hence there is a
natural number n and ag, a1, ... ,an € NU {0} such that:

P(I) = anxn + an—lxn71 +...+a1x + ap.

We shall prove that the answer is two. To guess Lucien’s polynomial Ada’s first wants to know
the value of P(z) at 1, thus obtaining the sum of all the coefficients of P. Because the coefficients
are nonnegative, P(1) 4 1 is strictly greater than each of them.

Now Ada chooses natural number k, such that 10 > P(1) + 1 and asks for the value of P(z)
at 10*. Let us denote it by m. Each of the coefficents has at most k digits and all the numbers
an10F7 a,_110F(m=1)  4,10% have at least k zeros at the end, so the last k digits of m will
represent ag. Numbers a, 105", a1 10F(=1) " 4510%* have at least 2k zeros at the end, so the
next k digits of m represent a1 and so on. Using this approach Ada can determine every coefficient
of Lucien’s polynomial.

It remains to be proven that one question is not sufficent to determine the polynomial. Suppose
Ada’s only question will be the value of P(z) at I. If the answer is [? then there are at least two
possible polynomials, namely the quadratic 22 and the constant I2, so Ada can never guarantee to
choose the right one.

POZNAMKY:
Neékterfi zapomnéli na klicovou podminku, ze koeficienty jsou nezaporné cela ¢isla, a proto jim vysla
odpovéd n + 1, kde n je stupent polynomiti. BohuZel stupeni polynomti pfedem neznédme, a proto to
nemuze byt spravné feseni. Déle, ackoli je pocet otazek prekvapivé maly, je porad potieba ovéfit,
ze jedna otazka nestaci. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o nedilnou soucast kazdého dtukazu, kde
hleddme minimum nebo maximum, strhl jsem za takovou nedbalost dva body.

Hlavni idea dikazu spociva v tom, ze nam prvni otdzka da horni mez pro koeficienty. Dale
miizeme tyto koeficienty povazovat za éislice v jednoznacném zapisu néjaké ciselné soustavy.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Problem 7.
A function f:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} is said to be cruelstrict if f(f(¥))(k) = k for all positive
integers k. Prove that any cruelstrict function has at least P(n) + 1 fixed points, where P(n) is the
number of primes in (y/n,n).

(Rado van Svarc)

SOLUTION:

Let us consider a directed graph on n vertices that represent numbers 1,...,n. There is an edge
from z to y if and only if y = f(z). From every vertex there is one outgoing edge and there is at
least one incoming edge to each vertex because

z= @ (z) = f(FF (),
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where we define f9(x) as x. Consequently, there is exactly one incoming edge to each vertex because
the number of outgoing edges is the same as the number of incoming edges (it is simply the number
of edges).

We pick an arbitrary vertex and go along the only outgoing edge. Because the number of vertices
is finite, after some number of steps we return to some vertex that we have visited earlier. Moreover,
it has to be the vertex where we started (otherwise there would be a vertex with two incoming
edges).

So the whole graph is a union of several cycles (some of which may be of length 1).

Lemma. The length of the cycle divides every number in the cycle.

Proof. Let’s take an arbitrary vertex x and its predecessor on the cycle y. Then ff(y)(y) =y, or
f*(y) = y. This means that if we start walking from vertex y along the edges and do z steps, we
end up back in vertex y. So the length of the cycle must divide x.

Now we take any prime number p € (y/n,n). We know it is in some cycle and by the lemma
its length must divide p, so it is either 1 or p. Suppose for the sake of contradiction that its length
is p. Then, according to the lemma, every number in the cycle is divisible by p. But every vertex in
the cycle represents different number, so we have p different multiples of p. That is a contradiction

with the fact that number of multiples of p in the set {1,...,n} is {%J <\/n<p.

Vertex that represents number p is therefore in a cycle of length one which means f(p) = p,
so p is a fixed point. Moreover we know from the lemma that number 1 lies in a cycle of length 1
so it is a fixed point as well (and it is not equal to any of the previous numbers because it is not
a prime).

Hence we found P(n) + 1 fixed points which concludes the proof.

POZNAMKY:

Vsechna spravna dosla feseni postupovala stejné jako feSeni vzorové. Jediny rozdil byl v tom, ze

vétsina z nich nepouzila pro predstavu funkce graf, nybrz o jednotlivych krocich mluvila algebraicky.

Napftiklad to, Ze do kazdého vrcholu vchéazi jedna hrana, odpovidd tomu, Ze zobrazeni f je bijekce.
(Stépan Simsa)

Problem 8.
Let f:N\ {1} — R be a function given by f(n) = \/2\/3\/. ..(n —1)y/n for all positive integers

n > 1. Prove that f is bounded by 3.

(Rado van Svarc)

SOLUTION:
Let M be the set of ordered pairs natural numbers (m,n), for which m < n. Let g: M — R be

a function given by g(m,n) = \/m\/(m+ 1)y/...(n —1)y/n for every pair (m,n) € M. Let us
prove that for every (m,n) € M the relation g(m,n) < m+1 holds. Since 0 < f(n) = g(2,n), we’ll
be done after that.

We'll use a quite unusual form of induction, specifically for m going from n to 1. For m = n,
we are to prove that /n < n + 1. That’s obvious from /1 < n.

Now let g(m,n) < m + 1 for some m > 1. Then

gm—1,n) = /(m— Dg(m,n) < Vm2 —1<m

and that means we’re done.
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SKETCH OF “ADULT” SOLUTION (BY ALEXANDR JANKOV):
We’re going to use some advanced arsenal now, specifically Jensen inequality and infinite sums. We
will not always be perfectly rigorous, only main ideas will be shown.

After taking the logarithm of f(n) < 3 we’ll get an equivalent inequality

" Ink

E < In3.
k—1

k=2 2

Since all terms in this series are positive, it’s enough to prove

= Ink
Z F < In3.
k=2

INIE

Notice that (from formula for the sum of infinite geometric series) > 2o %%1 = T = 1. Also
2

1—1
let us mention that

— k I4+i 1 —
Iggkq:_ 9i :ZE"'ZZEZI"';WA:?"

i=1 i=1 i=1j=1

Since logarithm is a concave function we have from the infinite Jensen inequality

— Ink — k
> g1 =In <Z 2k1> =In3
k=2

k=2

and we're done.

POZNAMKY:

Ackoliv tloha nebyla pfimo jednoducha, byla dosti ,datelnd“ a dala se celkem rozumnym zptisobem
yumlatit“. Nakonec ovSem zadné feseni nebylo natolik osklivé, abych byl nucen dat mu —i. Na
druhou stranu bylo rozdano nékolik +i za FeSeni podobnad prvnimu vzordku. Alexandr Jankov
poslal dvé Feseni (kterd jsou vySe obé uvedena), z nichz druhé se mi libilo natolik, Ze jsem k jiz
udélenému +i za Feseni dle prvniho vzoraku pridal dalsi +4, ¢imz bylo po dlouhé dobé opét udéleno
hodnoceni 5 + 2i.

Rad bych fesitele upozornil na to, ze pfi praci s nekoneénymi fadami neni vzdy povoleno libo-
volné preskladavat a uzavorkovavat ¢Eleny, obzvl4ast pokud jsou mezi nimi kladnd i zadporné ¢&isla.
Nakonec jste vzdy délali jen zmény, které vlastné povolené jsou (ackoliv jste to obvykle neodivod-
fiovali), a tak jsem se za to rozhodl body nestrhavat. Koneckonct, ja to ve vzoraku taky z diivodu
prehlednosti nedélal. (Rado van Svarc)



Rozdélovani

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
V lese je nékolik mravenist. Hloubavy biolog si do notysku zapsal mnozstvi mravenct v kazdém
mravenisti, ¢imz ziskal k riznych nenulovych hodnot. Potom se ale do lesa prestéhoval zly mra-
venecnik, ktery kazdy den snédl jednoho mravence z kazdého mravenisté, ve kterém jesté néjaci
mravenci zbyvali. Kazdy den si poznamenal, kolik jich snédl, pficemz nuly z lenosti nezapisoval.
Ukazte, Ze jim napsand ¢isla nabyvaji pravé k riznych hodnot.*

(David Hruska)

RESEN{:

Pocty snédenych mravenct v jednotlivych dnech tvofi nerostouci posloupnost a méni se, pravée
kdyZ se méni pocet nedojedenych mravenist. Tato situace nastane pravé jednou pro kazdé ¢&islo
v biologové zépisniku (tj. pro kazdou ze zastoupenych hodnot velikosti mravenist), protoze stejné
velkd mravenisté se vyprazdni ve stejny den. Pocdet snédenych mravencti (neboli podet neprazdnych
mraveni$t) se tedy k-krat zménil, ¢ili v priabé&hu celého mraveneénikova pobytu v lese nabyval pravé
k + 1 hodnot. Posledni z nich je ale nulova, takze si mravenecnik zapsal pravé k riznych hodnot.

PozNAMKY:
Nejprve bych se rad omluvil za nejasné zadani tlohy. Souslovi ,, ... ¢imz ziskal k raznych nenulo-
vych hodnot“ z prvni véty zadani se totiz zfejmé da interpretovat dvéma zpusoby. Jednak tak, ze
mraveni$t je opravdu k a jsou rtizné velka, jednak tak, Ze mravenist miiZe byt vice nez k a pocty
mravencu v nich se mohou opakovat. Posledné jmenovany vyznam byl ten nami zamysleny, fesitelé
se ale v této otazce rozdélili na dvé zhruba stejné velké casti. Vzhledem k tomu jsem uznéaval obé
interpretace zadani. Ve druhém (ptivodné zamysleném) piipadé je uloha obecnéjsi a dle mého soudu
relativné o dost zajimaveéjsi, feseni je na druhou stranu v obou pripadech takika totozné.

(David Hruska)

Uloha 2.

Mame bily a cerny trojuhelnik, které jsou si podobné. Oba rozdélime na dva trojuhelniky. Jeden
ze vzniklych bilych trojahelniku je podobny jednomu ¢ernému. Musi byt podobné i zbylé dva?
RESENT:

Spravna odpovéd je, Ze si trojuhelniky podobné byt nemuseji. Stadilo najit jeden protipfiklad.

C Al

D A B D’ 'C” B’

4Mravenci se nerozmnozuji.
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Vezméme trojihelniky jako na obrazku. Trojiuhelniky BC'D a B’A’D’ jsou si podobné a troj-
dhelniky ABC a A’B’C’ taktéz, kdezto trojuhelniky DAC a D’'C’A’ si podobné nejsou, nebot
trojihelnik DAC je ostrouhly, zatimco trojuhelnik D’C’ A’ tupothly.

POzZNAMKY:

Reseni ptisla spousta a vétsina byla spravné. Uznala jsem vSechna, feSeni, kde autor nasel konkrétni
pripad vzajemné nepodobnych trojihelnikt nebo kde si uvédomil, Ze ostrotihly a tupouhly troja-
helnik nemohou byt podobné. Ti, ktefi se naopak snazili dokazat, ze odfezky trojuhelnikii podobné
byt museji, si neuvédomili, Ze Ffezy muzeme vést ruznymi sméry. (Adéla Kosteleckd)

Uloha 3.

posypat Stérkem, ale jsou lini, a proto si praci rozdéli tak, aby:
(1) Kazdou silnici proSel pravé jeden z nich.
(2) Oba skonéili v tom mésté, ve kterém zacali, a mezitim do néj nevkro¢ili.
(3) Kazdy po cesté navstivil kazdé mésto kromé pocatecniho pravé jednou.
Kolik mést v zemi bylo?
(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESENT:
Silni¢ar do kazdého mésta po néjaké cesté prisel, a po néjaké jiné z néj odesel, a to vzdy praveé
jednou. Totéz plati i pro pocatecéni mésto, jen v opacném poradi. Protoze mame silnicafe dva a
posypali vSechny silnice, z kazdého mésta vedou pravé ¢tyri cesty. Nakonec vime, zZe v nasi zemi je
kazdé mésto spojeno se vSemi ostatnimi cestou, ¢ili zijeme v zemi s péti mésty.

Piikladem jsou mésta umisténa ve vrcholech pétithelniku, kterd Syp obejde po obvodu a Posyp
po uhloptickich, tedy po hranach péticipé hvézdy.

PozNAMKY:

Uloha byla jednoduch4, takika vsichni ji vyfesili. Par nespravnych feseni bylo nejspis zptisobeno
nepozornosti pti ¢teni zadani. Chtéla bych pochvalit ty, ktefi kromé spravného okomentovani, ze
mést muze byt jediné pét, nacrtkem ¢i popisem tras cestait dokazali, Ze jsou pak opravdu splnény

praci, byla by to nepostradatelnad soucast feseni. (Béra Kocidnova)
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Uloha 4.
Myska si koupila 2017 ne nutné stejnych kouskii syra. Ukazte, ze néjaky z nich mohla roziiznout
na dvé c¢asti a vzniklych 2018 kouskt rozdélit do dvou skupin, které budou mit stejny pocet dilku
i stejnou hmotnost.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESEN(:
Sefadme si jednotlivé kousky syra dle velikosti a jejich hmotnosti ozna¢me postupné od nejlehéiho
skupiny ddme syry s lichym indexem a do druhé se sudym. Hmotnost prvni skupiny oznac¢me mq,
hmotnost druhé ms. Ze zpusobu rozdéleni syru plyne, Ze mo > mj. Nyni ndm sta¢i dokazat, ze
kousek dany do prvni skupiny mél hmotnost o ma — m1 vétsi nez ten dany do druhé skupiny.

Rozdil hmotnosti skupin mizeme vyjadrit jako ma—mi = x2 —x14+24—2x3+- - -+22016 —Z2015-
Dale plati

0<zx1,

r2 <z3,

2016 <T2017-

Sectenim téchto nerovnosti dostavame

T2 + x4+ -+ 22016 < 1+ 23 + - + 22017,

T2 — X1+ X4 — T3+ -+ T2016 — 2015 < L2017,

tedy ma — m1 < x2017.

Protoze je rozdil ma — m1 < x2017, muzeme posledni kousek rozdélit na dva o hmotnostech
%(I2017 — (ma —m1)) a %($2017 + (m2 — m1)), a tedy rozdélit syry do dvou stejné hmotnych
skupin se stejnym poctem syra.

POZNAMKY:

Uloha byla pro vétsinu fesiteltt pétibodovou. Reseni byla zalozena na rozmistovani kouskii do hro-
madek. Casto se vyskytovala FeSeni, ve kterych se piehazovaly dvojice syrt mezi hromadkami.
Takova feSeni jsem hodnotil plnym poctem bodu, kdyz doty¢ény dostatecné vysvétlil svij algorit-
mus a to, Ze je schopen ziskat prohazovanim rozdil hmotnosti skupin mensi, nez jaka je hmotnost
bod az dva. Reseni, kterd se vénovala pouze jednomu néjakému specialnimu pfipadu bez naznaku
algoritmu ¢i postupu, jsem hodnotil nulou. (Jan Kadlec)

Uloha 5.
Dokazte, ze kdyz jakkoliv rozdélime piirozena cisla do konecné mnoha skupin, pak alesporn v jedné
z nich bude nekone¢né mnoho nasobki kazdého prirozeného cisla.

(Honza Krejéi)
RESEN(:
Mnozinu pfirozenych ¢isel rozdélime do n skupin, které oznac¢ime S; (1 < i < n). Pro spor pfed-
pokladejme, ze v kazdé skupiné S; existuje prirozené éislo t; takové, Ze S; obsahuje jen konec¢né
nasobkt tohoto ¢isla. Oznacime si K soucin vsech téchto cisel ¢;. Nasobkt K je zfejmé v kazdé ze
skupin kone¢né mnoho (protoze jsou to zaroven nasobky t;). Jelikoz skupin je koneéné mnoho, tak
pfirozena cisla obsahuji jen koneéné mnoho nasobku ¢isla K, coz je spor s tim, ze pfirozena cisla
obsahuji nekone¢ny pocet nasobku kazdého prirozeného c¢isla.
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POZNAMKY:

Ulohu se vétsiné fesiteltl podafilo bez problémti vytesit. Zptisobt feseni bylo hned nékolik, vétsina
fesiteltl se rozhodla pro dikaz sporem. Nékolik resitelit dokazalo, Ze nékterd ze skupin musi byt
nekonecnd, z toho ale bohuzel neplyne, ze obsahuje nekone¢né mnoho nasobku kazdého pfirozeného
éisla (protipiikladem je naptiklad skupina prvodcisel, kterd neobsahuje nekoneény pocet nasobkii
zédného ptirozeného &isla). (Lucien Sima)

Uloha 6.
Jedenact organizatori schovalo do trezoru zadani letosniho mysmase. Zamkli ho na n zamki a
kazdy z nich si vzal nékolik kli¢t. Jeden kli¢ si mohlo vzit vic organizatori. Pritom chtéli, aby
kazd4 Sestice byla schopna oteviit trezor (tedy odemknout vSechny jeho zémky), ale zddna pétice
se dovniti nedostala. Kolik nejméné zamki potiebovali?

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENI:
Podle zadani kazdé pétici musi chybét alespon jeden kli¢. Pokud by dvéma riznym péticim chybél
stejny kli¢, znamenalo by to, Ze by i vSem orgiim ze sjednoceni onéch pétic chybél onen kli¢. Ale
orgl ve sjednoceni téchto pétic je aspon 6, coz je spor. To znamend, ze klice chybéjici péticim jsou
unikatni pro kazdou pétici.

Tedy pocet zamki muizeme zdola omezit na (151) = 462.

Tolik zamkn také staci. Za kazdou pétici pfidame jeden zadmek a vSem orgtim, ktefi v této pétici
nejsou, dame kli¢. Pro kazdou Sestici a kazdy zamek potom plati, ze v Sestici existuje nékdo, kdo
od néj ma kli¢, protoze existuje jen pét orgu, ktefi ho nemaji.

POZNAMKY:
Uloha nebyla tézka, vétsinou jsem za ni rozdaval plny pocet bodi. (Kuba Svoboda)

Uloha 7.
Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-uhelnik se stejné dlouhymi stranami. Ve stredu kazdé
strany cekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se vsichni rozbéhnou po stranach, na kterych
stoji, a po primce pokracuji az k pobrezi. Ukazte, ze mizeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin
tak, ze soucet ubehnutych vzdalenosti v obou skupinach bude stejny.

(Rado van Svarc)

RESEN{:

Ozna¢me si vrcholy naseho n-thelniku jako A1, A2,..., An. VSechny indexy budeme brat modulo
n. Pro kazdé i si pruseciky pfimky A;A;11 s pobfezim oznadime jako X; a Y;i1 tak, ze X;, A,
Aiq1 a Y41 lezi na pfimce v tomto poradi. Déle si ozna¢me délky usecek A;X; a A;Y; jako z; a
Yi-

BUNO necht nas n-thelnik ma strany délky 1. Z mocnosti bodu A; ke kruznici, ktera tvoii
pobftezi, plyne |X;_14;[|A;Y;| = [X;A;||A;Yital, neboli (zi—1 + 1)y; = 2i(1 + yi+1). To miZzeme
prepsat jako z;—1y; + ¥i = x;¥i+1 + x;. Pokud secteme vsechny tyto rovnosti pfes vSechna ¢ a od
obou stran ode¢teme Y7 ; x;y;4+1, dostaneme

n n
E T = E Yi-
i=1 i=1

Nyni rozdélime ptakopysky podle toho, zdali se po A;A;41 vydavaji do A;, nebo do A;41.
Kazda ze skupin nejprve v souctu ujde %, po ¢emz se vSichni ptakopysci dostanou do vrcholi
mnohothelniku. Ptakopysk jdouci po A;A;11 nasledné ujde x;, respektive y;41, podle toho, jestli
patii do prvni, ¢i druhé skupiny. Ale to znamend, Ze prvni skupina v souétu ujde % + E?:l T; a
druhd % 4 371, yi, coz jsou stejnd Cisla.

13



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie B

POZNAMKY:

Reseni se seslo vcelku pomalu. VSechna spravna viceméné kopirovala vzorak. ReSeni se miize zdat
trikové, ale neni to tak strasné — tipnout spravné rozdéleni Slo celkem dobfe intuitivné, z ¢ehoz
jednoduse vysSel metricky vztah. A metrické vztahy vzhledem ke kruznici takika vzdy ukazuji na
mocnost. (Rado van Svarc)

Uloha 8.
V PraSeStanu se vlada rozhodla zridit 2017 okresu o stejné rozloze. Své navrhy na rozdéleni podaly
dvé politické strany. Dokazte, ze Ize vybudovat 2017 okresnich uradi tak, aby byl v kazdém okrese
pravé jeden, at uz vlada poté zvoli kteroukoli variantu.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENT:

Ulohu si pievedeme na hledani nejvétsiho parovani® v bipartitnim grafu. Tento graf vytvoiime
tak, ze vezmeme jako jednu partitu okresy v jednom navrhu a jako druhou partitu okresy v dru-
hém. Hrana povede mezi dvéma vrcholy pravé tehdy, kdyz prfislusné navrzené okresy maji prunik
s nenulovym obsahem. Graf si oznac¢ime G.

Nyni si vSimneme, Ze pokud najdeme v tomto grafu parovani obsahujici vsechny vrcholy, tak
muzeme pro kazdé dva sparované okresy (které budou nutné z rtiznych ndvrht) postavit okresni
urad pravé v jejich pruniku. Vzhledem k tomu, Ze mezi nimi vede hrana, je tento prunik z definice
G neprazdny.

Toto parovani nalezneme pomoci Hallovy véty. Ta tika, ze bipartitni graf s partitami A a B
ma parovani obsahujici vSechny vrcholy partity A pravé tehdy, kdyz kazda podmnozina F' vrchola
partity A je spojena hranami s alespon |F'| vrcholy B. V naSem pfipadé tedy musime ukazat, ze
libovolnd mnozina F' okrest z jednoho navrhu zasahuje do alespoii |F'| okrest z navrhu druhého.

Oznacime si S plochu kazdého okresu (ta je stejna pro oba néavrhy, protoze je rovna ﬁ plochy
celého PraSeStanu). Pro spor pfipustme, Ze existuje podmnozina F okresti z jednoho névrhu, ktera
zasahuje do nejvyse |F| — 1 okresd ndvrhu druhého. To by ale znamenalo, Ze se vSechny okresy z F,

5Parovanim rozumime podmnozinu mnoziny hran grafu takovou, ze #zadné dvé jeji hrany nemaji
spoleény vrchol. Nejvétsi parovani M je parovani takové, ze kazdé parovani v G ma nejvyse |M|
hran.
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jejichz plocha je dohromady S - |F|, vejdou do nejvySe |F| — 1 okresi z druhého névrhu. Plocha
téchto nejvyse |F| — 1 okrest je ale nejvyse S- (|F| — 1), coz je méné nez S - |F|. To je hledany spor.

V G tedy existuje parovani obsahujici vSechny vrcholy jedné partity. Protoze jsou ale partity
stejné velké, obsahuje toto parovani vSechny vrcholy.

ALTERNATIVNI RESENT (PODLE AKOSE ZAHORSKEHO):

Stejné jako v predchozim feseni prevedeme tlohu na hledani parovani obsahujiciho 2017 hran.

Vyuzijeme Konigovu vétu. Ta Fiké, Zze v kazdém bipartitnim grafu je velikost nejvétsiho parovani
rovna velikosti nejmensiho pokryti®. Nyni tedy nechf pro spor existuje v G pokryti o nejvyse 2016
vrcholech. Tedy existuje nejvyse 2016 okresi (ne nutné vSechny z toho samého navrhu) takovych,
ze obsahuji kazdou oblast, které odpovida néjaka hrana. Tyto okresy vsak kazdou oblast, které
odpovid4 né&jakad hrana, obsahuji bud celou, nebo viibec. Protoze vSak maji dohromady plochu
nejvyse 20165, existuje plocha velka alespon S, kterd neni zadnym z nich pokrytad. Protoze ale
kazdé misto pokryvaji okresy z obou navrhu, i v této plose je néjaka oblast odpovidajici hrané v G,
coz je hledany spor.

POZNAMKY:

Témér vSechna FeSeni, kterd nam prisla, kopirovala vzorak. Jediné spravné reseni, které nevyuzivalo

Hallovu vétu, bylo feseni Akose Zdhorského, ktery za néj byl ocenén jednim imaginirnim bodem.
(Viki Némecek)

SPokryti je takovd podmnozina C' mnoziny vrcholéi grafu G, #e pro kazdou hranu G je v C
alespon jeden jeji koncovy vrchol.
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Geometrie trojihelnika 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Necht I 5 a I jsou postupné A-pfFipsisté a C-pFipsisté trojuhelnika ABC'. Na kruznici jemu opsané
zvolme libovolny bod P rizny od B. Dokazte, ze stied tusecky, jejiz krajni body jsou opsisté trojua-
helniku I4BP a IcBP, je opsistém trojiahelnika ABC.

(Rado van Svarc)

RESEN(:
Oznaéme si opsi§té trojuhelniktt ABC, I4BP a I¢BP jako O, O4 a O¢. Déale bud N antisvrk
prislusny bodu B v trojuhelniku ABC. Prvné si povSimnéme, ze BP je tétivou kruznic opsanych
trojuhelnikim ABC, I4BP i I¢BP, a proto lezi O, O 4 i O¢ na jedné pfimce — na ose usecky BP.
Dale si uvédomme, Ze O, O 4 a O¢ lezi na osach useéek BNg, BI4 a Blg. Protoze B, Ng, 14
i Ic lezi na jedné ptimce, jsou vSechny tyto osy rovnobézné. Protoze uz vime, ze O, Oy a O¢ lezi
na jedné pfimce, staci ukazat, ze osa BNp je osou péasu urceného osami Bl4 a Blc.
Pokud na tyto tfi osy aplikujeme stejnolehlost se stfedem v B a koeficientem 2, dostaneme
k dokazani, ze kolmice na I4Ic v Np je osou péasu z kolmic na tu samou pfimku v bodech I4 a
Ic. Ale to je pravda, protoze Ng je stied Talc.

POZNAMKY:

Sesla se plejada spravnych feseni zaloZenych na spousté ruznych pfistupt a pohledt. VSechna vsak
zakladala na néjaké technice ze seridlu, obvykle na Svrékové bodu nebo antigvrku. Objevila se ale
tfeba i feSeni zaloZend na Eulerové pfimce a Feuerbachové kruznici.
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Taky bych rad podotknul, Ze ackoli zadani zakazovalo patologicky pfipad P = B, nevylucovalo
jiny patologicky piipad P = Np. V tu chvili totiz trojuhelniky Iy BP a IcBP zdegeneruji do
usecek. Tvrzeni je sice stale pravdivé, ale jen ve chvili, kdy se smifime s tim, Ze stfedem kruZnice
opsané miize byt i bod lezici v nekoneénu.” Za tuto nedokonalost zadani se omlouvame. Body jsem

kvili ni nikomu nestrhéaval.
(Rado van Svarc)

Uloha 2.
Konvexni pétithelnik AXY ZB je vepsan do pilkruznice s prumérem AB. Oznaéme postupné P,
Q, R, S paty kolmic vedenych bodem Y k primkam AX, BX, AZ, BZ. Dokazte, ze velikost ostrého
uhlu sviraného pfimkami PQ a RS je rovna poloviné velikosti thlu XOZ, kde O je stied usecky
AB.

(Rado Svarc)

RESEN{:
Necht T' je pata kolmice spusténé z bodu Y na AB. Body T, P, Q lezi na jedné pfimce, nebot se

jedné o Simsonovu pfimku bodu Y vzhledem k trojuhelniku ABX. Analogicky lezi body T, R, S
na jedné pfimce, nebot se jednd o Simsonovu pfimku bodu Y vzhledem k trojahelniku ABZ.

S
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Diky pravym thlim lezi body A, Y, R, T na Thaletové kruznici nad primérem AY, tudiz |[<YTR| =
|[XKYAR| = |<<Y AZ|. Podobnym zptisobem dostaneme |[{QTY| = |[<<QBY| = |<XBY|. Nyni
vyuzijeme faktu, ze AXY ZB je tétivovy pétithelnik. Uhel QTR jakozto soucet uhlit QTY a YTR
je tedy sou¢tem obvodovych thla pfislusnych obloukim XY a Y Z. To dohromady dava obvodovy
thel oblouku X Z, coz je polovina stfedového tthlu XOZ.

POZNAMKY:
Uloha byla jednoduch4, a proto naprosta vétsina doslych feseni byla spravna. Chtél bych pochvalit
fesitele, kteri pouzili Simsonovu primku, ¢im si své feSeni dosti zjednodusili a zkratili oproti jinym
Ghlicim reSenim.

Jiny postup, ktery se mi velice libil, vyuzival stejnolehlost se stfedem Y a koeficientem 2.
Nafoukneme-li pouze pfimky PQ a RS, jejich obrazy obsahuji po fadé body X a Z. Zaroven obraz

"Koho zminka o bodech lezicich v nekoneénu zaujala, ten si mize pfeéist néco o projektivni
TOVINE.
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bodu T padne na kruznici opsanou trojuhelniku XY Z, coz okamzité dava kyzeny vysledek. Timto
postupem si Victoria Maria Ndjares Romero a Martin Zimen vyslouzili +4.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

Uloha 3.
Uvniti trojuhelnika ABC' je dan bod P. Paty kolmic z bodu P na strany BC, CA a AB oznac¢me
postupné D, E a F. Déle necht V je kolmisté trojihelniku AEF. Dokazte, ze pokud DE 1 DF,
pak plati

|<<BPC| + |<<BVC| = 180° + a.

(Rado van Svarc)

RESENT:

Podle Six feet theorem?® sdili trojihelnik tvofeny patami kolmic z bodu P na strany trojuhelnika
ABC kruznici opsanou s trojihelnikem s vrcholy v analogickych patach kolmic vedenych kama-
rddem bodu P. Jelikoz je ihel EDF pravy, je podle Thaletovy véty tsecka EF prumérem této
kruznice. Uvazme paty kolmic z kamaradda bodu P postupné na strany AC' a AB. Vzhledem k vyse
uvedenému to museji byt prusec¢iky kruznice nad primérem EF s prislusnymi stranami rtzné od
bodu E a F. To jsou ale zaroveni paty dvou vysek v trojuhelniku AEF. Z toho plyne, ze kamarddem
bodu P musi byt bod V. Zbytek feSeni je obsazen v nasledujicim lemmatu.

A

B¢ ‘ C

Lemma. Necht P a P’ jsou kamaréddi v trojuhelniku ABC. Pak plati |<BPC| + |<BP'C| =
180° + a a analogicky |<TAPC| + |<<TAP'C| = 180° + f a |<TAPB| + |<TAP'B| = 180° + ~.

Dikaz. Podivejme se na druhy obrazek. Dvojice stejné velkych uhli (jelikoz P a P’ jsou kamaradi)
u vrcholit B a C oznaéime ¢ a 1. Soucet |<<BPC| + |<BP'C| pak mlzeme vyjadiit jako

(180° — |<TPBC| — ) + (180° — |<TP'CB| — ) = 360° — 8 — v = 180° + «,
coz jsme méli dokazat.

8Tvrzeni 54 z druhého dilu serilu.
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POZNAMKY:

Zhruba polovina z celkovych ¢trnacti uspésnych resitelt této tlohy pouzila podobny postup jako
my zde. Ze zadani ale plyne jesté vic. Uhel BPC ma totiz velikost 90° + «, a tedy thel BV C
musi byt nutné pravy! To je jisté zajimavé a d& se to s trochou namahy elementarné dokéazat,
o ¢emz se presvédcila druha zhruba polovina fesitelt. Jesté dodame, ze v nami pouzitém lemmatu
plati dokonce ekvivalence, tedy uvedené t¥i vztahy pro uhly plati pravé tehdy, kdyz jsou P a P’
kamaradi. (David Hruska)
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Geometrie trojiahelnika 3 — Trojahelnik vraci
uhel

Hamiltonova kruznice se dotykd Pascalova trojuhelniku v bodé varu. — neznamy autor

Vitejte u dalsiho dilu seridlu. V tomto dile uz budeme skutec¢né pracovat s tézkym kalibrem.
Zacneme pokracovanim z minulého dilu, povidanim o Lemoinové bodé a Tuckerovych kruznicich.
Zadefinujeme Gergonnuv a Nageliv bod a vyslovime dalsi kamaradska tvrzeni. Potom nas bude
éekat Ponceletovo porisma, které nésledné rozsifime na obecnéjsi tvrzeni (stéle zvané Ponceletovo
porisma). Zakonéime formulaci Feuerbachovy véty, kterou rozsifime na takzvanou t¥eti Fonteného
vétu. Tu pak spole¢né s prvnimi dvéma dokazeme.

Lemoinuv bod

Minuly dil jsme zakonéili zkoumanim symedian a slibili jsme si néco fict o jejich pruseéiku —
Lemoinové® bodu, jenz zna¢ime K. Nez se do toho pustime, pfipomeneme si kratce symediany,
nebot je budeme hodné pouzivat.

Tvrzeni. (Opakovani o symedidndch) Je ddn trojuhelnik ABC. Izogondly (pfimky osové sou-
mérné podle pfislusnych os thli) k téznicim se nazyvaji symedidny a protinaji se v Lemoinové
bodé. Symedidna z bodu A (a-symedidna) je mnozinou stfedu vSech antirovnobézek (jakozto tse-
¢ek s krajnimi body na pfimkdch AB a AC) se stranou BC (vi¢i thlu BAC). Také je mnozinou

vsech takovych bodu roviny, jejichz pomér vzdalenosti od piimek AB a AC je roven %.

Cvic¢eni. Ke stranAm AB a AC trojihelnika ABC pfipiSeme zvenku ¢tverce a prusecik jejich
stran rovnobéznych s pfimkami AB a AC (ale ruznych od nich) ozna¢ime X. Dokazte, ze X lezi
na a-symediané.

Navod. Bod X mé spravny pomér vzdélenosti od AB a AC.

10 nic nebrani pustit se do Lemoinova bodu.

Ted uz nam
Tvrzeni. (Kosinova kruznice) Kdyz bodem K vedeme antirovnobézky se stranami, vytnou na
strandch trojihelnika (pFfesnéji na pfimkéach jimi uréenych) Sestici bodu leZicich na jedné kruznici.
Stiedem této kruznice je bod K.

Dikaz.  Z opakovaciho tvrzeni vime, ze K lezi ve stfedu vSech t¥i antirovnobézek. Stacéi tedy
dokézat, ze pruseciky antirovnobézek s AB a AC se stranou BC' tvofi spolu s K rovnoramenny
trojuhelnik. To je ale jasné diky antirovnobézkam — oba vnitini thly zminéného trojuhelnika pti
strané lezici na BC maji velikost a@ = |<{BAC|. Analogicka tvrzeni plati pro zbylé dvé antirovno-
bézky a my vidime, ze K je skute¢né od vSech Sesti bodu stejné vzdaleny.

9Emile Lemoine ([lemuan]; 1840-1912) byl francouzsky inZenyr a matematik. Mame ho radi.
10A vam snad také ne.
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Cviceni. Dokazte, Ze Sest bodli z posledniho tvrzeni lezi uvnitf stran, pravé kdyz je dany troju-
helnik ostrouhly.

Ndvod. Zkoumejte limitni ptripad, kdy je néjakou z antirovnobézek z minulého tvrzeni primo
symedidna. Zbyvéa dokdzat nerovnost pro thel u symedidny (ten je z definice roven néjakému thlu
u téznice) v ostrothlém trojuhelniku.

Cvic¢eni. Dokazte, Zze v pravothlém trojuhelniku lezi Lemoinuv bod na nékteré vysce.

Cviceni. (tézsi) Ukazte, ze trojice useéek spojujicich stied strany se stfedem odpovidajici vysky
prochazi Lemoinovym bodem.

Ndvod. Ukazte, ze kazda z pfimek je mnozina stfedd obdélnikti vepsanych do ABC' lezicich na
jedné ze stran. Rozmyslete si, ze vSechny vepsané obdélniky lezici na BC' dostanete aplikovanim
vhodné stejnolehlosti se stfedem v A na néjaky obdélnik zvenku pripsany ke strané BC, jehoz
stied umite dobfe popsat. Dopocitejte. Také se d4 rovnomérné hybat s jednim vrcholem BUNO po
AB a nahlédnout, ze stfed obdélnika se pohybuje po spravné tisec¢ce. Nakonec pouzijte kosinovou
kruznici.

Tvrzeni. (Tuckerovy kruznice) Uvazme vhodnou!! stejnolehlost se stiedem v K a obrazy piimek
AB, BC a CA v ni. Ty vytnou na obvodu trojuhelnika Sestici bodi lezicich na kruznici, jejiz stfed
lezi na tsecce OK. Takové kruznice nazyvame Tuckerovy kruznice.

Dikaz.

B CBBC ¢

Oznac¢me si priiseéiky podle obrazku. Ctyithelnik AB4A’C4 je ziejmé rovnobéznik, takze tsecka
B4C 4 jerozptlena a-symedidnou. Z toho plyne, Ze je to antirovnobézka s BC'. Vskutku, necht By X
je antirovnobézka s BC a X lezi na AC. Pak i By X je rozpilena a-symedianou (opakovaci tvrzeni),
z ¢ehoz plyne, ze XC4 je rovnobézna s a-symedianou, ¢ili musi byt X = C4. S pomoci tohoto
a analogickych tvrzeni jsou vSechny t¥i ,rohové* trojuhelnicky (AB4C4 a dalsi dva) podobné

11 Omezime se jen na takové piipady, v nichz kazda z téchto zobrazenych pfimek protina strany
(tise¢ky) trojuhelnika ABC pravé ve dvou bodech. Koeficient stejnolehlosti budeme tedy uvazovat
z intervalu (z, 1), kde z je vhodné zaporné ¢islo. Nakreslete si v Geogebfe.

21



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie B

trojuhelniku ABC. Specialné je ¢tyifuhelnik BjCyAc Be rovnoramenny lichobéznik, tedy jeho
vrcholy lezi na jedné kruznici, a analogicky pro zbylé dvé strany.

Nabizi se otazka, zda uz je z toho jasné, ze vSech Sest bodi lezi na jedné kruznici. Uplné jasné
to neni, ale pomuzeme si jednoduchym trikem. Dejme tomu, Ze by se ve skute¢nosti jednalo o tii
rizné kruznice (zfejmé nemohou byt pravé dvé rizné). Pak ale chordaly jejich dvojic jsou p¥imky
AB, BC a CA. Ty se maji podle tvrzeni o poten¢nim stfedu protinat, coz ale evidentné neplati.
Takze musi byt vSechny t¥i kruznice shodné a jsme hotovi, co se tyce koncykli¢nosti.

Nyni uvazme stejnolehlost se stfedem v K takovou, ze obraz bodu A je stfed rovnobéznika
ABAA'C4 (oznatme jej R) a ozna¢me S obraz opsisté O v ni. Obraz teény ke kruznici opsané
ABC vedené bodem A je pfimka BaC 4, protoze prvni z nich prochazi bodem A, druhd bodem
R a obé jsou antirovnobézné s BC (u teény to plyne z tGsekového tihlu). Dale AO se zobrazi na
RS (z definice), a tedy RS je kolmice na B4C 4 prochézejici jejim stiedem, ¢ili je to osa usecky
BAC 4. Analogicky bychom dokézali, ze S lezi i na dalsich osach, takze S je stfedem nas$i Tuckerovy
kruznice.

Dusledek. (Lemoinova kruznice) Rovnobézky se stranami vedené bodem K vytnou na obvodu
trojuhelnika Sestici bodu, které lezi na jedné kruznici, kterou nazyvame Lemoinova krusnice.}? Jeji
stred je stfedem usecky OK.

Duikaz. Je to Tuckerova kruznice pro ,koeficient stejnolehlosti rovny nule“. Pfisné vzato by takova
stejnolehlost vSechny t¥i pfimky zobrazila do bodu K. My ji ale v tomto pfipadé bereme tak, ze
je posune do nulové vzdalenosti od K, tedy uvazujeme trojici rovnobézek se stranami vedenych
bodem K. Jeji existence by se dokdzala zcela analogicky jako v pripadé Tuckerovych kruznic (onu
stejnolehlost jsme pouzivali pouze na rovnobéznost se stranami, takze ivahy o rovnobéznicich atd.
projdou uplné stejné). Jelikoz v nasem pripadé splyva bod A’ z minulého dikazu s bodem K, musi
mit stejnolehlost pouzita v jeho posledni ¢asti koeficient %, z ¢ehoz plyne, ze jeji stied lezi uprostied
usecky OK.

Na tvrzeni o Tuckerovych kruznicich 1ze pohlizet i jinak. V dikazu jsme nakreslili néjaké rovno-
bézky se stranami a dokézali, Ze spojnice jejich priseéiki jsou antirovnobézky (s né¢im, viz dikaz
a obrazek). Vytvofili jsme tedy Sestitthelnik (pfesnéji uzavienou lomenou ¢aru o Sesti usecich),
ktery dvakrat ,,objede“ obvod trojuhelnika a je tvofen stfidavé rovnobézkami a antirovnobézkami
s protéjsi stranou. To vede k nasledujici formulaci tvrzeni o Tuckerovych kruznicich.

Cviéeni. (Tuckeriv magicky Sestitihelnik!3) Zvolme bod na obvodu trojtihelnika. Konstruujme
lomenou c¢aru s vrcholy na sousednich stranach po sméru hodinovych rucicek, jejiz tseky jsou
stiidavé rovnobézkami a antirovnobézkami s protéjsi stranou. Pfedpokladejme, ze cela lezi uvnitf
trojuhelnika. Dokazte, ze tato lomena Cara se po Sesti tsecich uzavie a jeji vrcholy lezi na kruznici
se stifedem na tsecce OK.

Ndvod. Staci dokazat, ze ,rovnobézkové Casti“ lomené Cary se protinaji na symedidanach. Z toho
uz plyne, ze jsme je mohli obdrzet z pfimek AB, BC a C'A pomoci vhodné stejnolehlosti se stfedem
v K. Tim jsme prevedli ulohu na tvrzeni o Tuckerovych kruznicich. Prvni zminénou vlastnost ale
snadno dostaneme z obracené uvahy o rovnobézniku — jeho vrchol a stfed thlopficky (antirovno-
bézka) lezi na symediané, tedy tam lezi i jeho protéjsi vrchol.

Na této formulaci je pozoruhodné, ze Lemointv bod K se objevi az pfi zkoumani stfedu vysledné
kruznice — konstrukce lomené ¢ary ho nijak nepouziva.

12Terminologie kolem Lemoinovy a kosinové kruznice kolisa. Napiiklad v angli¢tiné pfevazuje
po fadé First Lemoine Circle a Second Lemoine Circle, v ¢estiné se jim nékdy rikd prvni a druha
Lemoinova kruznice, avSak naopak.

13N4zev je odvozen od notoricky znamého kabaretniho triku, ve kterém iluzionista vyzve divéka,
aby ve zcela obycCejném trojuhelniku zacal dokola po jeho obvodu kreslit stfidavé rovnobézky a
antirovnobézky.
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Je dobré si uvédomit, jaké specialni pripady Tuckerovych kruZnic uz zname. Pokud zvolime
stejnolehlost s koeficientem 1 (coz striktné vzato nesmime, ale je to limitni p¥ipad), zdegeneruji
antirovnobézky do bodu a vysledkem bude samotny obvod trojuhelnika, potazmo jeho kruznice
opsana. Pro ,nulovy koeficient dostaneme Lemoinovu kruznici. Pokud budeme pokracovat dal
(posleme koeficient do zapornych éisel) a rovnobézky budeme kreslit ,az za“ bod K, projdou
v jednom okamziku bodem K vSechny antirovnobézky, kterézto situaci odpovida tvrzeni o kosinové
lltrui‘nici. Ze se tak pro viechny tii antirovnobézky stane v jednom okamziku, plyne z toho, e pomér

KR

KA Ize vyjadrit jen pomoci koeficientu ptuvodni stejnolehlosti, takze bod R a jeho dva analogy

splynou s bodem K ve stejném okamziku.
Cviceni. Ukazte, ze kosinova kruznice je rozpulena Lemoinovou kruznici.
Ndvod. Staci, ze K lezi na jejich chordale.

Necht X je bod uvnit¥ trojuhelnika ABC. Jeho dpatnicovyml? trojihelnikem myslime troja-
helnik s vrcholy v patach kolmic z X na strany AB, BC' a C'A. S pouzitim tohoto pojmu miizeme
napfiklad Tvrzeni 54 z minulého dilu (Six feet theorem) zformulovat tak, Ze Gpatnicové trojahelniky
kamaradu sdileji kruznici opsanou.

Vzhledem k tomu, kolik véci o Lemoinové bodu plati, bylo by zvlastni, aby Zaddné znamé tvrzeni
neneslo jméno stejného velikana.

trojuhelnika.

There is no royal road to geometry. — Eukleides

Dikaz. Jak naznacuje citat, budeme muset trochu pocitat. Oznaéme paty kolmic z K na strany
BC, AC a AB po fadé D, E a F a dale pruseCik prfimky DK s tseCkou EF jako P. Pro
prvni implikaci staci dokazat, ze bod P je stfedem usecky EF. Tim bude pfimka PK téznici
v trojuhelniku DEF na stranu EF a analogicky to bude platit pro ostatni strany, ¢ili K bude

|FP| = |FK|S2IZEEP] A nalogicky z trojihelniku K PE odvodime |EP| = |K B|S22PEEL piyy

sin [<FPK]| sin |[<K PE|
pravym uhlim u boda E a F (paty kolmic) vime, ze |<{FKP| = a |[<EKP| =~. Jelikoz K lezi
na a-symediané a vzdalenost od pfimky se méfi na komici, plati ;ﬁg} = % Dohromady dostavame
sin 8 )
|[FP| |FK| sinj<FPK|] _ csinf _ 1
- sin y - : -
|PE| |EK] SIaRPE bsin~y

coZ plyne ze sinové véty pro trojuhelnik ABC' (v pfedposledni rovnosti jsme vyuzili, Ze thly, jejichz
soudet je 180°, maji stejnou hodnotu sinu).

I4Tento néazev je sice krasné &esky, ale téméf vyhradné se misto néj pouziva anglicky pedal
triangle.
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A

uvazme stejnou konstrukci jako na obrazku (pro jednoduchost pouzijeme i stejné oznaceni, pouze
misto K mame X ). Postupem podobnym tomu z pfedchozi ¢asti mazeme vyjad¥it pomér délek X F
a XF jako

sin [<KFPX| .
| XF| _ |FP| —snB siny ¢

|IXE| ~ |PE| sinl<XPEl ~ ging ~ p’
sin ~y

z ¢ehoz vyvodime, ze X lezi na a-symediané. Analogicky lezi i na zbylych dvou symedianach, tedy
plati X = K.

Ukazeme si, jak lze teorii ziskanou v této ¢asti aplikovat na tlohu, jejiz formulace obsahuje jen
ty nejzékladngjsi stiedy, a piesto je k jejimu FeSeni potiebal® teorie z této asti seridlu.

Piiklad. T¥i téznice déli trojuhelnik ABC na Sest trojuhelnika. Ukazte, ze jejich opsisté lezi na
jedné kruznici.

Reseni. Vrcholy A, B a C vedme kolmice na pfislusné téznice. Tak vznikne trojihelnik, v némz

je Lemointv bod v novém trojuhelniku.

15Pravdépodobné; autoriim neni znam jednodussi dikaz.
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Kdyz se ale podivame na obrazek, jsou opsisté malych trojihelnicka néjak divné uvnitt a kruz-
nice, kterou by mély urcovat, nevypada povédomé. Neni ale tfeba si zoufat. Uvazujme stejnolehlost
se stfedem v T (jako vzdy stejnolehlime z Lemoinova bodu) a koeficientem 2. Kam se p¥i ni zobrazi
naSich sest opsist? Kazdé z nich lezi na osach stran malych trojuhelni¢ki, jejich obrazy tedy budou
leZet na piimkach dvakrat vzdalenéjsich od T'. Specialné kazdy z obrazu opsist lezi na osach spoj-
trojuahelniku, protoze ten méa strany kolmé na téznice v ABC.

Nyni sta¢i dokazat, ze téchto Sest bodu na obvodu trojuhelnika, v némz néco vime o Lemoinové
bodu, lezi na kruznici. Zni to povédomé? Asi tusite, ze nase kruznice je jedna z Tuckerovych.
Ozna¢me By stfed strany AC a zobrazend opsisté trojuhelnikit AT By a CT Bg po fadé X a Y (viz
obréazek). Obé& plivodni opsisté lezi na ose tsecky T By, takze X a Y lezi na kolmici na b-téZnici
vedené bodem By. To je jedna ze stran velkého trojihelnika (kolmice na b-téZnici vedena bodem
B) zobrazena ve stejnolehlosti se stfedem v T' a koeficientem —%. Analogicky to plati i pro zbylé
dvé dvojice sousednich trojihelnickt. Tedy nase Sestice bodu lezi na Tuckerové kruznici ve velkém
trojihelniku odpovidajici koeficientu — 1.

Cviéeni. (KruZnice Sesti bodd) Z paty vysky z vrcholu A trojuhelniku ABC' spustime kolmice
na strany AB a AC' a uvazime jejich paty. Podobné sestrojime dalsi ¢tyfi paty. Dokazte, Ze vSech
Sest takto ziskanych bodu lezi na kruznici.

Ndvod. Je to jedna z Tuckerovych kruznic. Spojte body lomenou carou stfidavé rovnobéznou a
antirovnobéznou s protéjsi stranou.

trojuhelnika lezi na primce T H.

Navod. Pouzijte Lemoine theorem stejné jako v poslednim piikladé. Vzpomeiite si na Eulerovu
primku a Six feet theorem.
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Dalsi kamaradi

jej timto prohlasujeme za dostateéné prozkoumany. Z téch pokrocilejsich stiedu jsme jesté nemlu-
vili o kamaradovi stfedu Feuerbachovy kruznice F. Nasledujici tvrzeni to alespon informativné
napravuje, nebudeme ho totiz dokazovat.

Tvrzeni. Kamardd bodu F (stfedu Feuerbachovy kruznice) je priise¢ik piimek AO,4, BOp a
CO¢, kde O 4 je opsisté trojuhelniku OBC' atd.

A kde jesté muzeme potkat kamarady? Jste-li alesponi trochu obezndmeni s elipsami, mtzete si
dokazat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Ohniska elipsy vepsané do trojuhelniku spolu kamaradi.
A nakonec jedno malé okénko do tfetiho rozméru.

Cviceni. Koule vepsana ¢tyfsténu ABCD se dotyka stény ABC' v bodé E. Koule jemu pfipsana
vzhledem k vrcholu D se stény ABC dotyka v bodé F'. Dokazte, ze E a F' jsou kamaradi v troju-
helniku ABC. (MKS-33-3j-7)

Ndvod. Dokazte izogonalitu v jednom vrcholu. Vepsana koule a pripsanéd koule jsou stejnolehlé
podle D. Pomoci toho a stejnych tecen najdéte shodné trojuhelniky a dopocitejte. Podivejte se na
feSeni. :-)

Kdybyste stale nebyli zcela presvédceni, ze jsou kamaradi v geometrii trojihelnika opravdu na
kazdém rohu, dalsi kapitolka by to mohla napravit.

Gergonniiv a Nageluv bod

Abychom neméli v seridlu malo exoticky znéjicich jmen, pridame si dvé dalsi.

Meéjme trojuhelnik ABC. Dotyky jeho kruznice vepsané se stranami BC, AC a AB oznacime
po tadé D, E, F a dotyky kruznic pfipsanych ke stejnym strandm po fadé P, Q a R. Z Cevovy
véty (viz zacatek sekce o kamaradech z prvniho dilu) plyne, Ze se usecky AD, BE a C'F protinaji
v jednom bodé. Opravdu, jelikoz se jedna o kruznici vepsanou, plati diky stejné dlouhym tsekim
tecen |AF| = |AE|, |BF| = |BD| a |CD| = |CE|, takze pomér z Cevovy véty vyjde 1. Tento
priisedik nazyvame Gergonnovym'® bodem a znacime jej G. JelikoZ jsou na kazdé strané body
dotyku vepsané a opsané kruznice symetrické podle stfedu oné strany (viz Tvrzeni 48 z prvniho
dilu), plyne z Cevovy véty, ze se tsec¢ky AP, BQ a CR protinaji v jednom bodé&. Ten nazyvime
Nageliv'™ bod a znacime jej N.

Cviceni. Pfi znaceni zavedeném vysSe plati, ze Gergonnuv bod v trojihelniku ABC' je Lemoino-
vym bodem trojuhelnika DEF'.

Ndavod. Vzpomente si na Tvrzeni o pruseciku teCen z minulého dilu.
Cviceni. (téz8i) Nageltv bod trojahelniku ze stfednich pficek je vepsistém ptvodniho trojuhel-
niku. Dokazte.

Ndvod. Nejprve dokazte pomocné tvrzeni: Necht ABCD je rovnobéznik a body X, Y lezi postupné
na jeho stranach BC a CD tak, ze |[BX| = |DY|. Ozna¢me Z prusecik tseéek BY a DX. Dokazte,

16 Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) byl francouzsky matematik a logik.
17Christian Heinrich von Nagel (1803-1882) byl némecky matematik a geometr.
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ze primka AZ je osou thlu BAD. Toto tvrzeni aplikujte na kazdy z rovnobéznikt vzniklych v daném
trojuhelniku po dokresleni stfednich pricek.

Dusledek. Jelikoz je Nageliv bod trojuhelnika ze stiednich pfic¢ek (¢ili vepsisté piivodniho troj-
koeficientem —%, lezi body I, T a N na jedné p¥imce v poméru |IT|: |[TN| =1 : 2. Tato pfimka
se nazyva Nagelova primka.

Pred nésledujicimi dvéma tvrzenimi je dobré si pfipomenout, ze dvé kruznice (az na degenero-
vané piipady) maji dva stfedy stejnolehlosti, z nichZ jedna m4 kladny koeficient a druhé zaporny.

Tvrzeni. Kamarddem Gergonnova bodu G je stied zdporné stejnolehlosti zobrazujici opsanou
kruznici na vepsanou.

Dikaz. Na tvod poznamenejme, ze tento dikaz funguje pouze pro situace podobné té na nasem
obrazku, ostatni pfipady nebudeme rozebirat. Ozna¢me D, E a F' doteky vepsané kruznice po fadé
se stranami BC, AC a AB. Gergonnuv bod ozna¢me G, obraz bodu E v osové soumérnosti podle
osy vnitiniho thlu ABC ozna¢me B’ a obraz bodu F' v osové soumérnosti podle osy vnitiniho thlu
AC B ozna¢me C'. JelikoZ je vepsana kruznice osové soumérnd podle osy uhlu, lezi body B’ a C’ na
ni. Pfimky BB’ a CC’ jsou izogonaly piimek BG a BE, takze jejich priisecik je kamarad bodu G.
Oznac¢me jej sugestivné H . Pokud dokdzeme, Ze je pfimka B’C’ rovnobézna s BC, budeme mit
|H™B| _ |HC|
[H=B'| = [H=C]
definovany bod A’ dostaneme, Ze stejnolehlost se stfedem v H~ majici takovy (rozmyslete si, ze
musi byt zdporny) koeficient, aby se bod B zobrazil na B’, zobrazuje i C na C’ a A na A’. Zobrazuje
na sebe tedy i kruznice opsané témto trojicim, coz jsou presné kruznice opsana a vepsana.

vyhrano, protoze pak bude platit . Z toho a z analogickych tvrzeni pro analogicky

Vratme se k ditkazu zminéné rovnobéznosti. Vyjadfime velikost thlu DIB’. Plati |[<<DIB'| =
|<<\DIE|— |<<EIB'|. Z deltoidu IDCE vidime, ze |<{DIE| = 180° — . Déle necht te¢na ke kruznici
vepsané vedend bodem B’ protne stranu AC' v bodé X . Vzhledem ke konstrukci bodu B’ musi byt
tato te¢na osové soumérnd s pfimkou AC podle osy thlu ABC. Z toho dopoéitame |<{EIB'| =
|<{B’XC| =180° — (360° — 2cx — 3). Ziskané vztahy dosadime do prvniho vypoctu a dostavame

|<IDIB'| = 180° — v — 180° + 360° — 2a — 8 = 180° — av.
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Vzhledem k tomu, Ze tato hodnota nezavisi na 8 a 7, musi byt ze symetrie stejnd jako velikost
thlu DIC’. Jelikoz je tisecka ID kolma na BC, plyne z dokdzaného, Ze je tisetka B’C’ opravdu
rovnobézna s BC, a jsme hotovi.

Z podobnych avah vyplyva néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Kamarddem Nagelova bodu N je stied kladné stejnolehlosti zobrazujici opsanou kruz-
nici na vepsanou.

Ponceletovo porisma

Kruznice je zakulacend primka s dirou uprostred. — nezndmy autor
V tomto oddile bude tfeba zavzpominat na predchazejici dil. Konkrétné budeme pracovat se
Svrékovymi body, antisvrky a nékterymi jejich vlastnostmi.

Véta. (Eulerova formule, Ponceletovo porisma) Necht kruznice w se stfedem I a polomérem r
lezi uvnitf kruznice I' se stfedem O a polomérem R. Necht A, B a C jsou body na I' takové, ze AB
i AC se dotykaji w. Potom se BC dotyka w pravé tehdy, kdyz R? — |OI|?> = 2Rr.

Dikaz.  Zjevné plati, ze BC se dotykd w pravé tehdy, kdyz je w kruznice vepsana trojuhelniku
ABC.

Ny

[ 10)

Sa

Oznaéme jako Sy a N Svrékiv bod a anti§vrk piislugné A v trojuhelniku ABC. Déle bud
Z bod dotyku AB s w. Zjevné AI je osou uhlu BAC, takze S, lezi na AI. Proto |<\UUAZ| =
|<tSAAB| = |<<SaNaB|. Navic zjevné |{TAZI| = 90° = |<N4BS4|. Trojthelniky AZI a NsBSa
jsou tudiz podobné.
Proto
|AI| - |BSa| = |SaNa| - |IZ| = 2Rr.

Zaroven z mocnosti I ku I' plyne

|AI|-|I84| = R? — |OI%.
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Z toho vyvodime, ze R? — |OI|?> = 2Rr pravé tehdy, kdyz |ISa| = |BS4|. Ale protoze I lezi na
AS 4, je I vepsisté trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz [IS4| = |BS|. Tim méame hotovo.

Implikaci ,,pokud w je kruznice vepsana, potom R2Z — |OI\2 = 2Rr* se obvykle fikad Eulerova
formule,'® zatimco implikace ,,pokud R? — |OI|? = 2Rr, potom w je kruznice vepsand“ se obéas
oznacuje jako Ponceletovo porisma. Toto oznaceni je ovsem ponékud zavadéjici, protoze Ponceletovo
porisma je daleko obecnéjsi tvrzeni, které nemluvi jen o trojuhelnicich, ale i o mnohothelnicich a
dokonce i o jesté obecnéjsich utvarech.

Protoze se jedna o velmi zajimavou geometrii, v nasledujicich nékolika odstavcich si Ponceletovo
porisma priblizime v jeho plné krase. Musime se ovSem pfipravit na par véci, které nas tam cekaji.

Zaprvé prekroCime pravomoce dané jménem seridlu, tj. nepijde nam pouze o geometrii troju-
helnika, nybrz i o daleko riznorodéjsi figury. Vézte, ze se za toto pro nic za nic poruseni pranic
tradic a hranic omlouvame, a pokud to v4$ hnév nesmifi, budeme se i nalezitym zptisobem kati.1?

Zadruhé bude velkd ¢ast nasledujiciho vykladu podéana zpusobem, ktery bychom lidové nazvali
,mlha“ nebo ,,mavani rukama“, tj. leccos bude podano neformalné a s nevelkou dbalosti na detaily.
Je tomu tak proto, Ze pro presné definice, formalné spravné popisy a fadny diukaz bychom potifebo-
vali strasidelna slova jako ,limita“ a ,integral, ktera zde nechceme (a kvili nedostatku mista ani
nemiizeme) zavadét.?? Navic bychom se tim pfilis ponofili do algebry a misto kresleni neobvyklych
obrazki bychom jenom pfidavali a pfeskupovali symboly, dokud by to nevyslo. A to ptfece nikdo
nechce.

Zatieti muze byt nadchéazejici ¢ast z vyse uvedenych diivodi ponékud obtizna. Nebojte se ji pti
prvnim (a tfeba i jakémkoliv dalsim) ¢teni preskoéit. Slibujeme, Ze zadna seridlova uloha nebude
stavét na ni. Uvadime ji pouze proto, ze nam prijde dobra.

Nyni se uz kone¢né pustme do préce.

Na vyse uvedené verzi Ponceletova porismatu nas nebude p¥ilis zajimat vztah R2—|0OI|? = 2Rr,
ten je spiSe nahodny. Uchopitelnéjsi myslenka, ktera odtud plyne, je nasledujici: Predstavte si,
ze vam nékdo dal obrazek, na kterém jsou nakresleny dvé kruznice. Dostanete za tikol nakreslit
trojuhelnik, pro ktery je jedna ze zadanych kruznic kruznici opsanou a druhéa kruznici vepsanou.
Pokud byste méli k dispozici i jeden z vrcholt tohoto trojahelnika, pak je to jednoduché — z prvniho
vrcholu udélat te¢nu k vepsané, tu protnout s opsanou, tim ziskat druhy vrchol a dal pokracovat
stejné. Jenze co kdyz ten prvni vrchol neméate? Inu, Ponceletovo porisma fikd, Ze to nevadi — pokud
tento postup funguje v néjakém bodé kruznice opsané, pak funguje v kaZdém jejim bodé. Plati
totiz, Ze libovolném bodé uspéjeme pravé tehdy, kdyz |OI|? = R? — 2Rr, coz je nezavislé na volbé
bodu.

18Zptisob, jakym jsme ji zavedli, je oviem ponékud nestandardni a mo#na z néj Gplné dobie
neni vidét, co tato formule vlastné fika. Klasické znéni je nasledujici: Pokud ABC je trojuhelnik
s vepsistém I, opsistém O, a poloméry kruznice vepsané a opsané postupné r a R, pak |OI|? =
R?2 —2Rr.

198v¢é kreativni navrhy odpovidajicich trest, zptisobtl pokani a muéicich technik miizete zasilat
na e-mail mks@mff.cuni.cz.

20Misto nich budeme pouzivat slova jako ,maly“, ,skoro“ a ,p¥iblizné“.
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Nyni si Ponceletovo porisma zobecnime. Predstavte si, ze jste dostali stejnou tlohu jako predtim
(méte tedy na papife nakreslenou kruznici I', kterd mé byt opsand, a v ni mensi kruznici w, kterd ma
byt vepsana?l), jen nemate za tikol sestrojit trojihelnik, nybrz obecnéjsi itvar — uzavienou lomenou
¢aru. No, co délat, zacnete v ndhodném bodé a potom, co nakreslite k tsecek a celou kruznici I'
obkrouzite n-krat, se skute¢né ndhodou vratite do vychoziho bodu. Inu, obecné Ponceletovo porisma
tvrdi, Ze pokud vadm to jednou takhle vyslo, pak at za¢nete kdekoliv, vzdy se po k useckach a n
obejitich celé kruznice vratite na vychozi pozici. (VSimnéte si, Ze vyse uvedené tvrzeni je specialni
pfipad pro k =3 an=1.)

21Ve skuteénosti se nemusi ani jednat o kruznice; aby tvrzeni fungovalo, sta¢i uvazovat kuzelo-
secky. Ale to uz je skute¢né nad ramec naseho seridlu.
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Diikaz je vskutku podivuhodny. Piedstavte si, Ze po obvodu I' postavite zed. A ne jen tak

ledajakou, nybrz takovou, kterd ma v kazdém bodé X kruznice I' vysku rovnou d(lx) , kde d(X)

znadi délku te¢ny z X k w. K ¢emu vam takova zed bude?

Uvazujte tétivu PQ kruznice I'. Tétiva PQ rozdéluje zed na dvé éasti. Necht S(PQ) je povrch
té casti zdi, ktera prislusi oblouku I' sméfujicimu od P do @ po sméru hodinovych rucicek. Dulezité
pozorovani je, ze pokud se PQ dotyka w, pak hodnota S(PQ) je nezavisla na konkrétni poloze PQ.
To rozhodné neni vidét, a pravé tuto ¢ast nebudeme délat p¥ilis rigorézné. Presto se pokusime ji
trochu priblizit.
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Q
Ql

Vezméme si dvé tétivy, PQ a P’'Q’, které se dotykaji w, a to konkrétné takové, aby body P a P’
byly u sebe blizko (BUNO tak, ze P’ je kousek po sméru hodinovych ruéicek od P). Protoze S(PQ)
i S(P'Q’") obé obsahuji S(P’Q), staéi ukdzat, ze S(PP’) = S(QQ’). Bud T pruse¢ik PQ a P'Q’.
Vsimnéme si, ze délka oblouku PP’ je skoro rovna |PP’| a analogicky délka oblouku QQ’ je témér
rovna |QQ’|. Navic T je velmi blizko bodiim dotyku PQ a P'Q’ s w, takze?? d(P) ~ |PT| =~ d(P/)
a analogicky d(Q) =~ |Q'T| ~ d(Q’). Proto S(PP’) a S(QQ’) umime pfiblizné vyjadrit jako |

a 13-

Mohlo by se zdat, ze jsme nic objevného nezjistili. N&jaké aproximace?® S(PP’) a S(QQ’) jsou
sice stejné, ale protoze S(PP’) i S(QQ’) jsou (z toho, jak jsme volili PQ a P’Q’) takika nula, tak
dava jen smysl, ze néjaké dva odhady jsou stejné.

Trik je v tom, Ze si rozkrajime oblouk PP’ na spoustu malinkatych oblouckt a jejich koncové
body spojime. Tim dostaneme lomenou ¢aru jdouci z P do P’, kterd je sloZzend ze spousty malin-
katych usecek. Protoze nase aproximace oblouku funguje tim lépe, ¢im mensi oblouk zkouméame, je
na kazdém obloucku nase priblizeni fakt dobré. Dulezité je, ze neni dobré pouze ve smyslu ,rozdil
nasi aproximace a spravné hodnoty je fakt blizko nule“, nybrz i ve smyslu ,,podil nasi aproximace a
spravné hodnoty je fakt blizko jedné“. To totiz znamend, ze pokud vSechny ptiblizné hodnoty pres
vSechny obloucky se¢teme, dostaneme hodnotu, kterd bude S(PP’) stéle aproximovat fakt dobre.

K tomuto pfibliZzeni ovSem existuje odpovidajici pfibliZzeni oblouku QQ’, které dle pfedchoziho
dava stejnou hodnotu. Navic na QQ’ budou pfislusné obloucky taktéz malinké, takZe i tam bude
naSe aproximace fakt dobra. To znamena, ze S(PP’) i S(QQ’) umime libovolné dobie aproximovat
stejnou hodnotou. To ale uz potom musi znamenat, ze S(PP’) = S(QQ’).

No dobfre, to je sice hezké, ale co z toho? Inu, dulezité je, ze pro kazdou tétivu PQ dotykajici
se w je S(PQ) rovno néjakému pevnému c. Pokud oznaéime povrch celé zdi jako z a budeme
predpokladat, ze se po k presunech po tecné dostaneme do vychoziho bodu a obejdeme pfitom
kruznici n-krat, pak musi platit ck = nz. Potom ale at zacneme kdekoliv, pak béhem k kroku
projdeme kolem zdi o celkovém povrchu ck = nz. Ale to pfesné znamend, ze ujdeme n kolecek, coz
je to, co jsme chtéli ukazat.

PP’|
IPTI
Jenze tyto dvé hodnoty jsou stejné, protoze trojuhelniky PP'T a Q'QT jsou podobné.

227nakem ~ myslime ,,je pfiblizné rovno“.
23 Aproximace znamena, ,,pfiblizné vyjadieni®.
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Fonteného véty

Dyt ty priblbly citdty stejné nikoho nezajimaj’. — Rado, psa?* seridl ve Sty rdno

Neékteri z vas uz zajisté slySeli o nasledujici vété:
Véta. (Feuerbachova) Kruznice vepsand i vSechny kruznice pFipsané se dotykaji Feuerbachovy
kruznice.

240d tohoto slovesného patvaru se korektorska sekce distancuje.
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Diikazu této véty je nékolik a vSechny jsou vcelku obtizné. Kdyz uz si s ni budeme tedy davat
tu praci, pro¢ rovnou nedokézat néco obecnéjsiho? PovSimnéme si, ze kruznice vepsana a pfipsané
jsou kruznice opsané trojuhelnikt postavenych z projekci vepsisté, respektive pfipsist na strany
trojuhelnika. Budeme se tedy zajimat o to, kdy pro bod P, jehoz projekce na pfimky BC, CA a AB
jsou postupné A’, B’ a C’, plati, Ze se kruznice opsand trojuhelniku A’ B’C’ dotyka Feuerbachovy
kruznice.

Vsimnéme si, Ze o zminéné kruznici opsané uz néco vime. Six feet theorem nam totiz rika, ze
splyvé s analogickou kruznici pro je kamarada bodu P. Tedy bod P ,vyhovuje“ pravé tehdy, kdyz
,vyhovuje“ jeho kamarad. Nakonec si v§imnéme, ze O a H se mozné daji povazovat za vyhovujici,
protoze by se tak trochu dalo Fici, ze kruznice se dotykad sama sebe. Tato drobnad pozorovani nas
vedou k nésledujici (spravné) domnénce:

Véta. (Zobecnénd Feuerbachova) Bud ABC' trojuhelnik s opsistém O a dale P libovolny bod
s kamaradem P’. Budte A’, B’ a C' paty kolmic z P na piimky BC, CA a AB. Potom se kruznice
opsang trojuhelniku A’ B’C’ dotyké Feuerbachovy kruznice trojiuhelniku ABC pravé tehdy, kdyz
P, O a P’ lezi na jedné primce.

Této vété se také rika treti Fonteného véta. K jejimu dukazu budeme potiebovat druhou Fon-
teného vétu a k dikazu té je zase zapotiebi vé€ta prvni. Vezméme je tedy pékné poporadé.

Véta. (Prvni Fonteného) Necht je ddn trojuhelnik ABC'. Necht Ao, Bo a Co jsou po fadé stredy
stran BC, CA a AB. Bud P libovolny bod a ozna¢me A’, B’ a C' postupné paty kolmic z P na
piimky BC, CA, AB. Déle oznacme X priisecik piimky BoCo s B’C’, Y priisecik pfimky AyCo
s A'C' a Z prisecik piimky AoBo s A'B’. Pak plati, ze piimky A’X, B'Y a C'Z se protinaji
v jednom z priiseéikii kruznic opsanych trojihelnikiim AgBoCo a A’B’'C’.

Dikaz. Nazvéme prusecik pfimky A’X s Feuerbachovou kruznici (tj. kruznici opsanou AgBoCh)
jako Q. UkéaZeme, %e Q lezi na kruZnici opsané trojihelniku A’ B’C’.

Zadefinujeme si nékolik pomocnych bodu. Ozna¢me jako F' druhy prisecik kruznic opsanych
trojthelnikiim AB’C’ a ABoCo a jako L priseéik piimky A’P s kruZnici opsanou trojihelniku
AB’C’. UkéaZeme, %e LF prochazi bodem X a A’Q je obraz LF pfi pieklopeni pies BgCp. Potom
bude z mocnosti X ke kruznici opsané trojuhelniku AB’C” platit

IXQ|-|XA| = |XF|-|XL| = [XBol| - |XCol,
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z ¢eho# jiz plyne, Ze @ lezi na kruZnici opsané trojihelniku A’ B’C’.

L A
(7
AA\
)
Bo
X
Cl
O
P F
B A C

Povsimnéme si, ze kruznice opsana trojuhelniku AB’C’ je kruZnici nad primérem AP. Tedy
PL 1 AL. Ale zarovenn PL 1 BC. Proto AL || BC.

Diky tomu plati,?® %e piimka LF svira s ptimkou BoCp stejny tihel jako s pfimkou AL. Tento
ahel ale umime upravit na |[<{ALF| = |{AC'F|. Abychom ukazali, ze L, X a F lezi na jedné
pfimce, chceme ukazat, Ze pfimka FX svird s BoCp tentyz thel, tedy ze |TAC'F| = |<<BoXF]|.
To je ovSem ekvivalentni s tim, Ze ¢tyiuhelnik XCoC'F je tétivovy. A tuto skutecnost ukdZzeme
jednoduchym vyuhlenim:

|[ACoFC'| = |[MAFC'| — |X<AFCy|
= |[<XTAB'C’| — |[<<AByCo|
= 180° — |[<<XB'By| — |<B’'BoX]|
= |<<BoXB'|
= |<MCoX .

Tim jsme tedy ukéazali kolinedrnost bodu L, X a F. Zbyva ukazat, Ze se pfi osové soumérnosti
podle osy BoCj zobrazi A’ do L a F do Q. Prvni z téchto soumérnosti plyne z toho, Zze AL || BoCo ||
BC, BoCy je stiedni piicka a LA’ | BoCy. Druh4 vyplyva z toho, #e diky kolinedrnosti L, X a F'
je obrazem F prusecik obrazu pfimky LX s obrazem kruznice opsané AByCp. Pfitom obrazem L
je A’, obrazem X je X a obrazem kruZnice opsané AAByCy je kruznice opsanad AgBoCy. Ale to je
presné definice Q. Tim méame hotovo.

Diikaz cely ovSem zatim hotov neni. Ukézali jsme, Ze AX prochézi prusecikem kruznic opsanych
trojthelniktim AgBoCp a A’ B’C’. Analogicky totéz plati pro BY a C'Z. Zatim ale nevime, Ze se ve
vSech tfech pfipadech jedna o ten samy prusecik. Z diavodu pirehlednosti nebudeme tuto skutecnost
dokazovat hned, nybrz si jeji zdivodnéni schovame do dikazu druhé Fonteného véty.

Proc¢ cast dikazu odkladame misto toho, abychom se s ni vyporadali okamzité? To proto, ze
k ni budeme potifebovat pomocné lemma, se kterym se pak tato ¢ast dokaze najednou s druhou
Fonteného vétou.

Lemma. Bud ¢ pfimka prochazejici skrz kolmisté H trojuhelniku ABC. Oznaéme si jako £q, £
a l. obrazy primky { pres primky BC, CA a AB. Pak se {4, £y, a {. protinaji v jednom bodé P na
kruznici opsané AABC. Tento bod se nazyva Anti-Steineruv bod primky £ vzhledem k trojuhelniku

25V piipadg, Ze konfigurace vypada jako na obrazku — jiné piipady se fesi analogicky, respektive
uplné stejné, pokud umite pouzivat orientované tuhly.
35



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie B

ABC'. Toto pfirazeni je navic prosté, tj. zadné dvé ruzné primky prochazejici skrze H nemayji stejny
Anti-Steineruv bod.

Dikaz. Opét uvazujme konfiguraci jako na obrazku, ostatni se fesi podobné. Oznacéime si jako X,
Y a Z pruseciky ¢ s pfimkami BC, CA a AB. Déale budeme obrazy H pies pfimky BC, CA a AB
nazyvat Hp, Hg a He. Z prvniho dilu vime, Zze Hs, Hp a He lezi na kruznici opsané AABC.
Zjevné £q, £y a b splyvajis Hy X, HgY a HoZ. Necht Ho X, HgY a HgZ protinaji kruznici
opsanou trojuhelniku ABC v bodech Py, P a Pc. Ukazeme, ze Pg = Pc, zbytek by se provedl
analogicky.
Budeme prosté a jednoduse trochu uhlit:

180° — |[ABAC| = |[MAY Z| + |<AZY |
=180° — |[<CY Hg| + 180° — |[<<BZH(|
= |XACHg| + |<PsHpC| + |<ABH¢| + |<<BH¢ P¢|
= |<XACH| + |<<PBAC| + |[<ABH| + |<<BAP¢|
= (90° — |<<BAC|) + |<<PBAC| + (90° — |<<BAC|) + |<<BAP:|,
neboli |[<BAC| = |<BAP¢| + |<PpAC)|, coz uz implikuje, ze Pg = Pc.

Abychom ukézali jednozna¢nost bodu P, sta¢i si vSimnout, ze |<<PcHcC| = |<HcHX|, tedy
velikost oblouku PC' je jednoznac¢né dana thlem, ktery ¢ svird s vyskou z C.

S timto lemmatem jednoduse dokazeme druhou Fonteného vétu a dodélame dikaz té prvni:

Véta. (Druhd Fonteného) Méjme pevné zvolenou piimku ¢ prochézejici opsistém O trojuhelniku
ABC'. Necht se P pohybuje po £. Pak se poloha priiseciku kruznic opsanych trojihelnikiim Ao BoCo
a A'B'C’ neméni.
Dikaz. Vsimnéme si, ze O je kolmisté AAgBoCp. Protoze £ prochazi bodem O, nabizi se moznost,
ze @ v dukazu prvni véty by mohl byt Anti-Steinerovym bodem pfislusnym ¢ a AgBoCo. Pokud
toto dokazeme, pak zjevné budeme hotovi jak s prvni, tak s druhou Fonteného vétou.
Povsimnéme si, ze F' z minulého dukazu lezi na kruznicich nad priméry AP a AO. Tedy PF L
AF 1 FO, z ¢ehoz plyne, ze F lezi na {. Protoze @ je obraz I’ pfi preklopeni pfes primku BoCp,
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lezi @ na preklopeni £ podle BoCp. Jedna se proto o prisecik tohoto preklopeni a kruznice opsané
AAoBoCo, tedy je to prislusny Anti-Steineruv bod.

Nyni uz prichazime do velkého grandfinale.

Véta. (Treti Fonteného) Bud P’ kamarad bodu P vzhledem k trojuhelniku ABC'. Pak se kruznice
opsané trojiihelnikiim AgBoCo a A’ B'C’ dotykaji, pravé kdyz body O, P a P’ lezi na jedné pfimce.

Diikaz. Vsimnéme si, %e pokud jsou piimky PO a P’O rtzné, pak i jim odpovidajici Anti-
Steinerovy body Q a Q' jsou rfizné. To ndm pfimo dokazuje jednu implikaci.

P#i ditkazu opac¢né implikace jsme v situaci, kdy P’ lei na OP. V tu chvili si pomiizeme
pohyblivym bodem R, jehoZ kamardda ozna¢ime R’. Ten se bude pohybovat do P tak, aby R, O
a R’ nelezely na pfimce. Pokud si jesté dokreslime jim ptislusné kruznice kr opsané trojihelniku
AR BRCh, pak kr mé s kruznici opsanou AgBoCp vzdy dva praniky — Anti-Steinerav bod OR
a Anti-Steinertiv bod OR’. Ale OR i OR’ se pfesunou na stejnou piimku OP. To znamend, Ze i
jim pfislusné pruseciky se posunou do jednoho bodu, a tudiz se z nich stane jeden. Protoze se vse
pohybuje spojité, nemiize ndm najednou vzniknout tplné novy prisecik. To znamena, ze A’ B’C’
a AoBoCp budou mit jen jeden prusecik a mame tedy hotovo.

Cviceni. Bud ABC trojuhelnik se stfedy stran Ag, B, Co. Necht P je bod a paty kolmic z P
na piimky BC, CA a AB jsou A’, B’ a C'. Obrazy bodt A’, B’, C’ podle Ag, By, Cop si ozna&ime
A" B", C". Ukazte, #e kruznice opsané trojuhelnikiim AgBoCo, A'B'C’ a A" B"”C" se protinaji
v jednom bodé.

Ndvod. Uvazte obraz bodu P pres opsisté AABC.

Cvic¢eni. Bud ABC trojuhelnik se stfedy stran Ag, Bo, Cp. Necht P je bod a paty kolmic z P
na pfimky BC, CA a AB jsou A’, B’ a C’. Necht Q je Anti-Steinertiv bod piimky OP vzhledem
k trojuhelniku AgBoCp. Ozna¢me jako P’ kamardda bodu P a A” B"C" trojthelnik z pat kolmic
P’ na strany trojuhelniku ABC'. UkaZte, Ze Simsonovy pfimky bodu @ vzhledem k trojuhelnikiim
A'B'C’" a A" B"”C" jsou rovnobé&zné.

Ndvod. Trochu uhlete a s pouzitim druhé Fonteného véty ukazte, Ze jsou obé rovnobézné s OP.

Zavér

Geometers don’t die, they become angles. — neznamy autor.

Tim ovsem nekonc¢ime. Geometrie trojuhelnika je velmi rozsidhly obor a témata v prvnich tfech
dilech musela byt peclivé vybrana s pfihlédnutim k mnoha kritériim. Kvili tomu jsme ovSem museli
vypustit mnoho dalsich péknych tématek. Proto na vas v ptistich komentarich bude cekat exkluzivni
¢étvrty dil. 'V tom budeme prezentovat nékolik dalsich véticek, tvrzenicek a lematek. Tentokrate
s nimi ovSem nebude z ¢asovych divodi spojend soutézni série, text bude urceny pouze pro nadsené
zajemce. Presto budeme radi, pokud si i pristi ¢ast prectete. Slibujeme, Ze se vynasnazime, aby to
stalo za to.

K tomuto dilu se asi opét hodi zminit, ze v pfipadé jakychkoliv otdzek byste se neméli zdrahat
na nas obratit. Radi vdm pomizeme s jakymikoliv nejasnostmi. Zaroven opét podotykdme, ze
v seridlovych sériich nejsou ulohy fazeny podle obtiznosti, nybrz dle tématiky.

Piejeme hodné zdaru!

autori
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202.—204.
205.
206.
207.
208.—210.
208.—210.
208.—210.
211.—-214.
211.—214.
211.—-214.
211.-214.
215.
216.
217.-220.
217.-220.
217.-220.
217.—-220.
221.-223.
221.-223.
221.—-223.
224.
225.
226.
227.
228.—229.
228.—229.
230.
231.
232.-233.
232.-233.
234.
235.
236.
237.—238.
237.—-238.
239.
240.
241.—-243.
241.-243.
241.-243.
244.
245.-250.
245.-250.
245.-250.
245.-250.
245.-250.
245.-250.
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Katefina
Barbora
Jan
Stanislav
Bronislav
Tomas
Zuzana
Aneta
Peter
Tereza
Hana
Lukas
David
Jana
Matus
Alexander
Laura
Alice
Matous
Adam
Vaclav
Denisa
Tomas
Linh Giang
Karolina
Jifi
Vojtech
Dominik
Jan
Aneta
Ha Mi
Vladimir
Jiri
Petra
Jakub
Patrik
Michal
Markéta
Monika
Anna
Marika
Lukas
Katerina
Monika
Miroslav
Iveta
Michaela
Anna
Filip
Milan
Petra

Fukova
Schererova
Krsiak
Kvirenc
Theuer
Svoboda
Dolezalova
Haderova
Brezina
Kinska
Tomanova
Racko
Ryzak
Stariova
Varhanik
Csizmar
Spakova,
Janackova
Moravec
Vavrecka
Zvonicek
Jandova
Sladek
Tran
Tulingerova
Vala
Lengal
Bartosek
Cesnek
Titzova
Dao

Kelbl
Janousek
Simonovské
Horyna
Beliansky
Rickwood
Machalova
Matouskova
Tritschlerova
Sejblova
Antos
Malcankova
Sucha
Belacik
Drasarova
Holcova
Jandova
Kubalek
Sarzik
Vavrova
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36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie

GOhradniPH
GB Sucany
GTim Lucen
G Dobruska
G Zatec

G Tf¥inec

7S Slov
VOSp SPgS
SPSNitra
GBNémcovHK
GHeyrovPH
GLettMart

G Trutnov
GSkolDubni
G Bytca
GMikul23PL
G KeZzmarok
G Chotébor
PORG PH
GBezruceFM
GJaroseBO
GMikul23PL
SSNvh
GMikul23PL
AkademG PH
GJaroseBO
GZborovPH
SSZivSokol
GJaroseBO
GJaroseBO
GSmejkal UL
GJaroseBO
GBudéjovPH
OA Dusni
GNVPlaniPH
SSNvh

G CTtebova
WichtG OS
G MasNamTR
GCON CesBud
VOSp SPgS
G Turnov
GJaroseBO
GMikul23PL
SpojenaS
VOSp SPgS
VOSp SPgS
G Leg PB
GNeumannZR
G Puchov
VOSp SPgS
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9,00
9,00
8,48
8,48
8,48
8,46
8,34
8,26
8,17
8,17
8,17
8,00
8,00
8,00
8,00
7,96
7,18
6,79
6,79
6,79
6,79
6,76
6,76
6,76
6,72
5,88
5,62
5,53
5,27
5,27
5,13
5,00
4,89
4,89
4,83
4,23
4,21
4,00
4,00
3,66
2,88
1,91
1,91
1,91
1,47
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
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1. jarni série — Rozdélovani

VYSLEDKOVA LISTINA

S
|

PXIIA RN

©

10.—-11.
10.—11.

13.
14.
15.
16.
17.-18.
17.-18.
19.
20.
21.
22.-23.
22.-23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.—34.
33.—34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

Danil
Pavel
Josef
Michal
Radek
Michal
Jakub
Filip
Lucia
Pavel
Jakub
Akos
Matej
Vit
Lenka
Jan
Jakub
Petr
Alexandr
Matej
Jiri
Lucie
Jaromir
Anna
Bara
Zuzana
Simon
Hedvika
Petr
Victoria Maria
Evzen
Jakub
Alexandra
Martin
Adam
David
Vaclav
Marek
Pavel
Martin

Kozevnikov
Turek
Minarik
Beranek
Olsak
Krtous
Parada
Cermak
Krajcoviechova
Hudec
Janku
Zahorsky
Dolezalek
Gadurek
Kopfova
Vavrin
Ruzicka
Zahradnik
Jankov
Konvalinka
Vala
Kundratova
Sladkovsky
Mlezivova
Tizkova
Urbanova
Chvatil
Ranosova
Gebauer
Najares Romero
Wybitul
Suchanek
Géciova
Hubata
Mendl
Ryzak
Steinhauser
Maly
Havlin

Zimen
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GKepleraPH
GTomkovaOL
GJaroseBO
GVodéraPH
GMensaPH
GUstavniPH
G Gross BA
MendelG OP
GJHroncaBA
GJarkovPH
GMLerchaBO
G VJM Sahy
G Humpolec
PORG PH
MendelG OP
PORG PH

G Nymburk
GSmejkalUL
MatiéniGOS
GOA Sedl¢a
GJaroseBO
G TGM Zlin
PORG PH
GCoubTéabor
G Bilovec
GFXSaldyLI
GBNémcovHK
GBudéjovPH
G Mélnik
GZborovPH

GOpatovPH
GJHroncaBA
GMikul23PL
GCoubTéabor
G Trutnov

G Dacice

G Neratov
NPorg
GJMasar JI

---55555
33355555
333555-5
3335556 ——
333555-5
3335556 ——
3-3515-5
33355565~
-33555——
---35555
33355———
-335-5-5
3-3555——
332545——
3-3555——
30355———
333505 ——
33355———
331555~
333545 ——
333555——
3335-5——
33354———
3335-5——
3335-5——
3335-5——
333405 ——
333555 ——
33-555——
333555 ——
33354———
--3515-3
3334———-
30352———
3335————
3035-5——
3335450
333544 -
3335————
3335————
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25
25 —1
23
21
23
21
21
23
21
23
19
21+
21
20
21
16
19
19
21
20
21
19
18
19
19
19
18
21
21
21
18
17
13
13
14
16
20 +1
19
14
14

X

25,00
24,22
23,95
23,88
23,44
23,42
23,42
23,17
22,84
22,43
22,43
22,37
22,33
22,04
21,67
21,64
21,52
21,52
21,47
21,12
20,91
20,84
20,84
20,63
20,53
20,30
20,24
19,88
19,81
19,67
19,06
19,00
18,52
18,52
18,29
18,15
17,98
17,38
16,98
16,87

43



DI Matematicky korespondencni seminar

41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.-50.
49.-50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.—58.
57.—58.
59.
60.
61.
62.
63.—64.
63.—64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.-75.
74.-75.
76.
77.-79.
77.-79.
77.-79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.—-90.
88.-90.
88.-90.
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Ludmila
Tomas
Katerfina
Martin
Petr
Veronika
Tomas
Petr
David
Tatiana
Michal
Matéj
Jaroslav
Martin
Pavel
Karel
Julie
Veronika
Jan
Martin
Ondrej
Zuzana
Radka
Jan
Vojtéch
Martin
Katefina
Magdaléna
Ondrej
Martina
Matej
Klara
Julie
Stépan
Vojta
Anna
Dita
Matous
Anna
Michal
Anna
Filip
David
Matej
Jakub
Adam
Eliska
Martina
Denisa
Tomas

Bujnovska
Drobil
Charvatova
Pasen
Jakubdéik
Roubinova
Celko
Jezek
Klement
Ondrejkova
Chudoba
Kratky
Paidar
Raska
Cécha
Balej
Prerovska
Sritterova
Hruza
Spisak
Motlicek
Dolezalova
Kriizova
Vondra
Sara
Bakos
Nova
Bartova
Dusek
Kalasova
Kraft
Hlouskova
Rubasova
Rehak
Stanék
Sirova
Chabicovska
Moravec
Svarcova
Topfer
Musilova
Chudoba
Snajdr
Kvorka
Curda
Jeéminek
Polachova
Hofmanova
Jandova
Konecny
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36. ro¢nik (2016/2017), 3. komentaie B

MendelG OP
G Dacice
GBNémcovHK
GRaymanaPV
PORG PH

G Kadan
GPBystrica
GBNémcovHK
GNadAlejPH
GNovéZamky
GLitomérPH
PORG PH
SPSMasarLI
WichtG OS
GMikul23PL
G Rokycany
GNVPIlaniPH
PORG PH

G Kadan
GAlejKosic
G Sumperk
ZS Slov
GHeyrovPH
G TynNVIt
PORG PH
GPBystrica
G Vimperk
GDasickaPA
PORG PH
GJHroncaBA
GMikul23PL
G Kolin
BiskG Brno
SGFrycovPH
PORG PH
GJilemnice
GNadKavaPH
PORG PH

G Prachati
GJPekareMB
PORG PH
PORG PH
GMikul23PL
GSkolDubni
PORG PH

G Ceska CB
GNovyJic¢in
G Maélnik
GMikul23PL
GlirsikaCB

3335————
33241—-——
3334———-
3-3551—-—
30354 ———
3335————
3335————
3335————

~-35-5--
3-35-————
3034

303-——-1-
3335————
303--56—-—
333-—-5-—-
B _————

~030--1-
30-00-
20240

14
13
13
17
15
14
14
14

11

16,36
16,16
16,10
15,73
15,26
15,24
15,18
15,06
14,89
14,89
14,47
13,81
13,49
13,47
13,42
13,00
12,64
12,64
12,61
12,34
12,10
11,66
11,38
11,38
10,72
10,64
9,63
9,48
9,36
9,11
8,64
8,48
8,34
8,00
8,00
7,49
6,79
6,79
6,79
6,53
6,20
5,86
5,27
5,21
5,13
3,66
3,65
0,00
0,00
0,00
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2. serialova série — Geometrie trojihelnika 2

VYSLEDKOVA LISTINA

Frantisek
Pavel
Alexandr
Jakub
Lenka
Danil
Josef
Radek
Jaroslav
Hedvika
Martin
Pavel
Zuzana
Jifi
Michal
Martin
Matéj
Lucie
Petr
Jakub
Lucia
Jakub
Tomas
Akos
Bara
Marek
Filip
Victoria Maria
Petr
Stépan
Klara

Couf
Hudec
Jankov
Janku
Kopfova
Kozevnikov
Minarik
Olsak
Paidar
Ranosova
Raska
Turek
Urbanova
Vala
Beranek
Zimen
Dolezalek
Kundratova
Zahradnik
Suchanek
Krajcoviechova
Ruzicka
Drobil
Zahorsky
Tizkova
Maly
Cermak
Najares Romero
Gebauer
Rehak
Hlouskova
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EKO GPraha 555 15
GJarkovPH 555 15
MatiéniGOS 555 15
GMLerchaBO 555 15
MendelG OP 555 15
GKepleraPH 555 15
GJaroseBO 555 15
GMensaPH 555 15
SPSMasarLI 555 15
GBudéjovPH 555 15
WichtG OS 555 15
GTomkovaOL 555 15
GFXSaldyLI 555 15
GJaroseBO 555 15
GVodéraPH 55 10
GJMasar JI 55 10+
G Humpolec 55— 10
G TGM Zlin 55— 10
GSmejkalUL 45— 9
GOpatovPH 55— 10—1
GJHroncaBA 5 -- 5
G Nymburk 5—-—- 5
G Dacice 5-- 5
G VJM Sahy 5—-—- 5
G Bilovec -5—- 5
G Neratov 25— 7
MendelG OP -5—- 5
GZborovPH 15— 641
G Mélnik 50— 5
SGFrycovPH 20- 2
G Kolin --0 0
adresa:

15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
13,20
11,70
11,41
11,39
11,15
11,00
7,45
7,36
6,86
6,40
6,30
5,80
5,32
5,04
4,00
2,00
0,00
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