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HZaNNE

matfyz

Mily p¥iteli!

Dostéavaji se Ti do rukou rukou druhé komentare 36. ro¢niku naseho
seminare. Dovol tedy, abychom Ti stru¢né naznacili, co v nich lze
nalézt a k ¢emu Ti to muze byt dobré.

Zaprvé bychom se méli ohlédnout za uplynulym rokem 2016. Jako
kazdy rok probéhla dvé nadherna soustfedéni plna matematiky i za-
bavy, jarni vylet, nékolik neformalnich setkani organizatoru s ucast-
niky, vadnoc¢ni besidka, osm standardnich sérii a t¥i série seridlové.
A jako kazdy rok Ti pfindsime vzorova FeSeni tii poslednich oprave-
nych sérii — druhé a tfeti podzimni a prvni seridlové.

Terminy odeslani vSech sérii podzimni ¢asti uz jsou ale minulosti, a
proto nezbyva, nez obratit svou pozornost k jarni ¢asti seminafe. V ni
budes celit ¢tyfem klasickym sériim a dvéma sériim seridlovym. Jak
pritom asi vis, jarni a podzimni ¢asti jsou na sobé znac¢né nezavislé.
Potadi v nich se urcuje zvlast a na soustfedéni zveme vzdy nékolik
nejlepsich fesitelt z prislusné ¢asti. Pokud Ti tedy utekl zacatek roc-
niku, je ted ten optimdlni ¢as zacit fesit a na podzim s ndmi vyrazit
na soustiedéni.

A pro¢ o tom tak Siroce mluvime? Protoze na nésledujicich stran-
kach najdes zadani prvnich dvou jarnich sérii, jakoZ i druhy dil seridlu
o geometrii trojihelnika! a k nému nalezejici druhou seridlovou sérii.

Nase tlohy ale nejsou to jediné, na co se muzes v nasledujicich
mésicich tésit. Na jafe se uskute¢ni tradiéni jarni vylet, jarni soustie-
déni, ale tfeba i celostatni kolo matematické olympiaddy. A pokud jsi
na Feseni celostatniho kola i naseho seminare jesté prilis malé SeLatko,
muizes se podivat na tlohy Pikomatu?, které jsou uréeny zakladosko-
ldkam. Af uz jsi tedy maturant, nebo dité skolou povinné, mizes si
uzit jaro plné matematiky a zazitka.

Za organizatory,
Martin ,E.T.“ Sykora

Co je dale v komentarich?

e Vzorova feSeni 2. a 3. podzimni série
e Vzorové feSeni 1. seridlové série

e Povidani ke druhé jarni sérii

e Seridl — Geometrie trojuhelnika II.

e Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 1. a 2. jarni série a 2. seridlové série

Podzimni soustiedéni

Tentokrat jsme se s ucastniky potkali v Jesenikach pobliz obce Lipova-
lazné. V tydnu od 5. do 13. listopadu byla na horach poradna zima

1Prvm dil najde$ na naSsem webu mks.mff.cuni.cz/commentary/
2Vice na pikomat.mff.cuni.cz
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(snéhu napadlo dost i na snéhuldka), coz jeSté umoctiovalo mrazivou atmosféru pod nadvlddou
kruté Strany. Radostngjsi chvile nastaly jen p¥i rannich skolenich (matematika jest véda apolitickd)
a odpolednich terénnich cvicenich. Zachrénila nés aZ spontanni revoluce, pfi niz neméli pfizemni
Stranici zddnou Sanci zvitézit nad nadSenim zpévékid. Diky nim budeme Zit svobodné a v miru!
(Alespont do jarniho soustiedéni.)




Prvocisla

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Carodéjnice Marta si povsimla, Ze se ji na zahradce pfemnozila prvocisla. Vyslovila tedy slozité
zaklinadlo a co se nestalo: Nejprve se vypafila vSechna prvocisla a na zahradce je nahradily soucty
kazdych dvou z nich, nacez vSechna slozena c¢isla odletéla pry¢. Dokazte, ze po dvou provedenich
zaklinadla se Marta vSech prvocisel zbavila.

(Martin ,E.T.“ Sykora)

RESENI:

Soucet dvou prvocisel je urcité vétsi nez dva. Mezi soucty vzniklymi po prvnim vysloveni zaklinadla
proto dvojka neni. Poté, co zmizi slozena ¢isla, ztistanou na zahradce pouze prvocisla, ktera jsou
vSechna vétsi nez dva a jsou tedy urcité vSechna lich4. Po druhém vysloveni zaklinadla dostavame
pouze soucty dvou lichych prvocisel, tedy ¢isla suda a vétsi nez dva. Ta jsou sloZzend a musi zmizet.
Marta se tak po dvou provedenich zaklinadla zbavi vSech prvocisel na své zahradce.

POZNAMKY:

Uloha byla dost lehka, coz mnohé fesitele svadélo k nepiesnostem. Celkem oblibené tvrzeni bylo, ze
soucet dvou lichych cisel je ¢islo sudé, a tedy slozené. Bylo jasné, ze dvojka ndm vzniknout nemuze,
ale malokdo to i napsal do feSeni. Par feSiteli si zadani vysvétlilo tak, Ze prvocisla sé¢itdme po
dvojicich a ne kazdé s kazdym, nicméné pokud se v jejich feSeni i tak objevily vSechny myslenky
potfebné na vyfeSeni puvodni tlohy, body jsem neodecitala. (Karolina Kuchytiové)

Uloha 2.
Naleznéte vsechna prvocisla, ktera nelze zapsat jako soucet dvou slozenych cisel.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENI:

Nejprve si uvédomme, Ze vSechna suda cisla vétsi nez dva jsou slozena, a tudiz i vSechna prvocisla
vétsi nez dva jsou licha. Cislo dva zjevné nelze zapsat jako soucet dvou slozenych é&isel (nejmensi
slozené ¢islo je ¢ty¥i). Déle tedy vSechna prvodisla, kterd nam zbyva vytesit, jsou licha.

Jelikoz liché ¢islo lze zapsat pouze jako soucet sudého a lichého ¢isla, vSechna prvocisla mensi
nez soucet nejmensiho sudého slozeného ¢isla a nejmensiho lichého slozeného &isla (tj. Gtyfi a devét)
takto zapsat nelze. OvSem kazdé prvodéislo p > 13 lze zapsat jako p = 9 + (p — 9), kde devét je
slozené Cislo a p — 9 je sudé cislo vétsi nez dva, tudiz rovnéz slozené. Proto zadné takové prvocislo
nebude hledanym Fesenim.

Resenimi jsou tedy pravé ta prvodisla, ktera jsou ostfe mensi nez 13, tj. 2, 3, 5, 7 a 11.

POZNAMKY:

Uloha byla pomérné snadna a lo ji vyfesit mnoha riznymi zptsoby lisicimi se piedevsim v postupu
nalezeni rozkladu pro prvocislo p > 13. Nejoblibenéjsi a nejkratsi variantou byl rozklad uvedeny
ve vzorovém feseni. Casty byl také rozklad zalozeny na rozboru moznych zbytki po déleni p tiemi
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(konkrétné pro zbytek jedna rozklad p = 4+ (p —4) a pro zbytek dva rozklad 8+ (p — 8), kde druhy
¢élen soudtu je slozené ¢islo délitelné tfemi) ¢i na rozboru podle posledni éislice prvodisla p.
Bohuzel kromé mnoha spravnych feseni prislo i nékolik takovych, kterd bez dukazu tvrdila,
ze zadné dalsi FeSeni neexistuje, nebo se dokonce o neexistenci dalsiho feSeni viibec nezminovala
(extrémnim piipadem bylo FeSeni se zapsanym vysledkem bez jediného slova). Takovym FeSenim
jsem musel dat pouze bod, nebot pokud tloha pozaduje nalezeni vSech feseni, je tfeba dokézat,
Ze jste skuteéné vSechna nalezli. (Tomés Novotny)

Uloha 3.
Kdyz se Marian vratil ze svych cest, chlubil se kamaradum: , Dojel jsem azZ k jezeru, na jehoz
obvodu lezelo 1001 mést. Pfitom pomér poctu obyvatel kazdych dvou sousednich mést (vétsi ku
mensimu) byl pfirozené é&islo a navic prvocislo.“ ,To kecas“, podivila se Ada. Dokazte, Ze méla
pravdu.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENI:

Uvazujme dvé sousedni mésta a 01, o2 pocty obyvatel téchto dvou mést. Fakt, ze pomér vétsiho ku
mensimu z téchto Cisel je prvocislo, fika, ze soucty exponentd v prvociselnych zapisech o1 a o2 se
lisi o jedna.

Ulohu dokézeme sporem. Nechf plati to, co fekl Marian. Zvolme libovolné mésto u jezera.
Bez Gjmy na obecnosti, necht soucet exponent v jeho prvoéiselném rozkladu je sudy (pokud je
lichy, vezmeme vedlejsi mésto). Obejdeme-li po kruhu vechna mésta, vratime se do ptivodniho po
navstiveni 1000 dalSich mést. Potom z ivahy na zac¢atku je soucet exponenti v jeho prvociselném
rozkladu lichy (1001krat se zméni parita). To je ovSem spor s predpokladem, Ze tento soucet je
sudy.

PozNAMKY:

Vétsina feseni myslenkou odpovidala vzorovému. Co se tyce nejcastéjSich chyb, naslo se nékolik
feSeni, kterd predpokladala, Ze se po kruhu musi stiidat dva pocty obyvatel nebo pocet obyvatel
musi (pfi pohybu jednim smérem) rtst. Tento pfedpoklad ovSsem nezahrnuje vSechny moznosti.
Napriklad pokud by kolem jezera byla Ctyfi mésta, ctverice 30, 150, 30, 60 spliuje podminky
zadani (krom faktu, Ze pocet mést neni roven 1001), ale nestfidaji se v ni dvé rizna disla a také
netvori rostouci posloupnost ¢isel.

Casto jsem v fesenich narazil na to, ze se pracuje s o¢islovanymi mésty, aniz by bylo fec¢eno, jak
o¢islovani mé4 vypadat. Clovék si domysli, ze ocislovani bude fungovat tak, Ze jedno z mést bude
prvni a zbytek mést se postupné ocisluje bud po sméru nebo proti sméru hodinovych rudéicek, ale
je tfeba to alespon trochu popsat. Stejné tak se objevovaly snahy mluvit o ,sudych“ a ,lichych
méstech, kde je problém uplné stejny, protoze jedno mésto muze byt (podle zvoleného ocislovani)
sudé nebo liché. (Honza Krejci)

Uloha 4.
Rozhodnéte, zda pro kazdych Sest po sobé jdoucich cisel existuje prvocislo, které déli pravé jedno
z téchto cisel.

(David Hruska)

RESENT:

Je ztejmé, ze z kazdych Sesti po sobé jdoucich éisel jsou pravé tfi licha. Dale dokaZeme sporem, ze
z téchto t¥i lichych Cisel je maximalné jedno délitelné tfemi. Pfredpokladejme, Ze jsou dvé z nich
délitelna tfemi. Pak je jejich rozdil také délitelny tfemi a jelikoz jsou obé liché, tak jejich rozdil je
sudy. Tento rozdil je tedy délitelny Sesti a jelikoz jde o rizna cisla, tak se musi lisit alespon o Sest.
Pak ale nemohou byt obé v Sestici po sobé jdoucich cisel.

4



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Analogicky dokazeme, Ze maximalné jedno z téchto t¥i lichych éisel je délitelné péti. Maximalné
dvé z nich jsou proto délitelna tfemi nebo péti, tedy v kazdych Sesti po sob€ jdoucich ¢islech existuje
¢islo, které neni délitelné dvéma, tfemi ani péti. Toto ¢&islo je budto rovno jedné, nebo mé ve svém
prvociselném rozkladu prvoéislo vétsi nebo rovno sedmi (pro vSechna éisla vétsi nez jedna existuje
prvodiselny rozklad). Nejprve vyfesime prvni piipad. Cislo jedna je obsazeno jen v Sestici &isel 1,
2, 3, 4, 5, 6. Pro tuto Sestici je Cislo pét prvocislem, které déli praveé jedno z ¢isel v ni. Ve druhém
pripadé toto prvocislo nemuze délit zadné dalsi ¢islo ze Sestice, jelikoz rozdil kazdych dvou jeho
nasobku je vétsi nebo roven sedmi.

Tedy pro kazdych Sest po sobé jdoucich éisel existuje prvocislo, které déli pravé jedno z nich.

POZNAMKY:

Vétsina doslych Feseni byla spravna. Neékolik FeSiteld bohuzel Spatné pochopilo zadani a hledalo

prvodislo, které by délilo pravé jedno ¢islo z kazdych Sesti po sobé jdoucich ¢&isel (takové vsak

neexistuje). Dale bylo potieba dat si pozor na ¢islo jedna, které nema zadné prvociselné délitele.
(Lucien Sima)

Uloha 5.
Cislo n ma tu vlastnost, ze 2n + 1 i 3n + 1 jsou druhé mocniny pfirozenych ¢isel. Ukazte, Ze 5n + 3
neni prvocdislo.

(Rado Svarc)

RESEN(:
Oznaéme a, b piirozena &isla, pro ktera plati a2 = 2n 4+ 1 a b®> = 3n + 1. Pak

5n+3=4(2n+1) — (3n+ 1) = 4a® — b*> = (2a — b)(2a + b).

Tedy jsme vyjadfili 5n + 3 jako souéin dvou pfirozenych ¢&isel. Abychom dokazali, Ze 5n + 3 neni
prvodislo, zbyva ukazat, ze 2a — b a 2a + b nejsou rovna jedné. Cislo 2a + b je uréité riizné od jedné,
protoze a a b jsou prirozena.

Predpokladejme pro spor, ze 2a —b=1. Pak 5n +3 = (2a — b)(2a+b) = 1(b+1+b) =20+ 1,
tedy 5n + 2 = 2b. Odtud a z definice b dostavame (%)2 = b2 = 3n + 1. To upravime na
25n2 4 20n + 4 = 12n + 4, tedy n(25n + 8) = 0. Posledni uvedend rovnost je ve sporu s tim, Ze n
je celé cislo vétsi nez nula. Proto ani 2a — b neni rovno jedné, tudiz 5n + 3 neni prvocislo.

POZNAMKY:
Neékteri resitelé odhalili nejmensi pfirozené ¢islo vyhovujici zadani, tim je n = 40. Je ale tieba
uvédomit si, ze nalezeni jednoho cisla, které spliiuje zadané vlastnosti, neni pozadovanym dikazem
daného tvrzeni. Dikaz je samoziejmé tieba provést pro vSechna pfipustna n.

(Misa Hubatovd)

Uloha 6.

David ma n hrusek a Martin s Tondou mu je stiidavé ujidaji. Martin zacina a ten, kdo je na fadé,
si vybere néjaké prvocislo p a sni p — 1 hrusek. Oba loupeznici se snazi snist posledni hrusku.
Dokazte, ze pro nekone¢né mnoho n toho miize doséhnout Tonda, at se mu v tom Martin snazi

sebevic zabranit.
(David Hruska)

RESENI:

Hra je urcité kone¢na (hraci ziejmé hrusky nékdy doji, vZdy musi snist alesponi jednu). Definujme

pozici, ve které se hra nachazi, jako pocet zbyvajicich hrusek. Muzeme si tedy jednotlivé pozice

rozdélit do dvou skupin. Pozice n je vyhrdvajici, jestlize hrac, ktery je na tahu na pozici n, ma

vyhréavajici strategii (tedy umi urcité vyhrat nezdvisle na tazich protihrace). Naopak n oznacime
5
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jako prohravajici, pokud hra¢ nachéazejici se na tahu nema pfi spravné hie druhého hrace sanci na
vitézstvi. Plati, ze mizeme-li z pozice n pfipustnym tahem pfejit na néjakou prohravajici pozici,
pak je pozice vyherni. Naopak, pokud z néjakého n neexistuje zadny pripustny tah do prohravajici
pozice, je toto n pozice prohravajici. Pozici 0 definujeme jako trivialni prohravajici pozici — hrac,
pred kterym je nula hrusek, je ten, ktery pravé sledoval, jak je ten druhy dojedl — tedy prohravajici.

Chceme dokazat, ze existuje nekoneéné mnoho prohravajicich pozic (to jsou pfesné ty, ve kterych
vyhraje Tonda, protoze Martin za¢ind). Neni tézké si vSimnout, Ze pozice 3 je prohravajici, stejné
jako napt. 8 a 11. Predpokladejme, ze prohravajicich pozic je jen kone¢né mnoho. Potom ziejmé
existuje néjaka nejvyssi z nich, oznacme si ji tfeba z. VSechny vyssi pozice nez z jsou z tohoto
predpokladu vyhréavajici.

Nyni zkoumejme pozici (x + 2)! + (z + 1). Je to zfejmé vétsi hodnota nez x, méla by tedy byt
vyhrévajici, tj. mél by z ni existovat tah do jedné z prohravajicich pozic. Prohravajici pozice jsou
nékterd Cisla z ¢isel 0,1,2,...,z. Rozdil (z 4+ 2)! + (z + 1) a nékterého z téchto &isel tedy nutné
musi byt roven p — 1 pro néjaké prvocislo p. Pro néjaké ¢ od 0 do x tedy mame

(z+2)!+(z+1)—i=p—1

To se d& upravit na
(z+2)!+(z+2)—i=p.

Pro kazdé i z uréeného intervalu se bude rozdil (z + 2) — ¢ nachézet v rozmezi od 2 do (z + 2) a
timto ¢islem bude délitelné i (x + 2)!, které je vétsi nez (z + 2). Po vytknuti tedy na levé strané
dostaneme soucin dvou cisel vétsich nez jedna, coz se nikdy nemize rovnat prvocislu.

Dostali jsme spor, a prohravajicich pozic tedy nemutze byt konecné mnoho. Existuje tedy neko-
neéné mnoho pozic, pro které Tonda vyhraje nezavisle na Martinovych tazich!

POzNAMKY:
Ten, kdo dokazoval sporem, tj. vybral néjaké nejvyssi prohravajici n, tlohu zpravidla vytesil. Kon-
strukci pro nalezeni sporu v podobé , jesté vétsi“ prohravajici pozice bylo vice, ve vzordku je
popsand ta nejcastéjsi. Nékteri fesitelé si mysleli, Ze pokud ma hrac¢ na tahu pred sebou n hrusek
a nemiuze je vSechny snist (aneb n # p — 1), pak ,nevyhraje“. To, Ze hra¢ zrovna nemuize snist
vSechny hrusky najednou, jesté neznamenad, Ze nemuze udélat takovou sekvenci tahi, aby toho po
néjaké dobé skuteéné dosahl.

(Marian Poljak)

Uloha 7.
Naleznéte vSechny 2016-tice ne nutné riznych prirozenych cisel, pro které plati, ze kdykoli z nich
vybereme? &tvefici (a, b, ¢, d), tak spliiuje abed | a* + b* + ¢* + d*.

(David Hruska)
RESEN(:
Nejdrive vypozorujeme, ze kdyby byla vsechna ¢isla 2016-tice délitelna néjakym cislem vétsim nez
jedna, pak timto délitelem muzeme kazdé z Cisel vydélit a na platnosti tvrzeni nic nezménime.
Uvazujme tedy nyni jenom 2016-tice ¢isel, kterd nejsou vSechna délitelnd Cislem vétSim nez jedna.
Jisté si hned vSimneme, Ze vSechny jednicky vyhovuji zadani.

Dale méjme néjakou 2016-tici splnujici zadani a predpokladdejme, ze v ni existuje néjaké cislo
vétsi nez jedna, oznacme jej a. Potom je toto ¢islo a zfejmé délitelné néjakym prvocislem p. Nyni pro
spor predpoklddejme, ze v 2016-tici existuji néjakad dvé cisla x,y, jejichz ¢tvrté mocniny nedavaji
stejny zbytek modulo p. Potom muzeme vzit néjaka b, ¢ ze zbyvajicich 2013 ¢isel (tedy vSech ruznych
od a,z,y).

p | abex | a* +b* + ¢t 4+ 2t

3Jedno &islo miizeme vybrat jen tolikrat, kolikrat se vyskytuje v nasi 2016-tici.
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p|abcy|(14—&-l)4-i-(:4—|-y4

Odectenim délitelnosti od sebe dostaneme p | x4 —y*, coZ je spor s tim, Ze ¢tvrté mocniny &isel x, y
dévaji rtizny zbytek modulo p. Ctvrté mocniny vsech &isel kromé a tedy musi nutné byt kongruentni
modulo p. Oznacme jejich spoleény zbytek po déleni p pismenkem z. Nyni uvazujme obecnou ¢tverici
s ¢islem a:

p|abed | a* +b* + ct +dt

Vsechny hodnoty z pravé strany délitelnosti muzeme ekvivalentné nahradit jejich zbytkem po déleni
p, dostdvame tedy (a je z pfedpokladu délitelné p):

pl0+z+2+2=32

Jelikoz je p z pfedpokladu prvocislo, dostavame dvé moznosti:

(1) p| 2. Potom p déli ¢tvrté mocniny vSech &isel, musi tedy nutné délit vSechna ¢isla — tady
se dostavame do sporu s nasim predpokladem, ze 2016-tice ¢isel nema mit zddného délitele
vétsiho nez jedna spoleéného vsem.

(2) ptz = p| 3. Potom je trojka nutné jedinym prvoéislem, které muze délit néjaky prvek
nasi 2016-tice. Nami vybrané ¢islo a je pfitom jediné ¢islo, které muze byt touto trojkou
délitelné. Kdyby totiz bylo jesté néjaké jiné Cislo nez a délitelné tfemi, tak jeho Ctvrta
mocnina dava zbytek nula po déleni tfemi — vSechna ¢isla mimo a ale maji tento zbytek
spole¢ny, dostaneme tedy 2016-tici Cisel, z nichz kazdé je délitelné tfemi, coz je opét spor
se stejnym predpokladem. Vsechna ¢isla rizna od a tedy mohou byt jediné jednicky, zato
a musi nutné byt mocnina trojky.

Jiz vime, Ze je-li a nultd mocnina trojky, tak ziskdme feseni tvorené 2016 jednickami. Je-li prvni
mocnina trojky, dostaneme taky vyhovujici feseni, protoze 3 = 3-1-1-1 | 3* 414 +144-1* = 84. Je-li
a vys$i mocninou trojky, pak je délitelné deviti. Potom ovSem vybérem a spolu s tfemi jednickami
ziskédvdme délitelnost 9 | a-1-1-1|a* + 1% + 1% + 1* = a* + 3, kterd vzhledem k 9 | a* neplati.

Jediné vyhovujici 2016-tice za predpokladu nesoudélnosti jsou (1,1, ...,1) a (3,1, ... ,1). VSechna
vyhovujici feSeni jsou tedy 2016-tice tvaru (n,n,...,n) nebo (3n,n,...,n), kde n € N.
POZNAMKY:

Kdo pracoval s kongruencemi ¢tvrtych mocnin, tlohu zpravidla vytesil. Néktefi z vas mlcky pfed-
pokladali, ze kdyz je soucet dvou zlomku celé ¢islo, pak musi byt i oba zlomky celé ¢isla. Jenomze
napf. 1/3 + 2/3 = 1. Samoziejmé, ze v nékterych specidlnich pfipadech toto tvrzeni mize platit,
ale je to potfeba radné oduvodnit. (Marian Poljak)

Uloha 8.
Necht p(n) je nejvyssi prvociselny délitel ¢isla n > 1. Ukazte, Ze existuje nekoneéné mnoho disel
n > 2, pro kterd plati p(n — 1) < p(n) < p(n + 1).

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)
RESEN(:
Nejprve si dokazeme nékolik lemmat, potom si ukazeme, jak s tlohou souvisi.
Lemma. Necht a, b jsou pfirozena ¢isla. Potom plati p(ab) = max {p(a), p(b)}.
Dikaz. Ozna¢me g = p(ab). Jisté je ¢ prvocislo a plati g | ab (z definice funkce p(n)). Potom ale
g | a nebo q | b, tedy p(a) > g nebo p(b) > ¢, ale kdyby nékteré z p(a), p(b) bylo v&tsi nez g, tak by
to byl spor s ¢ = p(ab). O
Vsimnéme si, ze q2k —1=(q—1)(¢g+1) (q2 + 1) . (q2k71 + 1), coz ziskdme postupnym pouzi-
vanim vzorce a? — % = (a — b)(a + b).

7
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Lemma. Necht q € N. Potom pro kazd4 pfirozena a < b a kazdé liché prvocislo r plati, Zze pokud
7| ¢2° + 1, potom r{qzb + 1.

Dikaz. Predpokladejme, Ze r | q2(L + 1. Podle vzorecku, ktery jsme odvodili vyse, mtzeme napsat
b b b—1
¢ H1=2+¢" —1=24 -1+ (@+1)... (& +Q,
pricemz protoze a < b, tak se v soucinu jisté vyskytuje i q2a + 1. Ale r | q2a + 1, a tedy i
rl(g—1)(¢g+1) (q2 + 1) . (q2b71 + l). To ale znamen4, ze q2b +1 = kr + 2 pro né&jaké prirozené
k, ale protoze r je liché prvoéislo, tak jist& r 1 kr + 2, coz jsme chtéli dokazat. O
Dusledek. Necht ¢ > 2 je prvodislo. Potom pro kazdé k piirozené existuje takové prvoéislo r > 2,
zer | q2k +1,alert q22 + 1 pro vSechna £ < k pfirozena.
Diikaz. Protoze je ¢ > 2, tak je g liché, a tedy ¢2 = 1 (mod 4). To znamend, Ze 4 { q2’c + 1 pro
k—1

z4dné k (protoze q2k = (q2)2 =1 (mod 4), a tedy 1121€ +1=2 (mod 4)). A protoze q2k +1>2,
tak jisté bude existovat néjaké liché prvocislo r, které déli q21c + 1.

Potom ale uz staci pouzit pfedchozi lemma — kdyby to liché prvodislo r, které déli qgk +1, délilo
i néjaké qze + 1, byl by to spor s pfedchozim lemmatem. O

Disledek miZzeme nahlédnout (a vétsi ¢ast uspésnych feSeni to tak i udélala) i pomoci tzv.
Zsigmondyho véty. Ale jak miZzeme vidét, v tomto pfipadé byl Zsigmondy zbyte¢né veliké kladivo.

Lemma. Nechtq > 2 je prvoéislo. Potom existuje prirozené éislo k > 0 takové, Ze p <(12)c + 1) > q.

Dikaz. Uvédomme si, ze z disledku plyne, Ze pro k # ¢ nemuze nastat p (qQk + 1) =p (q2[ + 1).
Vime, ze kazdy vyraz tvaru qzk +1 je délitelny néjakym lichym prvocislem, tedy i p (q2k + 1) bude
néjaké liché prvodislo. A dusledek fikd, ze zadné prvocislo nedéli zaroven q2’€ +1a q22 + 1, tedy
specialné to plati i pro prvocislo p (q2k + 1), a proto p (112(Z + 1) bude jiné.

To znamend, Ze pokud se podivame na ¢isla p (qzi + 1) pro1l <i<qg+1, tak dostaneme g+ 1
riznych prvoéisel, ale to znamena, ze nékteré z nich jisté bude vétsi nez ¢.4 O

Nyni uz mame pripravené vsechno pro dokazani tlohy. Ukazeme, Ze pro kazdé liché prvocislo ¢
existuje n (pro kazdé prvocislo jiné n), které spliiuje zadani tlohy. To spole¢né s tim, Zze prvocisel
je nekonecné mnoho, jiz tlohu resi.

Méjme tedy néjaké pevné prvocislo ¢ > 2 a vezméme k nejmensi takové, ze p (q2lC + 1) > q.
Jisté k > 1. Ukazeme, ze n = q2k vyhovuje. (Z¥ejmé pro rizné prvodéisla dostaneme rizné n.)

Jisté plati p(n) = p (q2k> = q az volby k mdme p(n+1) =p <q2k + 1) > q. Potfebujeme tedy
dokazat, ze p(n — 1) =p (qQk — 1) <q.

Plati . o1

@ —1=(-D(a+1) (@ +1)... (¢ +1),
a tedy
k k—1
p(q2 —1) =ma><{p(q—1),10(61-%1),;0(112+1)7-~~,p(q2 +1>}~

Jisté p (¢ — 1) < g a z volby k nejmensiho takového, ze p (qQIC + 1> > ¢ mame, %e pro vSechna

1 ¢
{ < k plati p (q2 + 1) < g, pfi¢emZ nerovnost je ostra, protoze q jisté nedéli ¢g> + 1. To ale

znamena, Ze i maximum z téchto vyrazi je mensi nez g, a tedy skuteéné p(n—1) < p(n) < p(n+1).

4Samoziejmé by tu stailo vzit si té&ch &isel i méné.
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POZNAMKY:
Vsechna spravna feseni pouzila stejné myslenky, jako jsme si zde ukazali. Nékolik resiteld se snazilo
najit prvodéisla tvaru 2p + 1, kde p je prvocislo. Potom staci zvolit n = 2p a to spliiuje zadani.
Takovym prvocislim se fikd prvocisla Sophie Germainové nebo také tzv. bezpecnd prvocisla
(protoze maji dobré kryptografické vlastnosti®), ale nikdo zatim bohuZel (nebo nastésti?) neumi
dokéazat, ze je jich nekonecné mnoho. Pfedpoklada se, ze tomu tak je, ale dikaz zatim neméame.
(Coz je ostatné také divod, pro¢ jsme tuhle tlohu mohli zadat. Kdyby méla takovéhle Feseni, tak
by to nebyla moc dobr4 tloha.) (Matéj Konecny)

5Multiplikativni grupa &isel modulo 2p 4+ 1 ma velkou podgrupu prvoéiselného Fadu.



Mnohouhelniky

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Naleznéte takovy mnohouhelnik, aby kazda jeho strana prodlouzena na primku protinala pravé
jednu dalsi stranu v jejim vnitinim bodé.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)
RESENT:
Reseni je nekoneéné mnoho, jeden z moznych mnohotihelniki je tfeba tento:

PozNAMKY:

Ackoli mé potésilo, ze mnoho FeSitel bere ulohy vazné a snazi se okomentovat myslenkovy po-
stup a dokazat jeho spravnost i u jednicky, zadani fikalo ,naleznéte“. Z obrazku je snadno vidét,
jestli mnohothelnik podminku protinani stran spliuje, proto neni potfeba nic dokazovat a zcela
dostatecné je prosté néjaky vhodny nacrtnout.

Nekteri fesitelé si ale na obrazku nedali prilis zalezet a nebylo jasné, jestli jejich mnohothelnik
spliiuje zadani, nebo tfeba prodlouzend strana protind misto jiné strany ve vnitfnim bodé néjaky
vrchol. Nakonec jsem za to body nestrhavala, protoze je tézké najit hranici mezi ,jasnym® a
yhejasnym® obrazkem. Ale pro pristé bych vSem doporucila poslat dostate¢né nazorné feseni, aby
neriskovali bodovou ztratu.

(Béra Kocidnova,)

Uloha 2.
Cervenackovi dosly omalovénky, a tak vzal sviij oblibeny pravidelny 20161helnik a zacal jeho vr-
choly barvit nacerveno. Dokazte, ze kdyz jich obarvil 1010, nékteré ctyri cervené body tvorily
vrcholy obdélnikuS.

(Marian Poljak)

60bdélnikem je i &tverec.
10
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RESENT:
O dvou vrcholech pravidelného mnohothelnika fekneme, ze jsou protéjst, pokud je tsecka je spojujici
pramérem kruznice opsané danému mnohotihelniku. Protoze 2016 je sudé &islo, v Cervenackové

2016uhelniku existuje ke kazdému vrcholu protéjsi vrchol. Kazdy vrchol je obsazen v pravé jedné
dvojici a téchto dvojic protéjsich vrchola je 1008.

Cervenacek obarvil 1010 vrcholt, takze musel z Dirichletova principu obarvit v alespoini dvou
dvojicich protéjsich vrcholti oba vrcholy. Vyberme tedy libovolné dvé takové dvojice a oznacme je
{A1, A2} a {B1,Ba}.

Protoze tisecka A1 Ay je priimér kruznice opsané Cervenackovu mnohotihelniku, z Thaletovy véty
jsou ﬁhly <IA131A2 a <A132A2 praVé. Analogicky OdVOdil’ne7 ze i flhly <IB1A132 a <IBlA2B2
jsou pravé, takze ¢tyiuhelnik A B1 Az B2 je obdélnik.

POZNAMKY:

Ac¢ se jednalo o dvojku, Gloha se pro mnohé resitele ukazala jako pomérné slozita. Ve vzorovém
feSeni je ¢ast s Dirichletovym principem popsané velmi strué¢né — z Dirichletova principu plyne
jen, ze jedna dvojice protéjsich vrcholi je obarvena nacerveno. Jednoduchou aplikaci stejné véty na
zbylé vrcholy pak ziskdme existenci druhé ¢ervené dvojice. Takovéto rozepisovani je ale zbytecné
slozité. Dokonce i bez Dirichletova principu je jasné, ze obarvenim 1010 vrcholt z 1008 dvojic jsme
museli alesponn dvé obarvit celé. Je ale nutné zminit, Ze vrcholy rozdélime do dvojic. Kdo tento
argument zamlcel, ztratil body.

Mnozi FeSitelé se snazili néjak popsat ,,nejhorsi pripad“. Nékteri tvrdili, Ze nejhorsim ptripadem je
situace, kdy Cervenadek barvi vrcholy, které spolu sousedi. Tuto skute¢nost ale nijak nedokazovali
a proto se dopustili zjednoduseni ulohy.

Podobné néktefi argumentovali tak, ze Cervenacéek nejdiiv obarvil z kazdé dvojice protilehlych
vrcholi jeden vrchol a poté pribarvil dalsi dva, které vytvorily obdélnik. To ale neni popis vSech
moznych postupt obarvovani a ani neni a priori vidét, Ze by byl ze viech ,nejhorsi“. Ucastnici,
ktefi tedy resili ulohu timto zptsobem, se také dopustili zjednoduseni. Mohlo totiz dojit napriklad
k tomu, Ze Cervenacek nejdiiv obarvil oba vrcholy z néjaké dvojice a az poté zacal obarvovat
z kazdé dvojice jen jeden vrchol. V tomto ptfipadé€ by prvnich 1008 obarvenych vrchold také netvorilo
obdélnik a jedna dvojice protilehlych vrcholi by byla kompletné neobarvena. Pak neni zcela ziejmé,
ze by pridanim poslednich dvou vrcholt vznikl cerveny obdélnik. Podobnych postupt obarvovani
by slo nalézt jesté vice a kazdy z nich by si pritom zaslouzil alespon struény komentar.

(Martin ,E.T.“ Sykora)

Uloha 3.
Najdéte sestitihelnik, ktery lze rozdélit rovnym fezem na CtyFi shodné trojihelniky.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENI:

Hledany Sestithelnik mutze byt napiiklad tento:

11
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Rez rozdéli sestitihelnik ABCDEF na &tyfi trojuhelniky o stranach 1, 2 a v/5 (tedy shodné podle
véty sss). Podminky v zadéani jsou splnény.

PozNAMKY:

Jak na spravné reseni prijit? Polozme si otdzku, pod jakym thlem « muizZe fez protinat kteroukoliv
stranu Sestithelnika. Na druhé strané fezu totiz vznikne dopliikovy thel 180° — «, a pokud jsou tyto
dva thly rtizné, nemohou se oba vyskytovat ve shodnych trojihelnicich. Rez tedy protina strany
jediné pod pravym thlem — a s touto znalosti uz neni tézké vhodny Sestitihelnik sestrojit.

Dale bych chtél poznamenat, Ze v ilohach, kde stac¢i najit néjaké jedno feseni, stac¢i zkonstruovat
feseni (v této uloze naptiklad obrazkem) a ovéfit, ze vyhovuje podminkdm v zadani. Obsirny postup
tentokrat nebyl nutny.

Z definice prilozené k zadani nebylo zcela jasné, zda pouhy dotyk povazujeme za protinani
se. Néktefi ucastnici tedy za Sestitthelnik povazovali i dva trojuhelniky dotykajici se vrcholy. Za
nejasnost se omlouvame. Radi bychom ale také pfipomnéli, Ze pokud vam pfipada na zadani néco
divné — a vySe popsany ,Sestitthelnik® je skutecné dost zvlastni — pak je vzdy lepsi se nas zeptat
na mks@mff.cuni.cz. (Lucien Sima)

Uloha 4.
Rozhodnéte, zda pro néjaky stouhelnik plati, Ze pro zadné n < 100 neni mozné vybrat n jeho stran
a slozit z nich n-thelnik.

(Matéj Konecny)

RESENT:
Uvédomime si, ze n-thelnik lze slozit z n tsecek praveé tehdy, kdyz je délka kazdé usecky mensi nez
soucet délek zbylych tsecek. Ukazeme, 7e stotihelnik se stranami 20, 21, 22 ... 298 2299 _ 15

spliiuje zadani.

Nejprve ukazeme, Ze tento stothelnik umime sestrojit. Potfebujeme ukazat, ze nejdelsi jeho
strana je kratsi nez soucdet délek viech ostatnich: 20 421 4 ... 4298 =299 _ 1 5 299 _ 15,

Déle ukazeme, ze pro n < 100 nejde z zadnych n jeho stran sestrojit n-tihelnik. Reseni rozdélime
na dva ptipady. Pokud je mezi vybranymi stranami nejdelsi strana o délce 299 —1,5, zbylych nejvyse
99 stran mize mit v souétu délku nejvyse 21 + 22 + ... 4298 = 299 _ 2 coy je ostfe mensi nez
299 _ 1.5. To znamend, 7e v tomto p¥ipadé nepiijde n-thelnik sestrojit. Pokud mezi vybranymi
stranami neni 299 — 1,5, pak bude mit nejdelsi strana délku 2% pro néjaké vhodné k. Soucet délek
véech kratgich stran je 20 4+ 21 4+ ... 4 2F=1 = 2k _ 1, a tedy at z kratsich stran vybereme jejich
12
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jakoukoli podmnozinu, nejdelsi strana bude vzdy ostie del$i nez soucet délek ostatnich stran a
n-uhelnik neptijde sestrojit.

POZNAMKY:

Vétsina fesiteld prisla na konstrukei prikladu pomoci stran, jejichz délky jsou mocninami dvojky.
Neékteri si ale neuvédomili, ze samotny stotuhelnik musi jit zkonstruovat a nebo se jim nepodarilo
konstrukci upravit tak, aby i zkonstruovatelny stouhelnik stale splioval zadani.

Velmi casto se pro ptiklad nezkonstruovatelného n-tihleniku z n tsecek pouzivala rovnost délky
nejdelsi strany a souctu délek ostatnich tsecek, kdy by vysledny n-thelnik byl degenerovany do
usecky. To je samoziejmé v poradku, ve vzorovém feSeni jsem se tomu vyhnul jen pro vétsi pre-
hlednost. (Martin Tépfer)

Uloha 5.
Upovidana ovecka se kazdy den pase na nékterém vrcholu daného 2017uhelniku. Zly vlk chce
ovecku sezrat. Aby to mohl udélat, musi byt néjaky den ve stejném vrcholu 2017ihelniku jako
ovecka, pfi¢emz i-tou noc se musi presunout po obvodu mnohothelniku o pravé i vrcholi, pocinaje
prvai noci. Nastésti pro vlka je ovecka upovidand, a tak vSechna zviidtka (vcetné vlka) dopfedu
védi, kde se ktery den bude past. Kolik nejméné dni potiebuje vlk, aby byl ovecku vzdy schopen
chytit nezavisle na tom, ve kterém vrcholu se sam prvni den nachazi?

(Jakub Lowit)

RESENT:

Rozmyslime si, Ze se nas tloha vlastné pta na to, ktery den je vlk poprvé schopen byt na libovolném
vrcholu 2017uhelniku. Dokud totiz existuje vrchol, na ktery se dany den nemuze dostat, ovecka se
muze past pravé tam.

Ulohu nyni pieformulujeme: Zajima nés, pro které nejmensi n existuje pro kazdé x z mnoziny
{0,1,2,...,2016} takova posloupnost (am)?,_q, Zze |am| = m a soudet celé posloupnosti je kon-
gruentni s  modulo 2017. Za pomoci predchoziho pozorovani snadno nahlédneme, ze tato otazka
je ekvivalentni otazce z ulohy.

V preformulovavéani tlohy miZeme ale jesté pokracovat. VSimneme si, ze pokud navic k souctu
posloupnosti pficteme néjaké pevné cislo, tak se nezméni pocet zbytkovych t¥id modulo 2017, do
nichz se umime dostat. Dokonce ho mizeme i vydélit” pevnym ¢&islem nesoudélnym s 2017, a pocet
pokrytych zbytkovych tiid se téz nezméni. Muzeme tedy k souctu posloupnosti navic pficist jesté
soucet vSech cisel od 1 do n; to je ale totéz, jako kdybychom misto ¢isel, ktera jsou v posloupnosti
zapornd, brali nulu a kladna pficetli dvakrat. Kdyz nyni jesté vydélime soucet dvéma, podafilo se
nam preformulovat tlohu nésledovné:

Zjistéte, pro jaké nejmensi n umite pro kazdé x € No,0 < z < 2016 vybrat podmnozinu mnoziny
{0,1,2,...,n} se souctem x.

Je zjevné, ze n musi byt tak vysoké, aby soucet ¢isel od jedné do n byl alespon 2016. Dosadime-li
do znamého vzorce n(n + 1)/2 > 2016, dostaneme kvadratickou nerovnici, kterou upravime jako
(n —63)(n + 64) > 0. Odsud vime, Ze n je alesponi 63. Nyni ukazme, Zze pro n = 63 pokryjeme i
vSechna ¢isla mensi nez 2016. Budeme postupovat indukci, tedy zkonstruujeme mnozinu pokryvajici
nulu a ukdzeme, jak z mnoziny pokryvajici x < 2016 vyrobime mnozinu pokryvajici  + 1.

Nulu zjevné pokryjeme prazdnou mnozinou. Nyni méjme néjakou mnozinu M se soultem z;
ukézeme, jak ji pfedélat na mnozinu se soutem z + 1. Pokud je néjaké k < 63 v M, ale k + 1 ne,
muzeme v M nahradit k ¢islem k + 1. Pokud takové k neexistuje, ale jednicka v M neni, mizeme
do M pridat jedni¢ku. Pokud jednic¢ka v M je, a pro kazdé k < 63 z M je v M i k+ 1, tak uz jsou

7Jak presné funguje déleni pii moduleni si muze§ pieéist v néjakém &lanku, ktery se vénuje
déleni nad kone¢nym télesem. My ale budeme délit ¢isla pouze jejich déliteli, coz funguje presné

tak, jak jsi zvykly (zvykld), takze se kone¢nymi télesy viibec nemusis trapit.
13
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v M nutné vSechna ¢isla, soucet tedy uz dosahl 2016 a my jsme jiz zkonstruovali vhodnou mnozinu
pro kazdé x < 2016.

Vik chyti ovecku bud 63., nebo 64. den v zavislosti na tom, jestli den pfed prvni noci oznac¢ime
jako den 0 nebo den 1.

POZNAMKY:

Vétsina fesitelit nevyuzila moznosti preformulovat si zadani jako ve vzoraku, coz ¢asto vedlo k tomu,
ze bylo néjaké znaceni ponékud kostrbaté nebo Spatné definované.

Mnohem horsi je ale fakt, ze opravdu nadpoloviéni vétsina fesiteld pouzila skuteénost, ze pro
kazdé x najdeme podmnozinu {1,...,n} se souétem z, bez diikazu. Casto toto tvrzeni nebylo ani
zformulovano. Bez néj ale viibec neni jasné, ze cely dikaz funguje. Proto jsem feSenim, kde jsem
nenasel ani ndznak dikazu (popf. evidentné nefunkéni dtikaz) tohoto tvrzeni, strhaval jeden bod.

Neékolik fesiteld téz nepfislo na to, ze do zavérecné nerovnosti nepatifi 2017, nybrz jen 2016, kvuli
¢emuz jim vyslo o den vice. I tato chyba byla potrestana jednobodovou ztratou. Néktefi feSitelé se
také pokouseli ukazat pfimo, ze se i-ty den pocet vrchold, kde umi vlk byt, zvysi o i. V takovych
feSenich vsak ¢asto chybél jakykoli dikaz, a tak vétsina z nich nedosdhla ani na t¥i body. Opét se
vSak nasli FeSitelé, ktefi poslali bezchybné a jasné sepsané elegantni feSeni, i tentokrat jsem tedy
mohl udélit nékolik +i. (Viki Némecek)

Uloha 6.

Dva shodné pravidelné n-uhelniky se piekryvaji tak, ze jejich prinik je 2n-ahelnik (ne nutné pra-
videlny), jehoz hrany postupné dokola o¢islujeme ¢isly 1 az 2n. Dokazte, ze soucet délek jeho sudé
ocislovanych stran je stejny jako soucet délek jeho stran s lichym c¢islem.

(David Hruska)

RESENI:

Dizky stran nasho 2n-uholnika si oznaéime ai,as,...,a2,. Nad kazdou z tychto stran je troju-
holnik (trojuholnik nad stranou a; ozna¢ime A;), ktorého treti vrchol (prvé dva st koncové body
danej strany) je vrchol jedného z n-uholnikov. Trojuholniky zodpovedajice susednym stranam su
podobné, pretoze maju dva rovnaké vrcholové uhly, okrem toho mé kazdy jeden uhol z jedného z
povodnych pravidlenych n-uholnikov, a tie s tiez rovnaké. Preto su si vSetky trojuholniky A; na-
vzajom podobné. Zvysné strany v trojuholniku A; si oznacime b;, c;, a to tak, aby vdaka podobnosti
platilo

bu_ b bon on_c_ _Cn

al ag azan al a2 az2n
pre nejaké p, r kladné.
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Cc1 bl
Aq
Cc2
H a1
AQ as
b 2
as
ar
aq
ag
as

Teraz vyjadrime obvod n-uholnikov pomocou stran nasich trojuholnikov. Kedze susedné strany
2n-uholnika nikdy nepatria do toho istého trojuholnika, dostavame, ze obvod prvého n-uholnika je
Yoy @2k + bag_1 + cap—1 a druhého Y}, ask—1 + bag + cax. NaSe n-uholniky su zhodné, preto
maja rovnaké obvody, a teda dostavame

n n
> ok +bop—1 +cor—1 =Y azk—1 + bak + c2k.
k=1 k=1

Dosadime koeficienty podobnosti a mame

n n
Z G + pagg—1 +ragg—1 = Z Ggp—1 + pazk + razk—1,
k=1 k=1

1— —ri 1— —-T Zagkl

Pokial by 1 — p — r = 0, tak by sme dostali a3 — pa; —ra; = 0, a teda a3 — b1 —c1 = 0.
Trojuholnik A; by nespliioval trojuholnikovii nerovnost. Preto 1 — p — r je nenulové, mozeme nim
nerovnost vydelit, a dostavame, ze sucet dlzok neparnych stran je rovnaky ako stuéet dizok parnych
stran.

POZNAMKY:
Je doélezité si uvedomit, Ze na to, aby prienik dvoch rovnakych pravidelnych n-uholnikov bol 2n-
uholnik, musia byt Gtvary umiestnené ako na obrazku. Toto sa dd nahliadnut nasledovne.

Oznacime pravidelné n-uholniky A, B. Pravidelny n-uhlonik A je konvexny, a preto kazda tsecka
ho pretina v najviac dvoch bodoch. Kazda strana n-uholnika B teda pretina n-uholnik A v prave
dvoch bodoch. Tieto dva prieseéniky musia lezat na susednych stranach, inak by jedna strana
n-uholnika A Zziaden priese¢nik nemala.

Bohuzial pri zadavani tejto tlohy sme si neuvedomili, Ze sa treba vysporiadat aj s touto éastou
ulohy, pretoze skutoénym cielom nemalo byt rozoberanie postavenia n-uholnikov, ale dokazanie
danej rovnosti. Preto sme sa rozhodli nestrhavat body za zabudunutie popisu vzajomnej polohy
n-uholnikov a chvalime riesitelov, ktori sa tym vo svojom rieseni viac ¢i menej zaoberali.

Samotni rovnost dokazovala vicsina riesitelov podobne ako vzorové riesenie, ob&as ludia zab-
adali vysvetlit, preco rovnost mézu vydelif. Nasli sa aj nejaki, ktori tlohu vyriesili tak, ze rozlozili
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zobrazenie, ktoré zobrazilo jeden n-uholnik na druhy na otocenie a posunutie, a ukazovali, Ze tieto

(Marta Kossaczka)

Uloha 7.

Pro n > 3 je dan konvexni n-tuhelnik K, jehoz zadné ¢tyri vrcholy nelezi na jedné kruznici. Troj-
thelnik dany trojici vrcholu n-tuhelniku K nazveme pokryvact, pokud jemu opsany kruh pokryva
K. Dokazte, ze pokryvacich trojuhelniki je pfesné n — 2.

(Rado Svarc)

RESENT:

Nejprve ukazeme, ze existuje triangulace K, jejiz vSechny trojuhelniky jsou pokryvaci. Vezmeme si
libovolnou stranu n-thelnika AB. Pro v8echny vrcholy K kromé A a B se podivame na thel, pod
nimz je z nich vidét tse¢ka AB (K je konvexni, proto jsou vSechny tyto vrcholy v jedné poloroviné
uréené pfimkou AB). Oznacime si C' vrchol, pro ktery je tento uhel nejmensi. Nyni z vlastnosti
obvodovych thld vime, ze trojuhelnik ABC je pokryvaci. Pokud K je trojthelnik, jsme hotovi,
jinak necht BUNO AC neni v K strana, ale thlopficka.

Vsimneme si, Zze pro libovolny vrchol X mnohothelnika K, ktery nelezi v poloroviné ACB,8
obsahuje kruh opsany AACX v8echny vrcholy K, které jsou v poloroviné ACB. To plati proto,
ze X urcité lezi stejné jako tyto vrcholy v kruhu opsaném AABC. Hrani¢ni kruznici tohoto kruhu
nazveme k. Kruznice | opsand AACX je v poloroviné ACX uvnitf kruznice k a ma s ni pravé dva
spole¢né body A, C. V poloroviné ACB tedy lezi vné k, a proto v ni v této poloroviné lezi vse, co
lezi v kruznici k. Kruh opsany trojuhelniku ACX tedy pokryva ¢ast K lezici v poloroviné ACB.

Diky tomu muzeme stejnym zpusobem, jakym jsme nasli ABC, najit trojahelnik pokryvaci
éast K lezici v poloroviné ACX s jednou hranou AC. Z predchoziho vime, Ze je tento trojuhelnik
pokryvaci i pro cely K. Dalsim aplikovanim tohoto postupu na kazdou thlopficku K, ktera se stane
hranou néjakého pokryvaciho trojuhelnika, najdeme triangulaci, kterou jsme hledali.

Tim jsme ukézali, Ze v K je alespon n — 2 pokryvacich trojuhelnikt, pravé tolik trojahelniki
totiz ma kazda triangulace. Nyni stac¢i ukazat, ze zadné dalsi pokryvaci trojuhelniky uz neexistuji.

Bud L, M, N a O vrcholy K, které lezi na obvodu K v tomto pofradi. Ukédzeme, Ze nemuze
existovat pokryvaci trojihelnik se stranou LN a soucasné jiny se stranou MO. Kdyby existovaly,
musela by usecka MO lezet v néjaké kruznici nad tseckou LN. Z vlastnosti obvodovych ahla by
tedy musel byt soudet velikosti thld LM N a NOL vétsi nez 180°. Soucasné by ale symetricky
musel byt vétsi nez 180° i soucet thla MNO a OLM, coz je ve sporu s tim, ze soucet uhla ve
étytthelniku LM NO je 360°.

Protoze uz ale mame triangulaci z pokryvacich trojahelnikii, musel by kazdy dalsi trojuhelnik
protinat néjaky jiz nalezeny zptisobem, o némz jsme pravé dokazali, Ze neni mozny. Pokryvacich
trojahelnikt je tedy pravé n — 2 a tvrzeni je dokazano.

POZNAMKY:
Zhruba tretina reSitelt se snazila ulohu fesit od zacatku indukci, coz typicky vedlo k dlouhému
feSeni, které se podarilo dovést do tspésného konce jen Paviu Turkowvi.

Dalsi asi polovina feseni vice ¢i méné kopirovala vzorak, mnozi resitelé vSak zapomnéli na
posledni ¢ast, tedy ukazat, ze zadné jiné pokryvaci trojuhelniky neexistuji. Ti dostali po ¢tyfech
bodech. Nékolika feSitelim se naopak povedlo krasné sepsané kompletni feseni, ti pak byli po
zéasluze odmeénéni +i. (Viki Némecek)

8Znacenim ,polorovina ACB“ mame na mysli polorovinu s hrani¢ni ptimkou AC, v niz lez
bod B.

16



X Koresponden¢ni seminai, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Uloha 8.
Rado a kaktus hraji logickou hru s pravidelnym (2n + 1)-thelnikem, kde n > 1 je pfirozené ¢islo.
Hraji stridavé, pricemz Rado zacina a kazdy z nich ve svém tahu zacerni jeden dosud nezacernény
vrchol. Vyhraje ten, po jehoz tahu na papife nezbude zadny ostrouhly trojahelnik s vrcholy v ne-
zacernénych vrcholech piivodniho (2n + 1)-tihelniku. V zdvislosti na n urcete, kdo ma vyhravajici
strategii.

(Rado van Svarc)

RESENI:
Ulohu budeme fesit indukci, ale protoze viibec neni vidét, jak provadét indukéni krok, udélame
nejprve nékolik pozorovani, které nam tlohu pfevedou na jinou, lépe uchopitelnou.

Oznac¢me si stied kruznice opsané nasemu mnohothelniku jako O. Pokud A, B a C jsou tfi rizné
vrcholy mnohothelnika, pak {ABC' je ostry praveé tehdy, kdyz je oblouk ABC delsi nez polovina
obvodu kruznice. To nastane pravé tehdy, kdyz je O (ostfe) na stejné strané od AC jako B. To
samé udélame i pro thly <BCA a <CAB a dostaneme, ze AABC je ostrotuhly pravé tehdy, kdyz
O lezi uvnitf néj. S timto pozorovanim lehce vydedukujeme nasledujici lemma.

Lemma. Ostrouhly trojuhelnik s vrcholy v nezacernénych vrcholech neexistuje pravé tehdy, kdyz
existuje n zacernénych za sebou jdoucich vrcholi.

Diikaz. Vytvorme si konvexni mnohotuhelnik M z nezafernénych vrcholi. Necht AB je jedna jeho
strana. Bod O lezi od AB ve stejné poloroviné jako zbytek M pravé tehdy, kdyz mezi A a B je
nejvyse n— 1 vrcholu. Z toho plyne, Ze neexistence n zacernénych vrcholu vedle sebe je ekvivalentni
tomu, ze od kazdé strany M lezi O ve stejné poloroviné urcené tou stranou jako zbytek M, neboli
O lezi uvniti M.

Nyni pokud by existoval ostrothly trojuhelnik z nezacernénych vrchold, pak O lezi uvniti néj,
takZe neexistuje n za sebou jdoucich zacernénych vrcholi.

Na druhou stranu pokud neexistuje n za sebou jdoucich zacernénych vrcholi, pak O lezi uvnitf
M, takze roziezanim M na trojthelniky ur¢ité najdeme néjaky, uvnitt kterého je O (nemtize byt
na hranég, protoze 2n + 1 je liché ¢islo), a tento trojuhelnik proto bude ostrothly. U

Nyni si v§imnéme, Ze se v tuto chvili uz viibec nemusime zabyvat ostroihlymi trojihelniky a néas
(2n 4+ 1)-thelnik nemusi byt pravidelny. Staci uvazovat, ze Rado a kaktus prosté hraji na obecném
(2n + 1)-ahelniku a vyhrava ten, kdo prvni zacerni n za sebou jdoucich vrcholéi. Tady uz vcelku
jednoduchou indukci ukazeme, Zze Rado nema Sanci.

Pro n = 2 hrajeme na pétithelniku. Tam vyhraje ten, kdo prvni zacerni dva za sebou jdouci
vrcholy. Tudiz Rado prvnim tahem urcité nevyhraje, ale kaktus jednoduse vyhraje druhym tahem
tak, Ze zacCerni jeden ze sousednich vrcholi.
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Nyni necht kaktus umi vyhrat pro (2n — 1)-thelnik pro n > 2. UkdZeme, Ze umi vyhrét i pro
(2n + 1)-thelnik, ktery si oznac¢ime M. Cilem je zjevné jako prvni zadernit n za sebou jdoucich
vrchola.

At Rado v prvnim tahu zahraje kamkoliv (nazvéme tento vrchol R), kaktus zahraje do jednoho
z vrcholtl, které jsou nejdal od Radem zadernéného (nazvéme jim zvoleny vrchol K'). Takze budou
zaCernéné dva vrcholy, které mezi sebou maji n nezacernénych vrcholi v jednom sméru a n — 1
ve druhém. Nyni si kaktus pfedstavi, Ze se hraje jen na (2n — 1)-thelniku ze zbyvajicich vrcholi,
ktery nazveme N. Tam uz zné vyhravajici strategii a hraje podle ni.

Proc¢ tento postup funguje? Zjevné jde o to ukéazat, ze souvisly tsek n zacernénych vrchola v M
vznikne pravé tehdy, kdyz v N vznikne souvisly tsek n — 1 zacernénych vrcholu.

Prvné, pokud v M je souvisly zaCernény tsek délky n, pak urcité v N je souvisly tusek délky
n — 1. To plati proto, Ze souvisly usek délky nm nemiize obsahovat zaroven R i K, a tedy v N se
toto projevuje jako souvisly tsek délky n nebo n — 1.

Na druhou stranu, necht v N existuje n — 1 za sebou jdoucich zac¢ernénych vrcholt. Potom tento
usek v M obsahuje uvnitf sebe nebo alespont na jedné strané od sebe jeden z vrcholi R nebo K,
protoze nejdelsi tsek mezi R a K méa n vrcholi. Pak se ale do tohoto tiseku d4 R nebo K pridat a
dostaneme souvisly tsek zacernénych vrcholi v M délky n.

Tim méme hotovo a dostavame z toho, Ze Rada vzdycky rozdrti kaktus.

POZNAMKY:

Indukce byla v takovéto neindukéni uloze celkem trik a to se také projevilo na pocétu spravnych
feseni. Obzvlast u takovéto obtizné stravitelné tlohy bych rad pochvélil vSechny, ktefi se snazili
psat sva feseni tak, aby se dala ¢ist :) (Rado van Svarc)
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Geometrie trojahelnika 1

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT

Uloha 1.
Na strané BC daného trojihelnika ABC se pohybuji body D a E tak, ze |BD| = |CE|. Oznadime-li
M stied ausecky AD, dokazte, ze piimka M E prochédzi pevnym bodem (nezévislym na poloze bodi
D, E).

(Rado van Svarc)

RESENI:
Bud S stied strany BC a T tézisté AABC. Z definice tézisté plyne, ze T' déli AS v poméru 2 : 1.
Ukéazeme, ze T je hledanym bodem.

Nejprve se zvlast podivejme na pfipad D = E. Pak musi platit D = E = S a jednoduse
dostavame, ze EM skuteéné prochazi bodem T. Dale necht D # E. Protoze S je sttedem BC a
|BD| = |EC| (pficemz D, E lezi oba uvniti strany BC), jde zaroven také o stied usecky DE.
Usecka AS je tudiz t&znici v ADAE. Bod T d&li t&znici v poméru 2 : 1 a je tedy tézistém ADAE.
Pak ale EM musi prochazet skrz T', nebot EM je také téznice v ADAE.

A

POzZNAMKY:
Uloha byla jednoduché a to se také projevilo na poctu spravnych feseni. Objevilo se par drobnjch
nedostatkt — konkrétné mnoho feseni pfimo prohlasilo, ze dva trojuhelniky sdilejici téznici maji

nevypadd tak jako na obrazku. Nakonec jsem se ale rozhodl za tyto drobnosti body nestrhavat.
Rad bych také pochvalil vSechny, ktefi poslali feseni podobné vzoraku, oproti tém, ktefi zdlou-
havé resili tlohu pomoci stfednich pricek a stejnolehlosti. (Rado van Svarc)
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Uloha 2.
strany BC' a analogicky sestrojme body Oy a O.. Déle oznacme X stied usecky HT. Dokazte, ze
primky AH, OqoX a OO, prochézeji jednim bodem.

(David Hruska)

RESENT POZNAVANIM BODU:
Podivejme se na trojuhelnik O,0,O.. Diky definici bodd O4, Op a O je obrazem trojuhelniku
AogBoCp ve stejnolehlosti se sttedem O a koeficientem dva.

Jelikoz je bod O kolmistém trojuhelniku AgBoCo? a jakozto stfed zminéné stejnolehlosti se
zobrazi sdm na sebe, je i kolmistém trojahelniku O, O, Oc.

Z tvrzeni o pieklapéni kolmisté!® plyne, ze bod H lezi na kruznici opsané pieklopené podle
strany BC, jejiz stfed je pfeklopeny bod O, neboli O4. Proto |HO4| = |HOy| = |HO.| = R, kde
R je polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC. Tedy H je opsistém v trojihelniku O,0,O..
Tézistém trojuhelniku O, 04 O0. je tedy bod ve tfetiné tsecky OH bliz k H (to je ted opsisté), coz
je bod X.

Nyni jiz snadno dokazeme, ze vSechny tfi zkoumané primky prochézeji stfedem usecky OpOc:
ptimka OO, obsahuje celou tuto usecku, pfimka AH je kolmici na stranu OO, prochézejici
opsistém, takze je osou této strany, a koneéné O, X je téznice, takZze prochazi stfedem strany proti
vrcholu O,.

RESEN{ STEJNOLEHLOSTI:

Cely obrazek prozeneme stejnolehlosti se stifedem v bodé O a koeficientem 1/2. Z¥ejmé staci dokazat,

ze obrazy vSech t¥i primek ze zadani prochazeji jednim bodem, a to konkrétné stfedem téznice t.
Body Oa, Oy a O se diky své definici zobrazily postupné na body Ag, By a Cop, takze obrazem

primky O, O. je pfimka BoCo, kterd zfejmé puli téznici tq.

90sy stran jsou vysky v trojihelniku ze stiednich p¥icek, viz Tvrzeni 16 v prvnim dilu serialu.
100sové obrazy H podle stran lezi na kruznici opsané, viz Tvrzeni 19 v prvnim dilu seridlu.
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Vime, ze O, T' a H lezi na pfimce v tomto potradi a plati |OT| : [TH| =1 : 2. Protoze X je stied
TH, lezi i X na této pfimce a plati |OT| : |TX|:|XH|=1:1:1.Z toho plyne, ze T je stfedem
OX, ¢ili obrazem X je bod T a obrazem primky O, X je pfimo t,.

Pt¥imka AH se dvakrat priblizi k pfimce OO, nebot ta je s ni rovnob&znd a obsahuje stied
stejnolehlosti. Obrazem AH je tedy osa pasu ohranic¢eného pfimkami AH a OO, a jako takova
jisté puli pricku tohoto pasu — téznici AgA. VSechny tfi zobrazené pfimky tedy prochazeji stfedem
téZnice tq.

POZNAMKY:

Velka vétsina spravnych feSeni postupovala podle jednoho z vySe zminénych. V prvnim ptipadé
néktefi ukazali, ze trojuhelnik 0,0, O, je dokonce stfedové soumérny s trojuhelnikem ABC podle
stfedu OH, neboli stfedu Feuerbachovy kruznice v.ABC'. VSechna feSeni obsahovala mnoho jed-
noduchych kroku a casto nékteré drobnosti chybély nebo mi nebylo jasné, co ma z ¢eho plynout.
Pfislo mi ale spravedlivéjsi tyto drobnosti prechéazet, takze jsem nakonec hodnotil spis mirné. Chtél
bych fesitele této tlohy pochvalit, nebot skoro vSichni postupovali spravné nebo si aspon vsimli
spravnych véci, a nékteré vyzvat, aby si pristé dali praci s presnéjsi (ale ne nutné obséhlejsi) argu-
mentaci. (David Hruska)

Uloha 3.
Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik, ve kterém AB || CD. Kruznice vepsand trojihelniku
BCD se dotyka strany CD v bodé P. Bud @ bod na vnitini ose thlu CAD takovy, ze QP L
CD. Druhy prusecik kruznice opsané trojuhelniku QCA s pfimkou CD nazvéme X. Ukazte, ze
trojuhelnik QAX je rovnoramenny.

(Rado van Svarc)
RESEN(:
Necht P’ je bod dotyku kruznice vepsané trojuhelniku AC'D se stranou C'D. Trojihelniky ACD a
BCD jsou soumérné podle osy soumeérnosti rovnoramenného lichobéznika ABCD, tudiz |[DP’| =
|CP|. Ze seridlu vime, Ze body dotyku kruznice vepsané a p¥ipsané trojuhelniku ACD se stranou C D
jsou soumérné podle stiedu strany C'D, a proto je P bodem dotyku kruznice pfipsané trojuhelniku
ACD ke strang CD. Stied této kruznice'! tedy lezi na kolmici vedené bodem P ke strané CD a
také na ose tthlu C' AD; proto se jedna o bod Q. Z toho plyne, ze QC je osou vnéjsiho ihlu ACD.

11V seridlu bychom ho nazvali , pFipsisté“, coz klidné smite délat i ve svych fesenich. Toto feseni
je zamérné sepsané tak, aby s nim byli spokojeni i opravovatelé matematické olympiady.
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K dokoncéeni tlohy ukdzeme, ze |[<<QXA| = |[XQAX|. Necht Y je bod na opa¢né polopiimce k C' A.
S vyuzitim tétivového étyftuhelnika ACQX miZeme psat

|[<AQX A| = 180° — |IQCA| = |[<QCY| = |[QCX| = |[AQAX]|.

POZNAMKY:
Témér vSechna spravna reseni vyuzila faktu, ze Q je stfed kruznice pfipsané trojuhelniku ACD.
D4 se také ahlit v kruznici opsané trojuhelniku QCD se stfedem ve Svrékové bodél2, ale tento
postup byva zdlouhavéjsi. Chci pfipomenout, Ze nové body, které se nevyskytuji v zadani, nestaci
mit znacené v obrazku, nybrz je nutné je explicitné definovat slovnim komentafem.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

120 Svrekové bodé se doétete ve druhém dile seridlu.
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Povidani ke druhé jarni sérii

Tématem druhé jarni série tohoto ro¢niku je stereometrie neboli geometrie v prostoru. Protoze se
ale ve skole o prostorové geometrii vazné mluvi az ve vyssich ro¢nicich, pfindsime Ti v tomto textu
definice pojmi, které se vyskytuji v zadani.

Mnohostén

S mnohostény ses urcité jiz nékdy potkal(a). Aby ale bylo jasné, co pfesné mnohostén je nebo neni,
budeme se drzet nasledujici definice.

Definice. Mnohostén je trojrozmérné geometrické téleso, jehoz povrch se sklada z kone¢né mnoha
stén tvofenych mnohouhelniky.

Mnohostény mohou mit razné specialni vlastnosti. O mnohosténu fekneme, ze je konveznt,
pokud kazda usecka spojujici jeho libovolné dva body je celda uvnitf nebo na povrchu tohoto mno-
hosténu. Ostatni mnohostény nazveme nekonverni.

Mnohostén téz mize byt pravidelny. To znaci, ze z kazdého jeho vrcholu vychazi stejné mnozstvi
hran, kazdé sténa je ohraniena stejnym poctem hran a soucasné je kazdé sténa pravidelny mno-
hothelnik. Existuje (aZz na podobnost) pravé pét riznych pravidelnych konvexnich mnohosténi:
Ctyrstén, krychle, osmistén, dvanactistén a dvacetistén. O téch se nékdy dohromady mluvi jako
o Platénskych télesech.

Hranol

Specialnim typem mnohostént jsou hranoly.

Definice. Hranol je trojrozmérné téleso se dvéma rovnobéznymi podstavami (nékdy téz zaklad-
nami) takovymi, Ze jedna podstava je posunutim druhé. Sobé odpovidajici vrcholy podstav jsou
propojeny hranami.

Pokud je smér posunuti, které zobrazi jednu podstavu na druhou, kolmy na roviny podstav,
nazveme hranol kolmy, jinak ho nazveme $ikmy.
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kolmy hranol sikmy hranol

Vsechny boc¢ni stény kolmého hranolu jsou obdélniky. V sikmém hranolu jsou bo¢ni stény obecné
rovnobézniky, a¢ nékteré z nich mohou byt i obdélniky.

O hranolu fekneme, Ze je n-boky, jsou-li jeho podstavy n-uhelniky. Vzdéalenost mezi rovinami
podstav hranolu nazveme vyskou hranolu.

Projekce

Posledni pojem, ktery si v tomto textu objasnime, je kolmé projekce bodu na rovinu ¢i pfimku.

Definice. Kolmou projekct bodu A do roviny p je prusecik této roviny a kolmice na ni vedené
z bodu A.

Kolmou projekci bodu A na pfimku p oznaéime prusecik této primky s kolmici spusténou na
pfimku p z bodu A.

Pro lepsi predstavu zde naleznes obrazek znazornujici, jak mize takova kolméa projekce bodu na
rovinu nebo na pfimku vypadat. Za zminku stoji fakt, ze mame-li jeden zdroj svétla v nekonecnu,
pak stin néjakého télesa bude pravé jeho kolmé projekce na rovinu kolmou na smér, odkud pfichéazi
svétlo. Tu vytvorime nalezenim projekce kazdého bodu télesa na tuto rovinu.

kolma projekce na primku kolma projekce na rovinu
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Geometrie trojihelnika Il — Konstrukce pokra-
Cuje

Geometry is just plane fun. — neznamy autor

Vitame vas u druhého dilu seridlu. I tentokrat vam predvedeme nékolik trika, které se mohou
hodit pfi feSeni tloh kteréhokoliv kola matematické olympiaddy nebo vyznamného matematického
seminafe. A protoZze toho mame na programu hodné, nebudeme se zdrzovat dlouhym tvodem a
rovnou se pustime do prace!

Rychloiivod do mocnosti

V minulém dile jsme si na zacatku stru¢né popovidali o stejnolehlosti, abychom ji poté mohli
vyuzivat. Nyni udélame néco podobného, tentokrat si ovSsem predstavime mocnost. Stejné jako
posledné, ani tentokrat nebudeme uvedend fakta dokazovat.

Pro kruznici k se sttedem O a polomérem R budeme mocnosti bodu X ke kruznici k myslet
&islo p(X, k) = |XO|? — R2.

Povsimnéme si, Ze mocnost bodu je kladnad pro X vné k, nulova pro X lezici na k a zdporna
pro X lezici uvnitf k.

13

Tvrzeni 1. Necht pfimka ¢ vedend bodem X protne k v bodech P a Q. Potom p(X,k) =
|XP|-|XQ| pro X lezici vné k a p(X,k) = —|XP|-|XQ| pro X leZici uvnitf k.
Specialné pokud X lezi vné k a T je bod dotyku teény z X ke k, pak p(X, k) = | XT|?.

Tvrzeni 2. Pokud ABCD je ¢tyfuhelnik, X prusecik primek AB a CD a'Y prusecik piimek AC
a BD, pak ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz | X A| - | XB| = |XC| - |XD|, a to nastane pravé
tehdy, kdyz |Y A| - |YC| = |YB|-|YD|.

Podobné pro trojuhelnik ABC a bod X lezici na pfimce AB mimo tsecku AB plati, ze XC je
te¢nou k AABC' pravé tehdy, kdyz | X A| -|XB| = | XC|?.
Je pfirozené ptat se, kdy ma dany bod ke dvéma rtznym kruznicim stejnou mocnost. Odpovéd na

Tvrzeni 3. Pokud wi a wg jsou kruznice s ruznymi stiedy O1 a Oz, potom existuje piimka £
kolma na 0103 takovd, Ze pro libovolny bod X plati p(X,01) = p(X, O2) tehdy a jen tehdy kdyz
X lezi na £. Této primce iikame chorddla kruznic w; a wa.

Specialné pro kruznice protinajici se ve dvou bodech je chordalou spojnice téchto bodi. Pokud
se dvé kruznice dotykaji, potom chordéalu predstavuje spolecna tecna v bodé dotyku.

130béas se ovsem v matematické literatuie mocnost definuje jako absolutni hodnostta p¥islus-
ného rozdilu, a pak samoziejmé zaporna byt nemuze.
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Nakonec jesté uvedme tvrzeni, které dostaneme vyuzitim posledni véty pro trojici kruznic.

Tvrzeni 4. Necht wy, ws a ws jsou kruznice. Potom pokud ke kazdé dvojici kruznic sestrojime
jejich chordélu, jsou tyto bud rovnobézné, nebo se protinaji v jednom bodé. V druhém pripadé
tento bod nazyvame potencnim stredem kruznic wi, wa a w3.

Svrekiv bod

Geometry keeps you in shape. — nezndmy autor

V tomto oddile se budeme vénovat bodu, kterému se v cCesko-slovenském olympiddnim pro-
stiedi ¢asto fika ,Svrékiv* na podest matematika, geometra a organizatora matematickych olym-
piad Jaroslava Svréka. Poznamenejme ovSem, Ze toto oznadeni neni zadnym zpiisobem oficialni a
v matematickych olympiddach (které obéas opravuje i sim pan Svréek) doporuéujeme ho piilis
nepouzivat.

Na piikladé Svrékova bodu si predvedeme zajimavy geometricky princip. Predstavte si, Ze se
snazite dokazat to, ze se tfi objekty protinaji v jediném bodé. Obvykly postup je néjak si oznacit
prusecik dvou z nich a pak se snazit ukazat, ze lezi i na tom tretim. Nas princip by se dal shrnout
slovy ,na poradi zalezi“ — kdyz zvolite nevhodny prusecik, budete mit mnohem vic prace.

Tvrzeni 5. V trojuhelniku ABC maji osa strany BC, vnitini osa thlu CAB a kruznice opsand
spole¢ny bod. Tento bod neoficidlné nazyvame Svrcékiv bod prislusejici vrcholu A a znacéime jej Sa.

Dikaz. (prvni) Nazvéme kruznici opsanou AABC jako Q. Necht osa tsecky BC protina Q v bodé
S 4. (Takové priseciky jsou dva; vybereme ten, ktery lezi na opa¢né strané od pfimky BC nez bod
A.) Potom maji oblouky BS 4 a S54C stejnou délku, a proto jim piislui stejny obvodovy thel. Proto

|<CTBAS 4| = |<<SAAC|, takze S, skuteéné lezi na ose vnitiniho thlu BAC. Lehké, zeano? O
A
B - C
Sa

Diikaz. (druhy)  Tentokrat S definujme jako priiseéik Q a vnitini osy thlu BAC (rtzny od
A). Potom obloukiim BS4 a S4C pfislusi obvodovy thel stejné velikosti, takze museji byt stejné
dlouhé. Proto je i |[BS4| = |54C|, takze S4 lezi na ose strany BC' a jsme opét hotovi. Tento dilkaz
je prakticky stejny jako ten ptredchozi, jen obraceny a je porad stejné tézky. O
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Dikaz. (tfeti) Co se stane, kdyz S 4 definujeme jako priseéik osy BC a vnitini osy <{BAC? Tak
zaprvé, pro |BA| = |AC| tato definice neddva zaddny smysl, protoze v tu chvili tyto dvé p¥imky
splyvaji. Ale dobfe, v tomto specialni pfipadé je zjevné, Ze tvrzeni plati. Takze predpokladejme, zZe
|BA| # |AC]|. Co ted? Situace je oproti pfedchozim dvéma o dost t&z8i, protoze tu neni zadny zjevny
zpusob, jak prenaset uhly. ReSeni stale existuje, ale je ponékud trikové. BUNO piedpoklidejme, ze
|BA| < |AC)|. Necht B’ je obraz B podle AS4.'* Protoze AS4 je osa thlu, lezi B’ na strané AC.
Necht X je prise¢ik AS4 s BC. Potom plati |[<<XB’S4| = |[<XBS| = |[<XCS4|, takie XS4CB’
je tétivovy Styruhelnik. Potom ale |[<TACB| = |[<{B'CX| = |[<{B'SaX| = |<<XSsB| = |<XTAS4 B,
z &ehoz uZ plyne, ze S, lezi na Q.

Nyni pomoci této vlastnosti Svrékova bodu vyfesime piiklad z mezinarodni olympiady.

Priklad 6. Necht ABC je ostrotuhly trojuhelnik, ve kterém |AB| # |AC|. Kruznice nad priamérem
BC protind strany AB a AC postupné v bodech M a N. Oznaéme jako O stifed strany BC'. Vnitini
osy thli BAC a MON se protinaji v R. Dokazte, ze se kruznice opsané trojuhelnikim BMR a
CNR podruhé protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Reseni. Protoze O je stied BC, plati |OM| = |ON]|. Proto v trojihelniku MON splyvéa osa thlu
s osou strany, a proto je R vlastné prusecik vnitini osy thlu M AN a osy strany M N. To znamena,
%e R je Svréktv bod tohoto trojuhelniku, takie ANRM je tétivovy ¢tyithelnik. Nazvéme jako
X druhy prusecik kruznic opsanych ABMR a ACNR. Potom z doplinkovych uhld v tétivovych
étyfuhelnicich plati |[<<BXR| = 180° — |<RMB| = |[<AMR| = 180° — |<RNA| = |[<<CNR| =
180° — |<RXC|, z ¢ehoz ovSem plyne, ze X lezi na BC, coz jsme chtéli dokazat.

MMluvime-li o obrazu podle piimky, myslime tim samoziejmé obraz v osové soumérnosti. Po-
dobné obraz podle bodu vzdy znamené obraz v soumérnosti stfedové, pokud neni pfimo zminéno,
ze se jedna o stejnolehlost s jinym koeficientem.
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Cvideni 7. Necht AL a BK jsou vnitini osy Ghli v riznostranném trojahelniku ABC (kde L
lezi na strané BC' a K na strané AC). Osa usecky BK protina pfimku AL v M. Bod N je zvolen
na piimce BK tak, ze LN || M K. Ukazte, ze |[LN| = |[NA|. (Junior Balkan 2010)

Ndvod. Uvédomte si, ze M je Svrékiv bod v AABK. Pak thlete.

Pro¢ je Svréek nejlepsi

oznacujeme vepsisté a symbolem I, zase A-pFipsisté.

Tvrzeni 8. V trojuhelniku ABC je BICI4 tétivovy ctyiuhelnik a piislusna kruznice ma stred
v Sa.

Diikaz. Protoze vnitini a vnégjsi osy thlu jsou na sebe kolmé, plati |<{oBI| = 90° = |<UCI4|,
takze BICI, je skutecné tétivovy Gtyfuhelnik. Stadi tedy dokazat, ze S4 je jeho stied.

A
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Plati |[<<SACI| = |[<<SACB|+|<BCI| = |<S4AB| +|<{BCI| = & + 7 = 90° — & Vzpomeiime
si ovSem na vztah |<{TAIC| = 90° + g, 7z néhoz plyne |<(S4IC| = 90° — g Z toho dostavame, ze
IS4C je rovnoramenny trojuhelnik, takze |[ISs| = |CS4|. Protoze navic |[BSa| = |CSal, je Sa
opsistém ABIC, a tim jsme hotovi. O
Dusledek. Protoze kruznice opsana BICI, je kruznici nad primérem 141, je S stied tsecky
114.

S touto jednoduchou znalosti najednou bez potizi vyfesime par dalsich IMO problémii.

Priklad 9. Bud ABC trojahelnik s vepsistém I. Bod P uvnitf tohoto trojuhelniku spliiuje vztah
|<{PBA| + |[<PCA| = |<PBC| + |<{PCB].

Ukazte, ze |AP| > |AI|, pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz P = I. (IMO 2006)
Reseni. Zaprvé si v§imnéme, %e pro P = I tvrzeni zjevné plati. Pfedpokladejme tedy, ze P # I,
a dokazme, ze |AP| > |AI|. Zadruhé se zbavme oné zvlastni podminky a uvédomme si, co vlastné
tika. Protoze plati
(|][<KPBA| + |<PCA|) + (|<PBC| + |<PCB|) =
= (|J<PBA| + |<PBC|) + (|[<PCA| + |<PCB|) =
=pB+~v=180° —a,

ziskdvame ze zadané podminky, ze |[<BPC| = 180° — |[<PBC| — |[<PCB| = 180° — (90° — §) =
90° 4 § = |<IBIC|. Z toho plyne, ze P lezi na kruznici opsané ABIC, jejiz stted je Sa. Protoze I
lezi na AS 4, plati z trojahelnikové nerovnosti

|AP| 4 |PSa| > |ASa| = |AI| + 1S 4].

Protoze ovéem |PS4| = |IS 4], jsme hotovi.

Cviceni 10. Bud BC prumér kruZznice w se stfedem v O. Necht A je bod na w takovy, ze
|[<TAOB| < 120°. Bud D stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C. Déle pfimka vedend skrze
O rovnobézna s DA protind AC v I a osa tuseCky OA protind w v bodech E a F. Dokazte, ze I je
vepsistée ACEF. (IMO 2002)

Ndvod. Nejprv si uvédomte, ze A je Svrékiiv bod v AECF. Potom u staéi je ukazat, ze |AE| =
|AI|. Ukazte, Ze jsou obé tyto délky rovny poloméru w.

Cviéeni 11. (Japanese theorem) Bud ABCD tétivovy ¢tyfthelnik. Ukazte, Ze vepsisté trojuhel-
nikia ABC, BCD, CDA a DAB tvori obdélnik.

Ndvod. Interpretujte jednotliva vepsisté jako priiseciky dvojic kruznic ze sousednich Svrékovych
bodi. Potom dothlete.

AntiSvrk

Podobné jako vepsisté a pfipsisté mé i Svrékav bod své ,alter ego“, které vznikne tim, #e misto
vnitfni osy thlu vezmeme tu vnéjsi.

Tvrzeni 12. V trojihelniku ABC maji osa strany BC, vnéjsi osa thlu BAC' a kruznice opsand
spoleény bod (ktery budeme znadit jako N 4 ). Tento bod neoficidlné (jesté neoficialngji nez ,, Svrckitv
bod“) nazyvame antisvrk prislusejici bodu A.

Toto tvrzeni nebudeme dokazovat a pfenechavame ho jako cviceni. Dtikaz je analogicky dukazu

existence Svrékova bodu.
Povsimnéme si, ze NS4 je primér kruznice opsané AABC. To plyne jednoduse z toho, ze
jejich spojnice je osa strany BC, ktera ovSem prochézi opsistém. Takovym bodum se v geometrii
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fiké ,antipodalni“ a odtud taktéz prochazi nizev antiSvrk. Poznamenejme také, ze jak S4, tak
N4 jsou stfedy jednoho z obloukit BC — Svrékiiv bod je stfed toho oblouku, ktery neobsahuje A,
zatimco antisvrk toho, ktery A obsahuje.

Podobné jako u Svrékova bodu plati pro antivrk nasledujici tvrzeni, jehoz diikaz opét prene-
chéavame jako cviéeni.
Tvrzeni 13. Pro zadany trojihelnik ABC je Ic BCIg tétivovy ¢tyituhelnik se stredem v Ny4.
Dusledek. Bod N4 je stiedem usecky Iglc.

Cviceni 14. (tézké) Bud ABCD tétivovy &tyfuhelnik. Ukazte, Ze pfipsisté AABC, ABCD,
ACDA a ADAB (vSech 12 bodu) lezi na obvodu jednoho obdélnika. (Rumunské TST 1996)

Ndvod. Interpretujte pripsisté jako priseciky spravnych kruznic. Vyuhlete, Ze ¢tverfice pripsist
tvoii vrcholy obdélnika a spravné ¢tvetice pripsist lezi na p¥imce.

The Big Picture

Pomoci riuznych os rozliénych thla jsme si v trojuhelniku nadefinovali spoustu boda. Zajimavé je,
ze konfiguraci, kterou tvori, jiz zname.

Tvrzeni 15. (The Big Picture) V trojihelniku ABC s nasim znacdenim plati, ze I je kolmisté
trojahelniku I 4 IgIc a kruznice opsand ABC' je Feuerbachovou kruznici trojuhelniku IoIglc.

Diikaz. Protoze vnitini a vnéjsi osy uhl ve vrcholu jsou na sebe kolmé, jsou A, B a C paty kolmic
v [4Iglc. Z toho plyne, ze kruznice opsand AABC je Feuerbachovou kruznici AT 4Iglc. Pokud
si nyni jesté k tomu uvédomime, Ze tyto kolmice z ptipsist do vrcholii jsou vlastné osy uhlu, je
zjevné, ze I na nich na vSech lezi, takZe se skuteéné jedna o kolmisté A, Iglc.

Np

Iy

O

Povsimnéme si, Ze skuteénost, ze Svrékovy body a antigvrky jsou stfedy ptislusnych tsecek, je
vlastné jen trividlnim dusledkem tvrzeni o kruznici deviti boda.
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Piiklad 16. V trojthelniku ABC plati |[AB| < |BC|. Oznac¢me jako M stied AC. Dokazte, ze
|<UUMA| = |[<<INpB|. (Rusko 2005)

Reseni. Dokresleme si I4 a Ic. Protoze IcACI4 je tétivovy étyfuhelnik, plati |[<Uclal| =
|<UICBJ, takze trojuhelniky IcII4 a AIC jsou podobné. Protoze INgp je téznice v trojuhel-
niku I¢IA a IM je téznice v trojuhelniku AIC, jsou jim pfislusné uhly se stranou shodné, takze
|<UUMA| = |<<INgB]|, coz jsme chtgli.

Cviceni 17. (téz8) V trojuhelniku ABC s vepsistém I oznaéme D, F po fadé pruseciky os
vnitinich ahld u vrcholu A, B se stranami BC, AC. Déle ozna¢me P, @ body, ve kterych primka
DE protne kruznici opsanou trojuhelniku ABC. Dokazte, ze polomér kruznice opsané trojuhelniku
PIQ je dvakrat vétsi nez polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC. (MKS 30-8-3b)

Ndavod. Ukazte, ze kruznice opsana trojuhelniku PI(Q je kruznice opsana trojuhelniku I5Ilp.
Potom uz tvrzeni bude plynout pfimo z toho, ze diky Big Picture je kruznice opsand A ABC Feuer-
bachovou kruznici AT 4 IgIc akruznice opsand Al 4I1g je kruznici opsanou Al 4 I o pieklopenou
pres I4Ilp.

To, ze kruznice opsand APIQ splyva s kruznici opsanou [ 4 I I, dostaneme z toho, Ze vyjadiime
mocnost D i E ke kruznicim opsanym AABC a AIaIIp a zjistime, ze DE je jejich chordéla.

Lemma o ose Ghlu

Vyhodny zptisob, jak o Svrékové bodé uvazovat, je ,ten bod dole“. Pokud si totiz nakreslime
ANABC tak, aby pfimka BC byla vodorovnd, potom S4 je nejniz$i bod na kruZnici opsané (ze
symetrie). Tento ndhled se ndm bude hodit p¥i dtikazu nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 18. Maji-li kruznice k a £ maji vnitini dotyk v bodé T a tétiva AB kruznice k se dotyka
kruznice ¢ v bodé U, potom UT je osa uhlu ATB.

Reseni. Nakreslime si obrazek tak, aby bod U byl na kruznici £ ,,dole“, tedy body A, B budou ,na
stejné urovni“. Zobrazime kruznici ¢ na kruznici k stejnolehlosti se stfedem v T'. Tato stejnolehlost
m4 kladny koeficient, a proto i bod U’ (obraz bodu U) je na kruZnici k ,dole“, tedy trojuhelnik
ABU' je rovnoramenny. Potom je ale U’ Svrékiiv bod v trojuhelniku AT B, z ¢ehoz okamzité plyne
pozadované tvrzeni.
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A B
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Toto také fika, ze pokud se w zevnitt dotyka kruznice opsané AABC v B a navic se dotyka AC
v D, potom B, D a Sp lezi na pfimce. (Rozmyslete si.)

Priklad 19. Dvé kruZnice wy a w2 se zvenku dotykaji v bodé T' a obé se zevnitf dotykaji kruznice
w postupné v bodech R a S. Necht Q je druhy prisec¢ik RT s w. Ukazte, ze |[<<QST| = 90°.
(KMS)

Reseni. Sestrojme spoleénou teénu w1 a we v bodé T'. Necht tato teéna protind w v bodech X a Y.
Potom dle ptedchoziho tvrzeni je Q Svréktv bod trojihelniku X RY . Pokud analogicky vytvotime
bod W jako pruseéik ST s w, pak W je Svrékav bod v trojihelniku X SY. To znamena, ze Q i W
jsou st¥edy obloukit XY (kazdy jiného), takze QW je pramér w. Proto |[(QST| = |[IQSW| = 90°,
coz jsme chtéli.

Shooting lemma

Posledni zajimavé tvrzeni, které si o Svrékové bodé ukazeme, je takzvané Shooting lemma.

Tvrzeni 20. Bud M stied oblouku PQ na kruznici w a necht pfimka p prochézejici M protina
pfimku PQ v X aw v Y. Potom plati
(1) |MX|-|MY|=|MP?,
(2) pokud je I vepsisté APYQ, potom |[MX|-|MY|=|MI|?,
(3) pokud dalsi pfimka p’ prochéazejici M protind PQ v X' aw vY’, potom X, Y, X' aY’
lezi na jedné kruznici.

Diikaz. Zaénéme s (1). Protoze M je stied oblouku, je M Svrékovym bodem trojihelnika PY Q.
Potom plati |[<<PYM| = |[KMYQ| = |[<KMPQ| = |<MPX]|, z ¢ehoz zjistujeme, ze trojihelniky
PY M a XPM jsou podobné. Proto ||%)1§‘| = \UI\V/IIﬂ’
Cést (2) okamzité vyplyva z toho, ze |MI| = |M P| (opét, protoze M je Svrékitv bod APY Q).
Cést (3) snadno odvodime z (1) za vyuZiti mocnosti bodu ke kruznici.

z Cehoz plyne pozadované tvrzeni.

O

Piiklad 21. KruZnice w1 a wz se ob& zevniti dotykaji kruznice w postupné v bodech A a B.
Spole¢na tecna wi a wa se jich dotykd postupné v bodech C a D. Ukazte, ze ABDC je tétivovy
Ctyrahelnik.

Reseni. Piimka CD protinda w v bodech X a Y. Necht M je stfed toho oblouku XY, ktery
neobsahuje A a B. Potom AC i BD prochézeji M. Oviem potom mame hotovo z ¢asti (3) Shooting
lemmatu.
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Cviéeni 22. Piimka ¢ protind kruznici I' v bodech A, B. Kruznice w1 a wa jsou vepsané!® do
stejné tisecCe urcené primkou ¢ a maji vnéjsi dotyk. Dokazte, Ze jejich vnitini spolecné te¢na prochézi
pevnym bodem, pohybuji-li se w1, wa ve vymezené tsedi.

Ndvod. Tim bodem bude stfed druhého oblouku. Pouzijte mocnost.

Cviceni 23. Necht kruznice Q a w maji vnitini dotyk v bodé P, pficemz w lezi uvnit¥ Q. Bud
AB tétiva , kterd se dotykd w v bodé C'. Prisecik PC s Q rizny od P si oznac¢me jako Q. Necht
teény z bodu @ ke kruznici w protinaji kruznici Q v bodech R a S. Vepsisté trojuhelniki APB,
ARB a ASB si postupné oznac¢ime jako I, X a Y. Ukazte, ze |<<PXI|+ |[<PYI| =90°.
(Rumunsko TST 2013)

Ndvod. Uvédomte si, ze Q je Svréktv bod a nasledné pouzijte Shooting lemma, abyste ukazali,
ze X a'Y jsou dotyky QR a QS s w. Zbytek douhlete.

Cviceni 24. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou I', vepsistém I a bodem D lezicim na
strané BC. Bud w kruznice dotykajici se usec¢ky AD v bodé F, strany BC bodé E a kruznice T’
v bodé K. Dokazte, ze I lezi na pfimce EF. (MKS 29-8-4b)

Ndvod. Oznaéme si I’ prinik EF a AS 4. Diky Shooting lemmatu sta¢i dokazat, ze S5 I’ je tecna
ke kruZnici opsané FI' K. VyuZijeme-li tisekové uhly, staéi ukazat, ze A, F', I’ a K lezi na jedné
kruznici. To zjistime jednoduchym porovnanim tuhlt I’FK a I’ AK.

Cvideni 25. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou I', vepsistém I a bodem D lezicim na
strané BC. Necht w; a wz jsou kruznice se stfedy O;1 a O2, které se obé dotykaji usecky AD,
piimky BC' a kruznice I'. Ukazte, ze O1, O2 a I lezi na jedné pfimce.

(Sawayama—Thébault theorem)

Ndvod. Vyuzijte pfedchozi cviceni pro ,spravnou“ definici bodu I. Najdéte v obrazku hodné
pravych thla a vyuzijte podobnosti trojuhelnika.

Simsonova pfimka

Tvrzeni 26. Oznac¢me Py, Pg, Po paty kolmic vedenych z bodu P na piislusné strany trojuhel-
nika ABC. Pak body P4, Pp, Pc lezi v pfimce pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané
trojuhelniku ABC'. Této primce se Fika Simsonova primka bodu P vzhledem k trojihelniku ABC'.

Diikaz. Kdybychom chtéli byt zcela exaktni, museli bychom bud rozebrat nékolik moznosti umis-
téni bodu P vidi trojuhelniku ABC a také to, jak vypada AABC, nebo pouzit orientované thly.
Budeme ale pro jednoduchost predpokladat, ze situace vypada tak, jako na obrazku. Ostatni situace
se rozeberou podobné a zvidavy étendf si je miize vyzkouset jako doméci cviceni.l6

15To znamena, ze maji vnitini dotek s I' a navic £ je jejich te¢na.

16Jen poznamenejme, Ze zatimco my jako pisatelé vyukového textu mame pravo pienechat
néjaky kus prace Ctendari, fesitelim neni povoleno v odevzdanych feSenich prenechat kus prace
opravovateli.
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A

Diky pravym thlim jsou PPcBP,s, PP4PgC a PPcAPp tétivové. Potom plati
|[<\BPsPc| = |<\BPP¢| = |<<PgPP¢| — |[<<PpPB| = 180° — |[<<BAC| — |<\PgPB|.

Protoze B, P4 a C lezi na p¥imce, lezi P4, Pg, Pc na pfimce pravé tehdy, kdyz |<<BPsPc| =
|<CC P4 Pg|. Protoze |<<CP4 Pg| = |<CPPg| = |<CPB| - |<{PgPB|, je uvazovana kolinearnost!”
ekvivalentni se vztahem 180° — |<{BAC| — |{PgPB| = |<CPB| — |<{PgPB|, coz se da pfepsat
jako |[<CPB| + |<{BAC| = 180°. Takze shleddvame, ze P4, Pp a Pc lezi na pfimce pravé tehdy,
kdyz PBAC je tétivovy ¢tyttuhelnik, coz je to, co jsme chtéli.

Poznamka. PovS§imnéme si, ze fakt, ze P4, Pg a Pc jsou paty kolmic, jsme takika nevyu-
zili. Dulezita byla pouze tétivovost prislusnych ¢tytuhelnikt. Proto existuje takzvana ,,zobecnénd
Simsonova primka“, pro jejiz konstrukci je potfeba jen, aby pfimky PPs, PP a PPc sviraly
byly stejné orientovany, tj. ,Sly vSechny na stejnou stranu“. Toto tvrzeni si mizete dokazat jako
cvicCeni.

17Kolinearnost je vlastnost ,byti na jedné piimce®.
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Cviceni 27. Bud ABC rovnostranny trojuhelnik a P bud bod na jeho kruznici opsané rtizny
od A, B a C. Ptimky rovnobézné s BC, CA, AB vedené skrz P protinaji ptimky C A, AB, BC
postupné v bodech M, N a Q. Dokazte, ze M, N a Q lezi na jedné pfimce.

Ndvod. Vsechny pfimky protinaji strany pod thlem 60°.
Tvrzeni 28. Simsonova piimka bodu P puli usecku PH.

Diikaz. BUNO nechf P lezi na tom oblouku BC, kterj neobsahuje A. Ozna¢me obrazy P podle
piimek AB a AC jako P/, a Pp. Zjevné stali ukazat, ze P/, H a Py lezi na jedné piimce.

Ozna¢me obrazy H dle AC a AB jako Hp a Hc. Protoze pieklopeni je shodné zobrazeni,
plati |[XAHP,| = |[<AHcP| a |[<AHPg| = |X{AHpBP|. Potom oviem |I{AHP/|+ |{AHPg| =
|<AHcP| + |<AHpP| = 180°, kde posledni rovnost plyne z toho, ze Hg, Hc i P lezi na kruznici
opsané AABC. Pak ale |{AH P(,| 4 |{AH Pg| = 180° pfesné dava to, co jsme chtéli.

X

Qc
Pp,

Pc

ot 7

Tvrzeni 29. Simsonovy pfimky odpovidajici bodim P, Q na kruznici opsané trojihelniku ABC
sviraji thel rovny poloviné stfedového thlu, ktery prislusi oblouku PQ).

Diikaz. Opét plati, Ze pro formalné spravny diikaz bysme museli bud rozebrat velké mnozstvi
moznosti, nebo pouzit orientované uhly. Misto toho radsi budeme prosté predpokladat, ze situace
vypada tak, jako na obrazku.

Necht X je prusecik uvazovanych Simsonovych pfimek. Protoze soucet uhli ve ¢tyrtuhelniku
XPcAQp je 360° a u A je uhel 360° — «, plati [<PcXQp| = a — |[<PpPcA| — |[<QcQpBA|.
Z obvodovych a doplnkovych ahla plyne

|<LPp P A| = |[<\Pg PA| = 90° — |[<TPAPg| = 90° — |<TPBC| = 90° — 3 — |<{PBA|.
Analogicky dostaneme i |[<<QcQpA| =90° — v — |<QCA|. Proto

|[<PcXQp|=a— |[IPpPcA| - |<QcQBA|
=a+ B+ —180° + |[<PBA| + |<QCA|
_ I<4POA| | [940Q| _ |<POg)
- 2 2 N 2

35



B<XI Matematicky korespondenc¢ni seminar 36. ro¢nik (2016/2017), (2. komentére) B

Dusledek. Simsonovy primky , protéjsich“ bodu P a @Q jsou na sebe kolmé a protinaji se na
Feuerbachové kruznici.

Diikaz. Kolmost je zjevna z pfedchoziho tvrzeni. Pro druhou ¢ast si oznacme jako P’ a Q' stfedy
tsec¢ek PH a QH a jako X uvaZovany pruse¢ik p¥imek. Vime, Ze P’ a Q' lezi na ptislusnych
Simsonovych pfimkach. Protoze P a @ lezi na kruZnici opsané a P’ a Q' jsou jen obrazy ve
stejnolehlosti s koeficientem % a stiedem H, jsou P’ a Q' protilehlé body na kruZnici deviti bodii.
Potom se ale jedna o kruznici nad primérem P’Q’, takze z |[<<P'XQ'| = 90° dostavame, Zze X na
této kruznici vskutku lezi. O

Piiklad 30. V trojuhelniku ABC ozna¢me Aj patu vysky z vrcholu A. Ukazte, ze paty kolmic
vedenych z A; na zbylé strany trojuhelnika a zbylé vysky lezi v pfimce.

Reseni. Oznac¢me si paty vysek z B a C jako B1 a Ci. Paty kolmic z A1 na BA, AC, BB1 a CC1
si nazvéme jako X, Y, P a Q.

Vsimnéme si, ze C1 a A lezi na kruznici nad primérem AC. Pokud udélame Simsonovu primku
vzhledem k AACC a bodu A1, dostaneme proto, ze X, Q a Y lezi na jedné pfimce. Analogicky
zjistime, Ze i X, P a Y lezi na pfimce, z ¢ehoz plyne pozadované tvrzeni.

Cviceni 31. Na kratsim z obloukti CD kruznice opsané pravotuhelniku ABCD zvolme bod P.
Paty kolmic z bodu P na pfimky AB, AC a BD ozna¢me postupné K, L a M. Ukazte, ze thel
LK M ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ¢tverec. (MO 58-1I1-2)

Ndvod. Dokreslete paty kolmic z P na AD a BC. Naleznéte Simsonovy pfimky a uvédomte si
diky nim, ze |<<LKM| = |<{APB].

Cviceni 32. Na piimce jsou dany body A, B, C a mimo ni bod P. Dokazte, ze bod P lezi
na kruznici opsané trojuhelniku tvorenému stfedy kruznic opsanych trojihelnikim ABP, BCP a
ACP.

Ndvod. Diky stejnolehlosti lezi stiedy tusecek PA, PB, PC v pfimce. Interpretujte je jako paty
vhodnych kolmic. Pak si uvédomte, ze Simsonovu pfimku lze vytvorit pravé tehdy, kdyz uvazovany
bod lezi na kruznici opsané.

Antirovnobézky, izogonaly a kamaradi

Where there is matter, there is geometry. — Johannes Kepler

Smétujeme k uzite¢nému konceptu parovani bodu v roviné vzhledem k pevnému trojihelniku.
Jak to tak byva, nejprve bude tfeba zavést nékolik pojmu.

Méjme dany thel XVY. Rekneme, ze piimky p a ¢ jsou viéi nému antirovnobézné, pokud
osovy obraz pfimky p podle osy thlu XVY je rovnobézny s primkou g. Pokud navic obé primky
prochéazeji bodem V, fikdme, zZe p a g jsou izogonalni vzhledem k thlu XV'Y. Pokud je z kontextu
ztejmé, vzhledem ke kterému thlu antirovnobéznost nebo izogonalitu myslime, vynechédvame tuto
Cast nazvu.

Vénujme nyni par slov motivaci nazvi téchto objektt.!® Piimka rovnobézna s p svird s ramenem
pfislusného uhlu stejny thel jako p, zatimco obraz pfimky p podle osy onoho uhlu (nebo s obrazem
rovnobézna piimka) svird tento uhel s jeho druhym ramenem. Proto mluvime o antirovnobézkach.
Neformalné feceno, antirovnobézka se ma k jednomu rameni thlu stejné jako puvodni pfimka ke
druhému. Pfedpona iso- pochazi z fectiny a znamena stejny a gonia znamend uhel. Témito stejnymi
uhly jsou mysleny ty dva vyse zminéné, pfiC¢emz nyni maji navic oba spole¢ny vrchol.

Antirovnobézky poskytuji novy pohled na tétivové ¢tytuhelniky.

18 Jejich vyznam by mél takika triumfalné vyplynout ze zbytku této kapitoly.
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Tvrzeni 83. Je dan ¢tyruhelnik ABC D, P je prusecik primek AB a CD, Q je prisecik thlopricek
AC a BD a R je prusecik piimek AD a BC. Pak ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz jsou néjaké
dvél® piimky obsahujici protéjsi strany nebo thlopiicky v ABC'D antirovnobézné v néjakém z uhli
APD, AQD nebo CRD.

Dikaz. 'V kazdé mozné konfiguraci (viz obrazky nize) plyne tvrzeni snadno z charakterizace t&ti-
vovych ¢tyfuhelniktt pomoci obvodovych thli. PovSimnéte si také degenerovanych pripadi, kde dva
z pruseciki splynou a pfislusné rameno se stane te¢nou. Posledni obrazek ukazuje dvé izogonaly.

|

Cvigeni 34. Rozmyslete si, ze (anti)rovnobéznost ma podobné vlastnosti jako parita — antirov-
nobézka k rovnobézce je antirovnobézka a antirovnobézka k antirovnobézce je rovnobézka.

Cviceni 35. Dokazte, ze pokud jsou p a ¢ antirovnobézné vzhledem ke dvéma raznym uhlim
soucasné, pak maji tyto ihly kolmé ¢i rovnobézné osy.
Ndvod. Podminka tika, ze kdyz postupné pustime na p osovou soumérnost podle os obou thli,

dostaneme rovnobéznou pfimku. Kdy se to mize stat?

Cviceni 36. At ABCD je tétivovy. Bud P = ABNCD a Q = AD N BC. Ukazte, Ze osy Ghli
AQB a BPC jsou kolmé.

Ndvod. Pouzijte predchozi cviceni.

19Staci tedy ovérit antirovnobéznost jedné konkrétni dvojice piimek v jednom konkrétnim thlu,
z ni uz vyplyne tétivovost ABCD, a tim i antirovnobéznost kazdé takové dvojice pfimek v kazdém
ze zminénych uhla.
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Cviceni 37. Dokazte Shooting lemma pomoci antirovnobézek.
Ndvod. Tecéna vedend stfedem oblouku je antirovnobézna s jednou tétivou a rovnobézna s druhou.

Hlavni pfinos antirovnobézek nebo izogonal vsak lezi nékde jinde. Pro dikaz pfislusného tvrzeni
budeme ale potrebovat znamou vétu, se kterou jsme zatim jeSté nepracovali.

Tvrzeni 38. (Cevova?® véta) Je dan trojiuhelnik ABC, bod D na strané BC, bod E na strané
CA a bod F na strané AB. Piimky AD, BE a CF prochazeji jednim bodem pravé tehdy, kdyz
plati

|BD| |CE| |AF| _

IDC| " |EA]|FB]

Diikaz zde uvadét nebudeme.?!

Cevova véta se hodi, pokud je tfeba dat do souvislosti prochézeni pfimek jednim bodem a néjaké
pomeéry délek. My si ji jeSté upravime, abychom misto s délkami mohli pracovat s uhly.

Tvrzeni 39. (Goniometricky tvar Cevovy véty) V situaci z Cevovy véty plati

sin(|[IACF|) sin(|<BAD|) sin(|<CBD|) _ |BD| |CE| |AF|
sin(|[<KBCF|) sin(|[<<CAD|) ~sin(|<XABE|) _ |DC| |EA| |FB|’

takze pfimky AD, BE a CF se protinaji pravé tehdy, kdyz je leva strana vyse uvedeného vztahu
rovna jedné.

Dikaz.  Ze sinové véty pro trojuhelniky ABD a ADC' s vyuzitim identity |<{ADB| + |<<ADC| =

180° dostavame:

|BD| |AB| _|AB| _ |AC|  _|AB| _ [CD|

sin(|[<BAD|) = sin(|[<ADB|) ~ |AC| sin(|]<ADC|) =~ |AC| sin(|<<DAC|)’

|BD| _ |AB| sin(|<4BAD|) |CE| . |AF|
Tedy 1&p1 = [ac] " sm(<cAD]) " [EA| @ [FB]
benim dostaneme dokazovanou identitu (poméry délek stran trojuhelnika se zkréti). Zbytek plyne
z puvodni Cevovy véty.

Pro poméry plati analogické vztahy, jejichz vynaso-

Dostavame se ke klicovému tvrzeni.

Tvrzeni 40. (O existenci kamarddu) Je ddn trojihelnik ABC a bod P, ktery nelezi na jeho
kruZnici opsané. Pak izogonaly pfimek AP, BP a CP prochéazeji jednim bodem P’, ktery nazyvame
kamarddem?? bodu P vzhledem k trojiihelniku ABC.

Dikaz. (Casteény) Predpoklddejme, ze P lezi uvniti trojuhelniku ABC. Jelikoz se piimky AP,
BP a CP protinaji v jednom bodé, plati pro pfislusné uhly identita z goniometrické Cevovy véty,
tedy soucin pomeéru sind je roven jedné. Izogonaly ke zminénym primkam ,déli“ piislusné vnitini
thly trojahelnika ABC' na stejné kusy jako puvodni pfimky AP, BP a C'P, ale v opa¢ném poradi.
Zminény vyraz tedy vyjde jako prevracené Cislo nez pro puvodni piimky. To je ale opét jedna,
takze zpétnym pouzitim goniometrické verze Cevovy véty dostavame, Ze se izogonaly také protinaji
v jednom bodé P’.

20Giovanni Ceva ([¢éva]; 1647-1734) byl italsky geometr.
21Lze jej najit napt. zde http://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Ceva%27s_Theorem
22V angli¢ting se pouziva termin isogonal conjugate.
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A

]

Pro P mimo trojihelnik bychom postupovali podobné, ale potfebovali bychom Cevovu vétu i
v této situaci. Neobesli bychom se pfi tom bez orientovanych vzdélenosti a thli a sinové véty pro
orientované uhly, proto tuto cast tvrzeni ponechdme bez dikazu. Podivame se ale, pro¢ pro body
na opsané kruznici kamarad neexistuje.

Tvrzeni 41. Pokud P lezi na kruznici opsané a neni jednim z vrchola trojihelniku, pak jsou

izogonaly v tvrzeni o existenci kamaradi rovnobézné.2?

Diikaz. BUNO necht P lezi uvniti oblouku BC' neobsahujiciho bod A. Oznaéme P4, Pg a Po
obrazy bodu P podle os vnitfnich thla s pfislusnymi vrcholy. Pak APj4 je izogonala k AP a svird
s piimkou BC thel |[<ABC| + |<{BAP4s| = |<ABC| + |<PAC|. Podobné pfimka CPc svira
s piimkou BC thel |[<{PcCA|+ |[{ACB| = |<PCB|+ |<{ACBI|. Jelikoz P lezi na opsané kruznici,
plati |<<PCB| = |<{PAB| a muzeme oba vyse vyjadiené uhly secist:

|<ABC| + |<PAC| + |<PCB| + |<ACB| = 180°,
protoze |{PCB| + |<PAC| = |<{BAC)|. Z toho uz vidime, ze AP, || CPc. Analogicky bychom
dokazali, ze i treti izogonala je s prvnimi dvéma rovnobézna. 0

Cviceni 42. Rozmyslete si, ze kamardd kamarada je opét ptivodni bod.

Stafi znami kamaradi

Tak fajn, ke skoro kazdému bodu v roviné trojuhelnika umime najit jeho kamarada. A k ¢emu je
to dobré? Nejsou tieba néjaci dva kamaradi mezi vyznamnymi body trojuhelnika, které uz zndme?
Nasledujici cvi€eni a tvrzeni na tuto otazku ¢aste¢né odpovi. Ve vsech mame dany trojuhelnik ABC
a hovorime-li o néjakych vyznamnych bodech, jsou to ty jeho.

Cviceni 43. Najdéte vSechny body, které jsou svymi vlastnimi kamarady.
Ndvod. Jsou ctyfi.
Tvrzeni 44. V daném trojuhelniku jsou body O a H kamaradi.

Dikaz. Plati |[<<BAO| = 90° — v = |{HAC], takze AH je izogonala k AO. Analogicky odvodime
rovnosti i pro zbylé vrcholy. O

Toto tvrzeni neni samo o sobé moc objevné. Uz jsme jej vlastné znali, ale pouze jako rovnost
néjakych nadhodnych thli. Pamatovat si ho v nasi nové formulaci je ale vyrazné efektivnéjsi.

23 A mohli bychom tedy jeho kamarada definovat jako ,bod v nekoneénu v piislusném sméru“,
provést to korektné by vsak dalo praci.
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Piiklad 45. V tétivovém ctyithelniku ABCD si ozna¢me prusecik uhlopficek jako P. Dale na-
zvéme opsisté Ctyfuhelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelnikt APB, BPC, CPD a DPA jako
01, O3, O3 a O4. Ukazte, ze pfimky PO, 0103 a O204 se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Reseni. Pouzijeme piedchozi tvrzeni na trojthelniky ABP a CDP. Jelikoz je ¢tyfthelnik ABC D
tétivovy, jsou tyto trojuhelniky podobné a sdileji osu thlu u vrcholu P. Navic plati, ze kdyz jeden
z téchto trojuhelnikii zobrazime podle oné osy, bude obrazem druhého v néjaké stejnolehlosti se
zapornym koeficientem (odpovida prostfednimu obrazku vlevo za tvrzenim o antirovnobézkach
a tétivovosti). Obrazem PO;p podle této osy je tedy jednak piimka PHapp a zaroven piimka
POs. Toto vyplyva z predchoziho popisu toho, jak jsou pfislusné trojihelniky podobné, a toho, ze
zminéna stejnolehlost zobrazuje pfimky prochézejici jejim stfedem P samy na sebe. Z toho plyne,
ze PO3 je kolmé na AB a analogicky PO; je kolma na CD, tedy PO1003 je rovnobéznik (OO je
osa strany AB, tedy je na ni kolmd, podobné pro OO3). Analogicky bychom dokazali, ze PO2004
je rovnobéznik, a jelikoz se thlopricky v rovnobézniku puli, prochazi vSechny tfi pfimky ze zadani
stfedem tusecky PO.

Cviceni 46. (tézsi) Ukazte, ze rovnost |[[H| = |IO| plati pravé tehdy, kdyz jeden z uhla troju-
helniku je roven 60°.
Ndvod. Bud jsou trojuhelniky AIH a AIO podobné, nebo je AOIH t&tivovy ¢tyFuhelnik, to samé

plati i pro vrcholy B a C. Druhd moznost nemuze nastat ve vSech pfipadech a z prvni plyne, ze
AOS AC je kosoétverec.
Cviceni 47. Trojthelnik ABC je ostrothly. Budte D a E body na stranidch AB a AC takové,
ze B, C, E a D lezi na kruznici. Déle pfedpokladejme, ze kruznice opsand D, E a A protne stranu
BC ve dvou bodech X a Y. Ukazte, ze stfed XY je zaroven patou vysky z A na BC.

(Baltic Way 2010)

Ndvod. Staci dokazat, ze vyska z A obsahuje opsisté trojuhelniku ADE. Diky antirovnobéznosti
je to totéz, jako ze kolmice z A na DE prochazi opsistém trojuhelniku ABC'.

Cviceni 48. (t€z81) V trojuhelniku ABC osa use¢ky AH protind strany AB a AC po fadé
v bodech D a E. Ukazte, ze |<TAOD| = |[XTAOE|.

Ndvod. Diky kamaradstvi O a H a tomu, ze DE je osa AH, jsou rovnoramenné trojuhelniky ADH
a AOC podobné. Z toho vyvodte, ze |<XTAOD| = |X{ACH| = 90° — a, a analogicky postupujte pro
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bod E. (Crux)

Cviceni 49. V roviné se kruznice k1 a k2 o stfedech po fadé I; a I2 protinaji v bodech A a B.
Necht je tihel I3 Al> tupy. Te¢na ke k1 v bodé A protind ks jesté v bodé C a te¢na ke k2 v bodé
A protina ky jesté v bodé D. Oznacme k3 kruznici opsanou trojuhelniku BCD. Necht E je stied
toho oblouku C'D kruznice k3, ktery obsahuje bod B. Pfimky AC a AD protinaji k3 po fadé jesté
v bodech K a L. Dokaite, ze piimky AE a KL jsou navzajem kolmé. (MEMO 2011)

Ndvod. Vyuhlete, ze E je opsisté trojuhelniku ACD.

Obecné vlastnosti kamaraduil

Zacneme alternativnim zpusobem konstrukce kamarada.

Tvrzeni 50. (Alternativni definice kamarada) Kamardd bodu P je opsisté trojuhelniku s vrcholy
v osovych obrazech P pres strany.

Dikaz. Budeme predpokladat, ze P lezi uvnitf trojihelnika. Jinak je dikaz obdobny, pouze vy-
poé&ty thlt vypadaji trochu jinak. Ozna¢me P’ zminéné opsisté a déle P. a P, osové obrazy bodu
P po tadé pies strany AB a AC. Vrchol A ziejmé lezi na ose tusecky P.Py, stejné jako bod P’. Diky
definici bodt P, a P. pomoci osové soumérnosti plati |<{P,AP.| = 2a, a tedy |<{P'AP,| = a. Nyni
uz snadno dopoéitame |{P'AC| = |<P!APg| — |XCAPy| = a — |[<PAC| = o — (a — |[<PAB|) =
|<{PAB]|, takze AP je izogonalni s AP’. Analogicky bychom dokazali i ostatni izogonality, a tedy
P’ je opravdu kamarad bodu P.

O

Poznamka 51. NaSe nova definice kamaradda by méla selhdvat na stejné mnoziné bodu jako
definice ptivodni. Ze tomu tak skutecné je, ¥ikd tvrzeni o Simsonové piimce — trojice bodi na
primce nema zadné opsisteé.

Poznamka 52. V prvnim vzorovém FeSeni druhé ulohy prvni seridlové série jsme dokazovali, ze
H je opsistém v trojuhelniku O, OpO.. Nyni uz je nam to jasné z predchoziho tvrzeni a toho, ze O
a H jsou kamaradi.

Cviceni 53. KruzZnice k vytne na kazdé strané trojuhelnika ABC tusecku. Ukazte, Ze potencni
stFed kruznic sestrojenych nad témito tisekami je kamarad stfedu kruznice k.
(zobecnéné IMO 2008)

Ndvod. Diky predchozimu tvrzeni staci dokazat, ze opsisté trojuhelnika s vrcholy v osovych obra-

zech stfedu k pres strany ma stejnou mocnost k libovolnym dvéma z kruznic nad pruméry. Napiste

mocnosti ve tvaru ,vzdéalenost od stfedu na druhou minus polomér na druhou“.

Tvrzeni 54. (Six feet theorem) Paty kolmic bodu P a jeho kamardda P’ na strany trojuhelnika

ABC lezi na jedné kruznici.

Dikaz. Oznaéme paty kolmic ze zadani Py, Py, Pe a P}, P|, P.. Stted S usetky PP’ zfejmé lezi

na oséach usecek P, P!, P,P/, P.P/. Jinymi slovy, S je stejné vzdaleny vzdy od dvou pat na jedné
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strané. Staci tedy dokdzat, ze lezi také na ose useCky P,P. (a pak analogicky na dalsich osach).
Nyni pouZijeme tvrzeni o alternativni konstrukci kamardda. Bod P’ jakoZto kamarad bodu P je
opsisté osovych obrazii P pies strany. Oznaé¢me je Oq, Op a O.. Bod P’ tedy specialné lezi na ose
tsecky OpOc. Stejnolehlost se stfedem v P a koeficientem % pak ukazuje, ze S lezi na ose P, FP., a
jsme hotovi. O

/
Py

Cvigeni 55. Uvnitf trojihelniku ABC' je dan bod P. Necht A’, B’ , C' jsou paty kolmic z P na
prislusné strany. Kruznice opsané trojuhelniku A’ B’C’ protina stranu BC podruhé v bodé A”. Na
usecce A” B’ nalezneme bod X takovy, ze |[<XAC| = |<{PAB)|. Ukazte, ze |[{TAX B| = 90°.

Ndvod. Dokreslete kamarada P a pouzijte pfedchozi tvrzeni. Douhlete.

Symediany

je ziejmé priise¢ikem symedian, nazyvame Lemoiniv3* bod a znaéime jej K.
Nyni se podivame na vlastnosti symedian, na Lemoiniv bod si posvitime priste.

Tvrzeni 56. (O pruseciku te¢en) Je dén trojihelnik ABC. Priisec¢ik tecen ke kruznici jemu opsané
vedenych body B a C oznac¢me S. Pak AS je a-symediana.

Dikaz. Bodem S vedme antirovnobé&zku k BC' vzhledem k Ghlu BAC a jeji priseciky s piimkami
AB a AC ozna¢me X a Y. Diky antirovnobéznosti plati |[<XY A| = g a diky vlastnostem CS
(tisekovy tuhel) plati |[<{SCY| = B. Trojuhelnik CSY je tedy rovnoramenny se zakladnou CY.
Analogicky je trojuhelnik BXS je rovnoramenny se zdkladnou BX. Diky definici bodu S (stejné
dlouhé useky tecen) je tedy S stfedem tsecky XY. Nyni uz by ndm mélo byt jasné, ze AS je a-
symediana, protoze je ,téZnici vici antirovnobézce“. Presnéji feceno, osova soumérnost podle osy
thlu BAC zobrazi XY na rovnobézku s BC a pfimku AS na spojnici bodu A a jejiho stfedu, ¢ili
a-téznici. Tedy AS je izogonala k a-téZnici, neboli a-symediana.

24Bmile Lemoine ([lemudn]; 1840-1912) byl francouzsky inZenyr a matematik.
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Cvicéeni 57. Symediana lezi vzdy mezi osou thlu a vyskou.
Ndvod. Pouzijte posledni tvrzeni a dokreslete bod S.

Cvic¢eni 58. Symedidna z vrcholu A je mnozina vnitinich bodd X thlu BAC, jejichz pomér
vzdalenosti od strany b a c je roven b/c.

Ndvod. Pro kazdy bod téznice je tento pomér presné opacny.

Cviceni 59. Je dan trojahelnik ABC, v némz |AC| = 2|AB|. Ke kruznici k jemu opsané sestrojme
teny v bodech A a C' a jejich priisecik ozna¢me P. Dokazte, ze prisecik pfimky BP a osy strany
BC lezi na kruznici k. (Vybérko 2013)

Ndavod. Poznejte symedianu, dokreslete prislusny stied strany a dokazte, ze ona symediana protina
k ve stfedu oblouku BC.

Cvic¢eni 60. Symedidna je mnozina stfed antirovnobézek s protéjsi stranou.

Ndvod. Je to jen ,izogonalni“ verze faktu, Ze téZnice je mnozina stfedii rovnobézek s protéjsi
stranou a také dusledek posledniho tvrzeni.

Zaveér
The only angle from which to approach a problem is the TRY-Angle. — neznamy autor

Gratulujeme vsem, ktefi docetli seridl az sem. V pfistim dile se muzete tésit na drsnéjsi pokraco-
vani povidani o kamaradech, konkrétné ptijde o vlastnosti Lemoinova bodu a o néjaké dalsi dvojice
kamarada. Dale s nami pak, alesponi doufame, stanete v tzasu nad Ponceletovym porismatem a
vétami od panua jako Feuerbach nebo Fontené.

Priejeme dobré napady pfi feseni tloh druhé seridlové série, jejiz tulohy jsou Fazeny ne podle
obtiznosti, ale podle témat v poradi kopirujicim druhy dil serialu.2? S jakymikoliv dotazy k zadanim
tloh, ke cvi¢enim (jsme si védomi toho, Ze ndvody k nim jsou nékdy hodné stru¢né) nebo k cemukoliv
jinému se na nas nevahejte obratit.

autori

25Tentokrat to nejen nendpadné naznadime.
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Vysledky po 3. podzimni sérii

Detailni vysledky jednotliych sérii nalezne$ na nasem webu: mks.mff.cuni.cz/vysledky
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DI Matematicky korespondencni seminar

36. ro¢nik (2016/2017), (2. komentére) B

214. Alexander Csizmar 2  GMikul23PL - - 8 - 7,96 41
215. Laura Spakova 2 G Kezmarok 2 5 - - 17,18 7
216.—219. Alice Janackova 1 G Chotébor 7 - - - 6,79 7
216.—219. Matous Moravec 1 PORG PH - - - 6,79 7
216.—219. Adam Vavrecka 1 GBezruceFM 7 - - - 6,79 7
216.—219. Vaclav Zvonicek 1 GJaroseBO 7 - - 6,79 7
220.—222. Denisa Jandova 2  GMikul23PL - - 7 - 6,76 7
220.—222. Toméas Sladek 2 SSNvh - 7 - - 6,76 7
220.—222. Linh Giang Tran 2  GMikul23PL - - 7 - 6,76 7
223. Karolina Tulingerova 2 AkademG PH 7T - - — 6,72 15
224. Viclav Prosser 4 GMikul23PL - 6 - - 6,00 6
225. Jiri Vala 3 GJaroseBO - 6 — - 5,88 241
226. Vojtéch Lengél 3 GZborovPH - - - 6 5,62 150
227. Dominik Bartosek 3 SSZivSokol 6 — - 5,563 6
228.-229. Jan Cesnek 2 GlJarogeBO 5 — — 5,27 5
228.—229. Aneta Titzova 2 GlJaroseBO 5 0 - — 5,27 5
230. Ha Mi Dao 2  GSmejkalUL 5 - - - 5,13 32
231. Vladimir Kelbl 4 GJaroseBO 5 - - — 5,00 5
232.-233. Jiri Janousek 1 GBudgjovPH 5 - - — 4,89 5
232.—233. Petra Simonovska 1 OA Dusni -5 - - 4,89 5
234. Jakub Horyna 4 GNVPlaniPH 5 - - — 4,83 22
235. Patrik Beliansky 3 SSNvh 4 - 4,23 4
236. Michal Rickwood 3 G CTiebova 4 - - — 4,21 9
237.—238. Markéta Machalova 4 WichtG OS 3 -1 - 4,00 4
237.—238. Monika Matouskova 4 G MasNamTR - 4 - — 4,00 4
239. Anna Tritschlerova 0 GCON CesBud 0 4 - 3,66 4
240. Marika Sejblova 3 VOSp SPgS 3 - - - 2,88 3
241.—243. Lukas Antos 2 G Turnov - - 2 - 1,91 2
241.—243. Katefina Malcankova 2  GJaroseBO -2 - - 1,91 2
241.—243. Monika Suchd 2  GMikul23PL -2 - - 1,91 2
244. Miroslav Belacik 3 SpojenaS - -1 - 1,47 1
245.—250. Iveta Drasarova 3 VOSp SPgS - - 0 0 o,00 0
245.—250. Michaela Holcova 3 VOSp SPgS - -0 0 0,00 0
245.—250. Anna Jandova 2 G Leg PB 0 - - - 0,00 40
245.—250. Filip Kubalek 1 GNeumannZR 0 - - - 0,00 0
245.—250. Milan Sarzik 3 G Puchov 0 - - - 0,00 0
245.-250. Petra Vavrova 3 VOSp SPgS 0 - - — 0,00 0
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