Finalni myS-mas

4. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. KVETNA 2016

V této sérii je mozné za kazdou ulohu ziskat az 5 bodi a na rozdil od bézné série se tentokrat
zapocitavaji vSechny tlohy.

ULoHA 1.

Byla nebyla jedna krychle beze zbytku pokryta n trojihelnikovymi tapetami. Tapety se smi ohybat
pres hrany krychle,! ale nesmi se trhat ani prekryvat samy se sebou ani s ostatnimi tapetami.
Rozhodnéte a dokazte, zda opravdu byla, ¢i nebyla, pro

(a) n=4, (2 BODY)
(b) n=3. (3 BODY)
ULOHA 2.

5
(a) Ukazte, ze pokud je pro m a n pfirozend pomér ﬁ celociselny, pak i pomér % je celociselny.
(2 BODY)

(b) Je dan trojuhelnik a bod uvnitf néj. Timto bodem vedeme rovnobézku s kazdou stranou.
Tyto rovnobézky déli trojuhelnik na t¥i rovnobézniky a ti¥i trojuhelniky. Soucdet obsahu téchto
trojihelnikti ozna¢me s, obsah celého trojuhelnika ozna¢me S. Urcete nejmensi moznou hodnotu

poméru . (3 BODY)
ULoHA 3.

Rozhodnéte, zda lze na Sachovnici 8 X 8 umistit dva

(a) krale (2 BODY)
(b) prince (kréle bez moznosti diagonalnich tahu) (3 BODY)

a nasledné s nimi provést posloupnost taht tak, aby se v kazdé mozné pozici ocitli pravé jednou.
Tahne vzdy libovolna z figur zptisobem povolenym pro krale resp. prince. Sachové ohrozovéani ani
vyhazovani se nebere v tvahu a figury nesmi stat na stejném poli¢ku. Pozici rozumime uspofadanou
dvojici policek, na kterych kralové nebo princové pravé stoji. (Tedy naptiklad jejich prohozenim
vznikne jind pozice.)

ULOHA 4.
(a) Rozhodnéte, zda ze zvyraznénych oblasti na obrazku mé vétsi obsah Sedé, nebo Srafovana.
(2 BODY)

1Vsimnéte si, e neni mozné tapetu nalepit pies vrchol krychle, aniz bychom ji pomuchlali.



(b) Rado ma pizzu ve tvaru ¢tverce 30 X 30. Patvarem nazvéme mnohouhelnik (ne nutné konvexni)
se stranami rovnobéznymi se stranami pizzy. Rado roziezal pizzu na nékolik patvari se souctem
obvodu 600. Ukazte, ze n&jaky kousek pizzy ma obsah alespon 36. (3 BODY)

ULoHA 5.
(a) David na svych cestdch zabloudil do zemé, kde je koneéné mnoho silnic, kazda z nich za¢ina
a kondi k¥izovatkou a kazda kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou byt klikaté a mimotroviiové se
kiizit.) Rekl si, Ze by si ji rad prohlédl, ale trochu se obaval, aby se tam plné neztratil. Naplanoval
si to tak, ze vyrazi ze kiizovatky u hospody Na mytince, na lichych kfizovatkach odbodi vlevo a na
sudych vpravo.? Muze si byt jisty tim, Ze se po néjakém Ease ocitne opét u hospody Na mytince?
(2 BODY)
(b) Bludisté sestava z koneéné mnoha poli¢ek ¢tvereckované sité a je po obvodu ohrani¢eno zdmi.
Rovnéz mezi nékterymi dvojicemi sousednich poli¢ek mohou byt zdi. Ctverecky jsou orientovany
podle svétovych stran. Na nékterych polickach se nachazeji branci. Poc¢ateéni pozice kazdych dvou
branct spojuje cesta, kterd nevede skrz zed. General Konadra mtze udilet povely SEVER, JIH,
VYCHOD nebo ZAPAD. Vsichni branci se poté pokusi pohnout o jedno policko danym smérem.
Branec, ktery se pohnout nemutze, protoze mu v kroku bréni zed, ztstane stat. Ukazte, ze generdl
majici dobry vyhled na celé bludisté umi vydavat povely tak, aby vsichni branci po kone¢ném poétu
povelt stéli na jednom policku. (3 BODY)

ULOHA 6.
(a) Bud n > 2 pfirozené ¢islo. Dokazte, ze

2 .3
22 < 3
N N——
n-krat  (n — 1)-krét

Takzvané patrové mocniny, které se v dokazovaném vztahu vyskytuji, se vyhodnocuji shora, tedy
napt. 32° = 3(2%) = 38 = 6561. (2 BODY)

(b) Ukazte, ze pro kazdé ptirozené n a kazdou n-tici kladnych redlnych &isel z1,x2,. .., z, plati

(I4+z)A4+z14+x2)--- (1421 +x2+-~~+xn)2\/w1w2~~wn(n+1)"+1.

(3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Kolik nejvice prusecikii se stranami ne (nutné konvexniho) 333-thelniku muze mit pfimka,
kterad neni s zadnou z nich rovnobézna?

(2 BODY)
(b) V ostrouhlém nerovnoramenném trojihelniku ABC je |<TABC| = 60°. Necht O a H znaci po
fadé stfed kruznice opsané a prusecik vysek. Pokud P a @ jsou priseciky pfimky OH se stranami
AB a BC, ukaizte, ze |PO| = |HQ)|.

(3 BODY)

2David si bude v duchu pocitat, kolik kiizovatek jiz prosel, a podle tohoto poétu se bude
rozhodovat. Klidné se mu tedy muze stat, ze prijde na stejnou kfizovatku podruhé, ale rozhodne
se odboc¢it jinym smérem.



