Do nekoneCnaajestédal....................

Na pocdtku bylo slovo, a to slovo bylo od Matematika, a to slovo bylo ,mnozina®.

Dil druhy — pevné zaklady

V tomto dile si ukdzeme, jak se matematika asi pred sto dvaceti lety rozbila, a pfedevsim to, jak ji
nasledné opravili. NenavaZzeme tedy na prvni dil hned, ale az zhruba v poloviné serialu.

Mozna totiz v prvnim dile nebylo jasné, pro¢ pfi snaze sestrojit obrovské mnoziny pouzivame tak
rafinované konstrukce namisto toho, abychom prosté tplné vSechny mnoziny nahézeli do jednoho
pytle. To uz bude urcité nejvétsi mnozina. Nic vétsiho nevyrobime. Jenze v tom je pravé ta potiz,
vzdyt jsme si ukazali, Ze vzdycky milZeme sestrojit v&tsi mnozinu pomoci potence. Jak to? Kdyz si
vzpomeneme na davod, pro¢ je potence vétsi nez puvodni mnozina, dostavame Russeliv paradox:

Russel: ,,Existuje mnozina vSech mnozin?*

Intuice: ,,Ov8em Ze ano. Pro¢ by méla neexistovat?

Russel: ,,A obsahuje tato mnozina sama sebe?“

Intuice: ,,Jasné, obsahuje pfece vSechny mnoziny.*

Russel: ,,A existuje mnozina vSech mnozin, které neobsahuji samy sebe?*

Intuice: ,,Jasné, staci z mnoziny vSech mnozin vyhodit ty prvky, které samy sebe obsahuji.“

Russel: ,,A obsahuje tato mnoZina sama sebe?“

Intuice: ,,Jejda.“

Problém spociva v tom, ze z definice mnoziny vSech mnozin neobsahujicich samu sebe vyplyva,
7e tato mnozina se obsahuje pravé tehdy, kdyz se neobsahuje. Obé varianty vedou ke sporu.

Matematika ale nesmi vést sama o sobé ke sporu. Kdyz jsme dostali spor, znamena to, ze jsme
ji Spatné vybudovali. Po objevu Russelova paradoxu matematici badali nad tim, jak zaridit, aby
fungovala veskera dosud vybudovand matematika, ale jiz nikoli Russeltiv paradox.

S feSenim prisli panové Zermelo a Fraenkel. Sestavili pro matematiku sadu axiomd — to jsou
tvrzeni, kterd se bez dikazu povazuji za pravdiva, jedna se tedy o zdkladni kameny matematiky.
Podle téchto axiomu neni mnozinou jen tak ledaco, axiomy davaji pro tvorbu mnozin striktni
pravidla. Nemtizeme si tedy jen tak vzit mnozinu vSech mnozin. Naopak Russeltiv paradox sporem
dokazuje, ze zadnd mnozina vSech mnozin ve skutec¢nosti neexistuje.

Jazyk teorie mnozin

Napred si predstavime formalni jazyk, ve kterém jsou axiomy psané. Jedna se o jazyk hovorici
o mnozinich, zddné jiné matematické objekty v ném zastoupeny nejsou. Mozna si ¥ikas: ,,No mo-
ment, a co prvky téch mnozin? O téch se mluvit neda? Co pfirozena c¢isla? Co body v roviné? Co
posloupnosti? Co funkce?“ Inu, vie tohle budou zase mnoziny.! Casem si definujeme, ktera mnozina

1Se situaci, kdy prvky mnoziny byly opét mnoziny, ses v minulém dile setkal(a) napiiklad
u potence P(X) — prvky potence jsou podmnoziny X, tedy mnoziny.
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je prirozenym cislem, kterd bodem v roviné, a tak podobné. V zakladnim jazyku teorie mnozin si
vSak vystac¢ime s nésledujicimi symboly.

(i) Zavorky a klasické logické spojky?: — (neni pravda, 7e), A (a zaroveii), V (nebo), = (im-
plikuje), < (pravé tehdy, kdyz).

(ii) Proménné — pismenka, kterd zastupuji néjakou mnozinu.

(iii) Kvantifikdtory: Symbol (Vz) (pro vSechna x) znamend, ze nasledujici vyrok plati, at za x
dosadime kteroukoli mnozinu, a symbol (3z) (existuje z) znamend, Ze je mozné v nasle-
dujicim vyroku dosadit za  néjakou mnozinu tak, aby byl splnén.

(iv) Rovnitko z = y znadi, Ze = a y jsou tytéz mnoziny.

(v) Nalezitko x € y znaéi, Ze mnoZina z je prvkem mnoziny y. Pozor! Prvek mnoziny a
podmnozina mnoziny jsou zasadné odlisné pojmy. Prvky mnoziny ¢asto nebyvaji jejimi
podmnozinami. Je rozdil mezi mnozinou z a jednoprvkovou mnozinou obsahujici = jako
prvek.

Z koncepce tohoto jazyka je patrné, pro¢ se o mnozinach rika, ze ,,Prvky mnoziny jsou neuspo-
fadané a nemohou se opakovat“. Samotny jazyk totiz neumoziuje zjistit, v jakém potadi prvky
v mnoziné jsou a kolikrat. Jediné, na co se lze ptat, je, zda = € y, ¢i nikoli.

Pomoci téchto symbola pak lze skladat takzvané formule — to je néco jako vyroky. Formule jsou
takové ndpisy, které jdou smysluplné precist. Formuli je tfeba (z = y) A (3z)(z € x), coz se predte
jako ,x je stejnd mnozina jako y a zaroven existuje z, které je prvkem mnoziny x.“ Zato naptiklad
3-) =€ « formuli neni, protoze je to zkratka blbost. Exaktné mizeme formuli definovat jako to, co
vznikne opakovanym pouzitim nésledujicich pravidel:

(i) Formulemi jsou z € y a x = y (pfipadné s jingmi proménnymi).

(i) Necht ¢ je formule.® Pak pfidanim kvantifikace na zacitek vznikne opét formule. Tedy
(Vz)(¢) a (3z)(p) jsou formule.

(iii) Aplikovanim logickych spojek na formule opét vzniknou formule. Tedy z formuli ¢, ¢
vzniknou napfiklad formule —(¢) nebo (¢) = (¥).

Pokud nedojde k nejednoznacnosti, 1ze zavorky v zapisu vynechat. Ke kvantifikdtoru v takovém
piipadé nélezi jen to, co po ném bezprostiedné nésleduje: (3z)(p) A (¥) znamend ((3z)(p)) A (¥).

Priklad. Ukéazeme konstrukci formule (z = y) = (Vz)(z € z & y € z). Z bodu (i) jsou formulemi
formalni napisy * = y, € z a y € z. Aplikovanim bodu (iii) ziskdme formuli z € z < y € 2. Dale
z bodu (ii) je formuli (Vz)(z € z < y € z) a nakonec opét z bodu (iii) dostaneme formuli

z=y= (Vz)(z €z y € 2).

Jesté prelozme tuto formuli do Gestiny: ,,Pokud jsou z a y stejné objekty (z = y), tak pro libovolnou
mnozinu z plati, Ze = je prvkem mnozZiny z pravé tehdy, kdyz y je prvkem mnoziny z.“ Riké tedy
jen to, ze kdyz jsou z, y stejné prvky, tak lezi ve stejnych mnozinach. To plati v kazdém piipadé,
¢ili tato formule plati obecné, pro libovolnou volbu? z, y. Zato formule, které jsme vytvofili cestou
(napiiklad z € z) nejsou obecné pravdivé.

Priklad. Chceme napsat formuli ,Mnozina z je jednoprvkova.“ Formule se muze opirat pouze
o to, které prvky lezi v této mnoziné, tedy , Existuje jeden prvek y mnoziny z takovy, ze kazdy
y takové, Ze y je prvkem x a zaroven pro kazdé z plati, ze pokud je z prvkem x, tak je z rovno y.“
Toto jiz lze pfimocare pfepsat do feéi symbolu:

By)(yexznV2)(z€x=2z=y)).

2Logické spojky jsou popsany napiiklad na http://www.matematika.cz/vyroky.

3Recké pismenko ¢ oznacujici néjakou formuli se éte ,fi“. Déale budeme pro formule pouzivat
pismenko ,,psi“ .

4Pokud zvolime z, y rtizné, tak vyjde formule pravdiva z toho dtivodu, Ze neni splnén predpoklad
implikace.



z prvkem z pravé tehdy, kdyz je z roven y.* Formule vypada takto:
By)(V2)(z €z = 2=1y).

Cvideni 1. Napis formuli, kterd fikd: ,,MnoZina z’ obsahuje stejné prvky jako = a jesté jeden
navic.“
Abychom nemuseli vSude psat saméa nalezitka, zavedeme jesté bézné pouzivané zkratky.
(i) = & y resp.  # y znamena —(x € y) resp. ~(x = y).
(ii) # C y (z je podmnozinou mnoziny y) znamena (Vz)(z € x = z € y).
(iii) Pokud za Vz okamzité nasleduje pozadavek na x, napiiklad (Vx € y)(...), jednd se
o zkratku za to, Ze p¥islusny pozadavek je predpokladem implikace, tedy (Vz)((z € y) =
)
(iv) Pokud za Jz okamzité nésleduje pozadavek na =z, napiiklad (3z C y)(...), jednd se
o zkratku za to, Ze p¥isluiny pozadavek je sou¢asné vyzadovan, tedy (3z)((z C y) A(...)).
(v) Zépis (Vz,y, z) je jen zkratka za sled kvantifikatori (Va)(Vy)(Vz), obdobné pro existenéni
kvantifikator.
(vi) Zapis y = {z : p(x)} (mnozina dand predpisem), kde p(x) je formule,® znadi, Ze y je
mnozina téch prvka z, které spliiuji formuli . Jedna se tedy o formuli (Vz)(z € y < ¢(z)).
Pozastavime se u posledniho bodu. Ten dava névod, jak interpretovat y = {z : p(z)}, ale
jiz nefika, jak do zékladniho jazyka pfelozit samotnou mnozinu danou predpisem, tedy samotné
{z : p(x)}. Pokud se ve formuli vyskytne takovd mnozina, pfelozime ji do jazyka teorie mnozin tak,
ze zalozime novou proménnou y, kterd se ve formuli dosud nevyskytuje. Tou nahradime (jeden)
vyskyt {z : p(x)} a pfed vzorec s timto vyskytem pfipiseme (Jy = {z : p(x)}).

Priklad. Prepiseme do zdkladniho jazyka formuli
{r:zee ANz eB}={z:2€ CAxe€ D}
Nejprve nahradime prvni vyskyt do tvaru
By={z:z€c ArnzeB})y={z:2 € CNAz e D})
neboli
G (y={z:zc ANz eB})A(y={z:z€CAzeD})

Nyni jiz mtzeme nahradit vyrazy podle bodu (vi):
(Hy)((Vm)(x cys(zecANzeB)A(Vr)(zcys (zeCAx e D))).

Poznamka. Skutec¢nost, ze mizeme mnozinu danou pfedpisem napsat, jesté nezarucuje jeji exis-
tenci a jednoznacnost. Jednoznacnost vyplyne z axiomu extensionality, existence v nékterych pfi-
padech nebude mozné vibec (jak ukazuje Russeliv paradox). Pokud si tedy napfiklad formélné
rozepiSeme tvrzeni a € {z : * = z}, zjistime, Ze jsme dostali nepravdivou formuli (kde nepravdivost
vyplyvé z neexistence mnoziny vSech mnozin, kterd vyplyne az z axiomu vydéleni).

Za Casto pouzivané typy mnozin danych predpisem zavedeme dalsi zkratky. V téchto pripadech
z axiomu vyplyne dokonce existence.
(i) {=zo,...,zn} (MnoZina zadand vyctem prvkid) znadi {z:z=xzoV - -V 2z =1z}
(i) zNy (prﬁnik z a y) znafi mnozinu {z:z € x A z € y}.
(iii) = \y (mnozinovy rozdil x minus y) zna¢i mnozinu {z: z € x A z &€ y}.
(iv) zUy (sjednocent z a y) zna¢i mnozinu {z:z € zV z € y}.
) P(z)

i
(v (potence x) zna¢i mnozinu {y : y C z}.
5To, 7e se tato formule jmenuje ¢(z), a ne jen ¢, naznaduje, Ze se = v této formuli nejspise bude
vyskytovat, a ze tedy na x zavisi jeji platnost.



Priklad. Formule a € {c,{d}} se do zakladniho jazyka prepiSe takto:

(30)Gy1) (0 € y1 A (V2)(2 € yo & 2 =) A (V2) (2 € 1 & (2 =V 2 = 0)) ).

moznych hodnot takového vyrazu. Napiiklad pokud mame zafixované mnoziny z a y, znaéi {{a, b} :
a € z,b € y} mnozinu {c: (Ja € z)(Ib € y)(c = {a,b})}.

Nyni jiz se takika muZeme pustit do axiomi, tedy formuli, jejichz platnost se v teorii mnozin
automaticky predpokladéa. Posledni véc, kterou je tfeba o téchto axiomech pochopit, je, Ze se nejednéa
o axiomy logiky. K logice budeme pfistupovat intuitivné — naptiklad chapeme, ze kdyz x = y, tak
muzeme ve formuli nahradit = za y a nezméni se tim jeji platnost. Nebo ze kdyz plati ¢ V ¢ a
neplati ¢, tak plati ¥. Popsat a vysvétlit axiomy logiky a formalni dedukci by bylo na mnohem
delsi povidani. Axiomy teorie mnozin jsou od toho, aby jasné definovaly, jak se chova nélezitko, a
tedy, co pfesné muzeme délat s mnozinami.

Axiomy

Za kazdym axiomem je vysvétleno, co fika a k ¢emu slouzi. Ale v principu by tento doprovodny
text nemusel byt tfeba. Jestli si chces popfemyslet, zkus nejprve pokazdé pochopit axiom bez néj.
(0) Axiom existence:

(3z)(Vy)(y € ).

Cesky feceno: Existuje mnozina x takova, ze pro zddnou® mnozinu y neni y prvkem mnoziny z.
Jinymi slovy & nema zadny prvek. Tuto mnozinu z budeme nazyvat prdzdnd mnozina a budeme ji
znadit (.

(1) Axiom extensionality:

V2)(ze€xz e zey) = (z=1y).

Tento axiom Fika, Ze mnozina neni ddna ni¢im jinym nez svymi prvky. Tedy napfiklad prazdna
mnozina, prunik, sjednoceni, potence, mnozina zadana vyctem prvkia ¢i obecnd mnozina zadand
pfedpisem je (pokud existuje) ddna jednozna¢né. Opaéné implikace — Ze stejné mnoziny obsahuji
stejné prvky — také plati. Ta vyplyva pfimo z axiomu logiky, povazujeme ji tedy za jesté samoziej-
méjsi nez axiomy teorie mnozin.
(2) Axiom dvojice:

(Vz,y)(3d)(d = {=,y})

neboli pro kazdé dvé zadané mnoziny existuje mnozina, ktera obsahuje pravé je. Tento axiom mimo
jiné zarucuje i existenci jednoprvkovych mnozin {z}, protoze {z} = {z, z}.

Cvideni 2. Doka? ,opak extensionality”: (Vz)(z € z & y € 2) = (z = y).

(3) Schéma axiomt vydéleni: To, Ze se jedna o schéma, znamena, Ze za jisty kus axiomu je
mozné dosadit skoro jakoukoli formuli a da se fici, ze takto vlastné vyrobime nekoneéné mnoho
axioml. V tomto pripadé je mozné za ¢(z) dosadit formuli, kterd v sobé neobsahuje y. Pak je
axiomem

(V&) (3y)(V2) (2 € y & (2 € T A p(2))).

Jinymi slovy toto schéma zarucuje existenci mnoziny y dané predpisem {z : z € £ A p(2z)}. Jedna se
o vydéleni téch prvkii z mnoziny z, které spliiuji formuli ¢(z), vyslednou mnozinu budeme znacit
i{z € z: p(2)}. Pouzitim axiomu vznikne vzdy podmnozina néjaké existujici mnoziny, takze ke
konstrukci mnoziny vSech mnozin tento axiom pouzit nelze.

6V gesting ma slovo ,z4dna“ takika stejny vyznam jako slovo ,kazda“. Sloveso rozhoduje, které
z téchto dvou slov se ma pouzit. Divné se zde chova cestina, nikoli formalni jazyk.
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Priklad. Axiom vydéleni je mozné pouzit i ke konstrukci praniku a Nb. Za formuli ¢(z) zvolime
z € b. Dale za z dosadime a a pouzijeme axiom. Dostavame y splitujici (Vz)(z € y < (z € aAz € b)).
Tedy y =anb.

Cviéeni 3. Odvod pomoci axiomu vydéleni existenci mnoziny a \ b.

(4) Axiom sjednoceni:
(Vo)(3s)(Vz)(z € s & (Fy € z)(z € v)).

Tento axiom fika, ze kdykoli madme mnozinu x, mizeme sjednotit vSechny mnoziny, které v x lezi.
Toto sjednoceni s znacime |Jx. Pouziti axiomu dvojice a nasledné axiomu sjednoceni zarucuje
existenci sjednoceni dvou mnozin x U y.

x Uz

Navic mizeme pokracovat a sestavit pomoci tohoto axiomu libovolné velkou kone¢nou mnozinu

danou vy¢tem {zo,z1,...,Tn_1}. Existuji totiz jednoprvkové mnoziny {zo},{z1},...,{zn-1} a
postupnym aplikovanim sjednoceni dvou mnozin z nich dostavame {zo,z1}, {zo,z1,z2},..., az
nakonec ziskdme {zo,x1,...,Zn—1}.

(5) Axiom potence:

(Vz)(3y)(y = P(2)).
Cviceni 4. Pfepi§ axiom potence (tedy tvrzeni ,existuje potence z“) jen pomoci zakladniho
jazyka teorie mnozin.

(6) Schéma axiomu nahrazeni: Mé&jme formuli ¢(x,y), kterd v sobé neobsahuje b, yo ani yi.

Symbolem % (z, yo) resp. ¥ (z,y1) znac¢ime Gpravu formule ¥ (z,y), ve které nahradime proménnou
y za proménnou yo resp. yi. Pak je axiomem

(Vz, 90, y1) (¥ (2, 90) A (2, 91)) = (yo = y1)) = (Va)(3b)(Vy) (y € b & Bz € a)(¥(z,y)))-

I kdyz je tohle schéma na prvni pohled opravdu nestravitelné, prekvapivé to s nim neni az tak
hrozné. Necht f je zobrazeni, které mnoziné x pfifadi mnozinu y, aby platilo ¢ (z,y). Celd prvni
zévorka je jen podminka pozadujici, aby f bylo jednozna¢né urcené zobrazeni, tedy aby bylo k jed-
nomu  pfifazeno jen jedno y. Axiom pak Fikd, Ze obrazy prvki mnoziny a (pfesnéji té jeji ¢asti,
kterd lezi v defini¢nim oboru) v zobrazeni f opét tvofi mnozinu.

Pokud budeme chapat zapis f(x) = y jako formalni 1(z,y) mizeme axiom prepsat do tvaru

(v, 50, y1) ((f () = yo) A (F(x) = y1)) = (Yo = y1)) = (Ya)(I)(b = {f(z) : = € a}).
(7) Axiom fundovanosti (nebo téz regularity):
(Vo # 0)(3y € 2)(vz € y)(= ¢ 2).

Tento axiom pozaduje, aby kazda neprazdna mnozina obsahovala prvek, ktery je s ni disjunktni”.
Neni to intuitivni pozadavek a my nebudeme tento axiom pfili§ potfebovat. Smyslem tohoto axiomu
je vyloucit existenci divnych mnozin.

“Slovo disjunktni znamend neprotinajici se, tedy #e dané mnoziny maji prazdny prinik.
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Cviceni 5.
(i) Ukaz, ze nemize existovat mnozina a splitujici a € a.
(ii) Ukaz, ze nemohou existovat mnoziny a, b takové, ze (a € b) A (b € a).

(8) Axiom nekoneéna:
(Am)(0 € m A (Yo € m)(z U {z} € m)).

Tento axiom zaruéuje existenci nekone¢né mnoziny m jistou konkrétni konstrukci, ackoli jedno-
znaCné mnozina m urcend neni. Podstata tohoto axiomu spociva v sestrojeni alespon néjaké ucho-
pitelné nekoneéné mnoziny. Se vzniklou mnozinou se setkdme pti konstrukci mnoziny vSech pfiro-
zenych Cisel.

Cviceni 6. Prfepis§ axiom nekonecna jen pomoci zakladniho jazyka teorie mnozin.

(9) Axiom vybéru:
(‘v’a)((‘v’a: ca,y€a)z£yszny=0)= (Ib)(Vz € a)(Fy)(zNb= {y}))

Tento axiom Fikéd, Ze pokud méme mnoZinu a nepriazdnych disjunktnich mnozin, tak je mozné
z kazdé mnoziny vybrat po jednom prvku a sestavit z téchto prvkd mnozinu b. Intuitivné tento
axiom tika, Ze je mozné provést nekonec¢né mnoho nahodilych vybért najednou. Podrobnéji se mu
budeme vénovat v pfistim dile.

Tato (obvykle pouzivand) sada axiomu trochu pfekvapivé neni minimalni — tfi axiomy by bylo
mozné vyskrtnout, aniz bychom o jejich platnost prisli, jak ukazuje nasledujici cviceni.
Cviceni 7.
(i) Uvédom si, ze platnost axiomu existence plyne z axiomu nekoneéna.

(ii) Odvod schéma axioml vydéleni ze schématu axiomt nahrazeni.
(iif) Odvod axiom dvojice z axiomi existence, potence a nahrazeni.

To, ze se uvadéji i nadbytecné axiomy, je dano historickymi a pedagogickymi diavody — preci
jen je snazsi pochopit axiom dvojice nez axiom nahrazeni. Dalsim divodem je, Ze se obcas uvazuji
jiné teorie mnozin bez axiomu potence ¢i bez axiomu nahrazeni, ale témito verzemi se zabyvat
nebudeme.

Dvojice a kartézsky soucin
Nyni si ukdzeme, jak pomoci mnozin vytvorit nékteré znamé struktury, které se od béznych mnozin
lisi.

Neusporddand dvojice obsahujici prvky a a b je mnozina {a,b}. Obecné se tedy jedna o dvou-
prvkovou nebo jednoprvkovou mnozinu.

Uspotddand dvojice (a,b) je mnozina {{a}, {a,b}}.
Cviéeni 8. Ukaz, ze uspofadana dvojice (0, {0}) je prvkem P(P(P(P(0)))).

Nasledujici cviceni fika, ze usporadané dvojice se chovaji tak, jak bychom chtéli, tedy Ze jedno-
znacné urcuji svaj prvni i druhy prvek.
Cviéeni 9. Ovéf, ze pokud (ag,bo) = (a1,b1), tak uz nutné ap = a1 a bg = bs.

Kartézsky soucin A x B je mnoZina obsahujici vSechny uspofddané dvojice (a,b), kde a € A,
b € B, lze jej tedy zapsat jako {(a,b):a € A,b € B}.
Priklad. Ukazeme z axiomd, Ze pro libovolné dvé mnoziny A, B existuje kartézsky souc¢in Ax B =
{(a,b) : a € A,b € B}. Pro kazdé a, b plyne existence dvojice (a,b) z trojndsobného pouziti axiomu
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dvojice.® Dale zafixujeme a a definujeme formuli ¥ (z,y) jako y = (a,z). Diky axiomu nahrazeni
existuje mnozina obrazl vSech b € B v tomto zobrazeni, tedy mnozina X, = {(a,b) : b € B}.
Tim uZ jsme skoro hotovi, sta¢i sjednotit mnoziny X, pro a € A. Mnozina X, existuje, at zvolime
kterékoli a. Uvazme jinou formuli ¢ (z,y), a to y = {(z,b) : b € B} (neboli y = X;). Pouzitim
axiomu nahrazeni na mnozinu A dostdvame mnozinu {X, : a € A}. Aplikovanim axiomu sjednoceni
na tuto mnozinu dostavame A x B.

B Xa {X(L RS A} A X B

A

Cviceni 10. Dokaz existenci kartézského soucinu bez pouziti axiomu nahrazeni.

Ttidy a dvoji pohled na zobrazeni

V prvnim dile jsme definovali zobrazeni (neboli funkeci) jako predpis, jak pfemeénit jeden typ objektii
na jiny. Toto lze formalné piepsat pomoci formule jako v axiomu nahrazeni: Uvazme formuli ¢ (z, y),
ktera neobsahuje proménné yo,y1, a navic pro ni plati

(Vz,yo,y1) (¥ (z,y0) A (z, 1)) = (yo = 1))-

Pak takova formule urcuje tridovou funkci fy, kde zépisem fy(x) rozumime ten jediny prvek y,
ktery spliiuje ¥ (z,y) (existuje-li). Takto popsand funkce je formuli, nikoli mnozinou. Dalsi formule
ale mohou mluvit jen o mnozinach. Nelze tedy naptiklad napsat formuli, ktera by znamenala ,exis-
tuje zobrazeni“, coz je naptiklad pro porovnavani mohutnosti mnozin celkem podstatny problém.
Proto definujeme funkci coby mnozinu.

Mnozinovou funkci f: A — B, kde A, B jsou mnoziny, myslime néjakou podmnozinu souéinu
f C Ax B, takovou, ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B spliujici (a, b) € f. I zde piSeme
fla) =0.

Jakmile mame takovou mnozinu f, miizeme pomoci ni napsat odpovidajici formuli 9 (z, y) coby
(z,y) € f. Takto jsme prevedli mnozinové zobrazeni f na tiidové zobrazeni fy, problém je, ze
obracené to nemusi byt mozné provést. Pro lepsi uchopeni si objasnime pojem tridy.

Vratme se k Russelovu paradoxu. Ten vzeSel z toho, Ze jsme s mnoZinami zacali zachézet zptiso-
bem, na ktery puvodné nebyly stavény. Pokud bychom ziistali u mnozin coby ,,souhrnného oznaceni
pro néjaky typ bodu v roviné, ¢asovych okamziki, lidi na Zemékouli, ...“, tak bychom Russeltv
paradox nedostali. Problém nastal, kdyz jsme mnoziny opét prohlasili za matematické objekty a
zacali strkat mnoziny do mnozin. V takovém okamziku se ukazalo, Ze za mnozinu nemuzeme pro-
hlasit jen tak néco, nybrz jen to, co sestrojime pomoci axiomu. Obcas se ale hodi pouzivat opét
mnoziny v jejich pivodnim vyznamu, tedy jen coby souhrnné oznaceni pro néjaky typ objekta.
Jenze slovo mnozina je jiz zabrané. Proto budeme souhrnnému oznaceni pro néjaky typ mnozin
fikat trida.

Formalné je t7ida T vzdy reprezentovand néjakou formuli ¢(x). Za prvky t¥idy T pak prohlasime
pfesné ty mnoziny z, pro které p(z) plati.

8Jedno pouziti vytvofi mnozinu {a}, druhé mnozinu {a, b} a posledni zddanou mnozinu.
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Priklad.

(i) Trida vS8ech mnozin je reprezentovand formuli « = x. Z Russelova paradoxu plyne, Ze
tato tfida neodpovida zadné mnoziné. TFidy, které neodpovidaji zadné mnozin€, budeme
nazyvat vlastni.

(ii) Pro libovolnou mnozinu A muzeme popsat t¥idu se stejnymi prvky formuli z € A. Kazda
mnozina je tedy i tfidou. Axiom vydéleni navic fiké, ze kdykoli jsou vSechny prvky tifidy
T obsazeny v jedné mnoziné, je tato tfida opét mnozinou. Proto si lze t¥idy predstavovat
jako ,,prilis velké na to, aby byly mnozinami“.

(iii) T¥ida vSech jednoprvkovych mnozin je reprezentovand formuli (Jy)(z = {y}).

Cviceni 11. Dokaz, ze tfida vSech jednoprvkovych mnozin je vlastni.
V nékterych pripadech se tfidy chovaji oproti mnozinam benevolentnéji, v nékterych stejné,
v jinych zas striktnéji. Stejné jako v mnozinach miizeme pro libovolné dvé tf¥idy T, U reprezentované
formulemi ¢, 1) napsat
(i) TUU (tfida reprezentovana formuli ¢(x) V ¢¥(z)),

(i) T NU (tfida reprezentovana formuli p(z) A ¢ (x)
(iii) T C U (neboli (Vz)(p(x) = ¢¥(x))).

Na rozdil od mnozin ale

=

’

(i) vlastni t¥ida nemize byt prvkem mnoziny ani t¥idy,

(ii) t¥idy nelze kvantifikovat (tedy ptat se, zda existuje t¥ida ¢i zda néco plati pro kazdou
t¥idu). Ve vyjimednych p¥ipadech, kdy se tak déje (napiiklad ve schématech vydéleni a
nahrazeni), se nejednd o formuli, ale pouze o ,metatvrzeni“, témito nuancemi se vsak
nebudeme prilis zabyvat.

Nyni je zfejmé, pro¢ zobrazeni urcené formuli nazyvame tiidovym. Plati jesté jedno metatvrzeni
davajici do souvislosti tfidy a zobrazeni.

Tvrzeni. Triidové zobrazeni Ize zapsat mnozinové pravé tehdy, kdyz jeho defini¢ni obor je mno-
zina.

Dikaz. Pokud lze zobrazeni napsat mnozinové, je jeho defini¢ni obor mnozina z definice mno-
zinového zobrazeni. Naopak pfedpokladejme, ze mame tfidové zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je
mnozina A. Z axiomu nahrazeni je tak i jeho obor hodnot mnozina, ozna¢me ji B. Hledané mnozi-
nové zobrazeni dostaneme vydélenim z kartézského souc¢inu A x B. O

Priklad. Potence je tfidova funkce, kterou nelze vyjadfit mnozinou, protoze je definovana na
vSech mnozinach.

Tfidovd a mnozinova zobrazeni nebudeme disledné rozliSovat, nicméné pokud to bude mozné,
budeme chapat zobrazeni jako mnozinova.

Ordindlni &isla — typy DUM

Podobneé jako jsme zavedli funkci f coby mnozinu, mizeme zavést DUMu. DUM coby objekt v sobé
musi mit uloZzenou nejenom nosnou mnozinu, ale i informaci o tom, jak se prvky nosné mnoziny
porovnavaji. Formalng proto definujeme DUMu jako dvojici (D,U), kde D je nosnd mnozina a
U C D x D je usporadani na ni. Usporadani U pak funguje tak, Ze znacenim dg < di rozumime
(do,d1) € U. Aby (D,U) byla DUM, pozadujeme po U vlastnosti dobrého usporadani.

Jak se ukazalo v minulém dile, neni pro DUMu dulezita ani tak jeji nosnd mnozina, jako spis jen
jeji ,typ“. Prozatim si typ pfedstavujeme naivné jako ,zapomenuti konkrétnich prvka“, ale daleko
vhodnéjsi bude jej definovat jako konkrétni mnozinu. To se standardné provede takto:

Definice. Mgé&jme DUMu (D, U). Transfinitni rekurzi definujeme na D zobrazeni f predpisem
f(z) = {f(d) : d < z}, specidlné pro nulovy prvek do € D vyjde f(dp) = 0. Nakonec definujeme
8



typ této DUMy jako typ(D,U) = {f(d) : d € D}. Mnoziny, které lze ziskat jako typ(D,U) néjaké
DUMy (D, U), nazveme ordindlnimsi ¢isly (struéné ordindly).

Priklad. Pro libovolnou trojprvkovou DUMu (D, U) na nosné mnoziné {do,d1,d2}, kde dg <
dy1 < da2, se chova definice typu takto:

F(do) =0, f(d) =10}, f(d2) = {0,{0}}, typ(D,U) = {0.{0},{0.{0}} }.

Jesté dodejme, v jaké formé jsme pouzili transfinitni rekurzi. Rekurzivni pfedpis je tfidové
zobrazeni definované na vSech mnozinovych funkcich, jejichz definiénim oborem je D < x pro néjaké
z € D. Vysledna funkce pak je opét mnozinova. Jelikoz nékdy neumime pfedem omezit t¥idu vsech
moznych ¢aste¢nych mnozinovych funkci mnozinou, neni tvrzeni o existenci funkce dané transfinitni
rekurzi tvrzenim popsatelnym formuli, ale metatvrzenim, do kterého teprve muzeme dosazovat
ruzné rekurzivni predpisy.

Cviéeni 12. Projdi dikaz existence funkce dané transfinitni rekurzi (z minulého dilu) a rozmysli
si, které axiomy jsou potfeba pro tvrzeni, ze kazdda DUM ma typ.

Nyni si uvédomime, jak vypadaji typy DUM. Kazdy z postupné ptidavanych prvka f(z) =
{f(d) : d < x} obsahuje vSechny prvky f(d) pro d < xz. A také naopak zadny z téchto prvka f(d)
prvek f(z) neobsahuje — to plyne z axiomu fundovanosti.® Celkové dostavame, ze funkce f zobrazila
nosnou mnozinu DUMy (D, U) na o = typ(D,U) takovym zptlisobem, Ze

(do < d1) & (f(do) € f(d1)).

Pokud se budeme divat na nélezitko coby na znaménko uspofadéni, vidime, ze f je rostouci bijekci
mezi DUMami (D, U) a («, €), plati tedy (D,U) ~ (a, €).

Ano, pouzivani nélezitka k porovnavani zprvu vypadé jako nehoraznd zhtuvéfilost, k tomu preci
vibec nebylo stavéné. Na druhou stranu je nalezitko to nejjednodussi, co v jazyce teorie mnozin
mame, a ukaze se byt zcela postacujicim a dokonce praktickym. Na prvcich ordindlniho ¢isla bude
proto nalezitko plnit roli mensitka <.

Dalsi véc, které si mliizeme vSimnout rovnou z definice funkce typ, je f(z) = typ(D <+ z,U).
Prvky ordinalniho ¢isla jsou tedy opét ordinaly — typy vSech mensich DUM. Tato skute¢nost usnad-
nuje jejich porovnavani. Konkrétné pro ordindly «, 8 plati

(i) (e, €) ~ (B, €) pravé tehdy, kdyz a = S,
(ii) (e, €) < (B, €) pravé tehdy, kdyz a € 8,
(iii) (o, €) < (B, €) pravé tehdy, kdyz o C 8.

Definice. Oznac¢me On tfidu vSech ordinalnich ¢isel.

Pozdéji ukazeme, ze tfida On nemtize byt mnozinou. Chova se vsak jako ,nejvétsi ordindl“,
konkrétné:

(i) (Vo € On)(a C On).

(ii) On je dobfe uspofadana nalezitkem. Dokonce v tom smyslu, ze kdykoli popiSeme neprazd-
nou podtiidu T' C On, tak tato podtfida méa nejmensi prvek. Pro¢? Uvazme libovolny
ordindl a € T'. Jednéa-li se o nejmensi prvek T, jsme hotovi. V opa¢ném pripadé je mno-
zina aNT neprazdnd a najdeme nejmensi prvek tohoto priniku diky dobrému uspotradani
na a.

(iii) Na On lze definovat tfidové zobrazeni pomoci transfinitni rekurze. Rekurzivni pfredpis
v takovém pripadé musi byt t¥idové zobrazeni, které je definované na vSech mnozinovych
funkcich f s defini¢nim oborem a € On. Transfinitni rekurze pak urcuje tfidovou funkci F'
definovanou na vsech ordinalech. Formalné napsané Ti to mozna zni désivé, ale jak uvidis
na prikladu wq na konci seridlu, samotné pouziti je docela pfirozené.

9Ptipadné to lze ukazat i bez né&j volbou nejmensiho x, pro které se tato vlastnost porusila.
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Zatim jsme si ukézali, ze kazdé ordinélni ¢islo je mnozina vSech mensich ordinalia. Nasledujici
tvrzeni fika, Ze to plati i obracené.

Tvrzeni. Necht X C On je mnozina takova, Ze kdykoli obsahuje ordinélni éislo «, tak obsahuje
i vSechna ordinalni ¢isla 8 < o. Pak X je ordinal.

Diikaz. 7 dobrého usporadani t¥idy On (bod (ii)) plyne, ze i X je dobfe usporddand nalezitkem.
Navic dle zadéni splituje pro kazdy prvek a € X podminku a = {8 € X : 8 < a}. To znameni, ze
funkce f(a) = a spliiuje rekurzivni pfedpis pro definici typu DUMy (X, €), takze typ(X, €) = X,
¢ili X je ordinalni ¢islo.

Dusledek. Pro libovolnou mnozinu X C On je |J X ordinalni éislo.

Dausledek. On je viastni tiida.

Dikaz. Kdyby On byla mnozina, tak by byla ordindlem. To by ale znamenalo On € On, coz je
sporu s fundovanosti.10 U

Cviceni 13. Ukaz, ze mnozina X je ordinalni ¢islo pravé tehdy, kdyz plati nasledujici dvé pod-
minky.

(i) Pro kazdé dva rtizné prvky z,y € X plati z € y nebo y € z.

(ii) Kazdy prvek z € X je podmnozinou X.

Definice. Ordindly délime na nulovy, izolované a limitni podle toho, jaké prvky reprezentuji
v usporadané t¥idé On. Konkrétné:
(i) Nulovy ordinal je jen prazdna mnozina 0.
(ii) Izolovany ordindl a je takovy, ktery ma nejvétsi prvek 8 € a v usporadani nalezitkem.
(iii) Limitnd ordinaly jsou ty, které nejsou nulové ani izolované.

Pfirozena a redlna cisla

Nyni definujeme pfirozena ¢isla coby mnoziny. Pfirozena cisla jsou od toho, aby udavala velikosti
kone¢nych mnozin. Je proto vhodné, aby kazdé prirozené ¢islo mélo tolik prvka, kolik je ono samo.
Tedy 0 bude prazdna mnozina, 1 bude jednoprvkova mnozina, 2 bude dvouprvkova, a tak dale.
Prézdna mnozina je uréena jednoznaéné 0 = (), ale které prvky dat do dalsich pfirozenych &isel?
Musi se jednat o jiz dfive definované mnoziny, tak dava smysl, aby to byla pfimo pfedchozi ptfirozena
cisla:

1={0}, 2=¢{0,1}, 3={0,1,2}, 4=1{0,1,2,3},...

Presné takto se ale stavi i ordinalni ¢isla. Pfirozena c¢isla jsou tedy jen pocateénimi ordindlnimi
¢isly — témi koneénymi. Formalné popiseme, které ordinaly povazujeme za konecné.

Definice. Konecéné ordinélni ¢islo (nebo téz prirozené ¢&islo) a je takové, které neni limitni a ani
zadny mensi ordinal neni limitni. Symbolem w zna¢ime mnozinu vSech kone¢nych ordinélnich ¢isel.

Z toho snadno plyne, ze kdykoli je ordinadl n konecny, jsou i vSechny ordindly k < n konecné.
Mnozina w je tak soucasné ordinalem, a to nejmensim nekonecnym — vSechny mensi jsou konecné
a w nemuze obsahovat samu sebe.

Musime ale dokazat, ze w existuje (tedy Ze se nejednd o vlastni tfidu). Zvolme libovolnou
mnoZinu m z axiomu nekone¢na a vydélme z ni mnozinu w’ = {n € m : n je kone¢ny ordinal}.
Dokazeme, Ze w’ obsahuje vSechny kone¢né ordinaly, a je tak hledanou w. Zvolme pro spor nejmensi
kone¢ny ordindl n ¢ w’. Nulovy ordindl v w’ leZi, takZe je n izolovany a existuje jeho piedchiidce
n’ € w'. Jenze n =n/ U{n'}, a tak n € m z podminky pro m. Proto i n € w'.

10K dybychom nechtéli pouzit axiom fundovanosti (ktery se obéas vypousti), mohli bychom
argumentovat i tim, ze pro DUMu nemuze nastat On < On.
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Na ordindlech, a tudiz i na pfirozenych ¢islech, zavedeme operace séitani a nasobeni pomoci
sCitani a nasobeni na DUMAéch. Pouze s tim rozdilem, Zze na vysledek aplikujeme zobrazeni typ,
abychom ziskali opét ordinélni ¢islo, tedy a - 8 = typ((oc, €)- (B, 6))

Cvi€eni. Rozmysli si, ze soucet i soucin prirozenych ¢isel je opét prirozené éislo.

Na zékladé pfirozenych ¢isel definujeme celd ¢&isla. Mnozinou celych ¢isel Z bude ({0,1} x w) \
{(1,0)}. Celé ¢islo pak je vzdy dvojice (z,n), kde n je pfirozené ¢islo uréujici absolutni hodnotu
celého ¢isla a z € {0,1} urcuje jeho znaménko (0 znamend plus). Z mnoziny celych ¢isel vyjimame
dvojici (1, 0), kterd by reprezentovala ¢islo ,,—0.

Dale definujeme racionalni ¢isla (zlomky) coby dvojice (a,b), kde a je celé &islo a b je nenulové
prirozené ¢islo nesoudélné s a. Tuto dvojici interpretujeme jako zlomek %. Operace na celych a
racionélnich ¢islech se definuji klasicky, ale bylo by nudné to zde rozepisovat.

Poznamka. Pii takto definovaném rozsifovani &isel je 42 coby prirozené ¢islo jiné nez 42 coby
celé ¢islo, a to je jiné nez 42 coby raciondlni ¢islo. Tento formalisticky problém ale matematiky
nikdy pfili§ nevzrusoval a bézné jsou prirozend ¢isla chdpana jako podmnozina celych a ta zase
jako podmnozina racionalnich, ac¢koli tomu tak formalné vzato zcela neni.

Predvedeme jesté elegantni definici nezdpornych redlnych c¢isel, kterou lze snadno rozsifit na
definici vSech readlnych ¢isel. Bylo by mozné je definovat pomoci nekone¢ného desetinného (& bi-
narniho) rozvoje, avSak v takovém pripadé by bylo nesnadné napiiklad definovat nasobeni, proto
to udélame jinak.

Definice. Necht Qar znac¢i mnozinu nezapornych raciondlnich ¢isel. O mnoziné R C Qar fekneme,
ze to je nezdporné realné ¢islo, pokud

(1) s kazdym prvkem obsahuje viechny mensi, tedy (Vr € R)(Vs € QF )(s < r = s € R),

(2) nemad nejvétsi prvek,

(3) R#Qy.
Nezaporné realné ¢islo tedy charakterizujeme vyctem vsech raciondlnich ¢isel, kterda jsou mensi.
Racionalni ¢islo ¢ € Qa' odpovidé redlnému &islu {r € Qa' : 7 < q}. Operace v redlnych &islech
definujeme nésledovné:

(i) pro nezaporna redlna cisla R, S definujeme R+ S ={r+s:r € R,s € S},

(ii) pro nezaporna reélna cisla R, S definujeme R-S ={r-s:r € R,s € S},

(iii) pro nezadporna realna ¢isla R, S definujeme R < S jako R C S.

Mnozinu nezapornych realnych ¢isel znac¢ime RBL.

Poznamka. Tato konstrukce redlnych ¢isel je nejblizsi konstrukci pomoci Dedekindovych fezu.
Standardni konstrukce Dedekindovymi fezy definuje rovnou vSechna realna ¢isla (nikoli jen neza-
pornd). V takovém ptipadé je tieba jesté zakdzat prazdnou mnozinu a vénovat vétsi péci nasobeni
realnych cisel.

Cviceni 14. Dokaz, ze mnoziny popsané v bodech (i), (ii), tedy soudet a sou¢in dvou nezapornych
¢isel, odpovidaji definici nezaporného realného cisla.

Cviceni 15. Najdi nespocetnou mnozinu X C P(w) tak, aby pro libovolné dva prvky z,y € X
platilo x C y nebo y C z.

Z takto definovanych nezapornych redlnych ¢isel plynou klicové vlastnosti redlnych cisel, které
popisuji jejich vztah k ¢islim racionalnim:

(i) Pro kazda dvé rtzné nezaporna redlna ¢isla existuje racionalni ¢éislo, které lezi mezi nimi.
(hustota racionélnich &isel)
(ii) Uvazme neprézdnou mnozinu éisel X C Ra’. Rekneme, 7e X je omezena &islem r € Ra’,
pokud (Yo € X)(z < r). Pokud né&jaké &islo 7 € R} omezuje X, tak lze najit jedno
nejmensi mozné ¢islo, které omezuje X (timto ¢éislem je |J X). (existence suprema)
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Nezaporna redlné éisla lze rozsifit na vSechna realné ¢isla obdobné jako pfirozend ¢isla na cela.
Vlastnost hustoty racionalnich ¢isel i existence suprema v nich ziistane zachovana.

Priklad. O mnoziné X C R fekneme, ze je diskrétni, pokud pro kazdé x € X existuje otevieny
intervall! I, ktery spliiuje I N X = {x}. Plati, Ze kazd4 diskrétni mnozina je spocetna.

Dikaz. Uvazme z € X a otevieny interval I = (a,b), ktery splituje I N X = {z}. Pak je mozné
najit racionalni ¢islo p uvnit¥ intervalu (a,z) a racionélni ¢islo ¢ uvnit¥ intervalu (z,b). Moznych
dvojic racionélnich &isel (p,q) je jenom spoéetné mnoho, protoze |Q X Q| = w. Na druhou stranu
lze zpétné z dvojice (p, q) rekonstruovat ¢éislo = tim, Ze najdeme prunik intervalu (p, ¢) a mnoziny
X. Proto je v mnoziné X jenom spocetné mnoho cisel.

Cvigeni 16. Najdi funkci f: RXR — w takovou, ze f(z,y) = f(y, z) nastava jeding proz = y = 2.

Nespocetny ordinal

Rozsifeni prirozenych ¢isel smérem k realnym byla odboc¢ka demonstrujici, Ze pomoci teorie mnozin
1ze stavét i znamé matematické objekty. Nyni se vratime k vypravé do nekonecna a jesté dal a
sestrojime nespocetné ordinalni cislo.

Necht wj znaéi mnozinu vSech spocetnych ordinalnich éisel. Urcité nemuze byt wi spocdetna —
to plyne ze stejného argumentu, z jakého On neni mnozina a w je nekone¢na; musela by obsahovat
sama sebe, coz je ve sporu s fundovanosti. Rovnéz analogicky je wi nejmensi nespocetny ordinal.
Nemusi ale byt jasné, pro¢ tato mnozina existuje, neboli pro¢ neni vlastni tfidou.

To plyne z axiomu nahrazeni pro funkci typ. Za¢neme s mnozinou {w} X P(w X w), ¢ili mnozinou
vSech dvojic (w,U), kde U C w X w. V nékterych piipadech uréuje U dobré usporadani na w,
v takovém piipadé muzeme najit typ(w,U). Mnozinu w; sestrojime jako mnozinu téchto typu
(existuje diky axiomu nahrazeni), kterou nakonec jesté sjednotime s w (abychom tam dostali i
kone¢né ordinaly).

Priklad. Neexistuje rostouci funkce f:w; — R.

Dikaz. Pro spor predpoklddejme takovou funkci f. Pak pro kazdé a € w; najdeme racionélni
éislo g(e) v otevieném intervalu (f(a), f(a + 1)). Funkce g je rostouci, tedy prosta, a dostdvame
tak |wi] < |Q|, coz je spor. O

Dale w; vykazuje fadu analogii s mnozinou pfirozenych ¢isel w:

w : Kazdy prvek n € w déli w na kone¢né mnoho mensich a nekonec¢no vétsich prvki.
w1 : Kazdy prvek w; déli wi na spocetné mnoho mensich a nespoc¢etné mnoho vétsich prvki.
Pro¢? Mensich prvki je spocetné, protoze to jsou prvky spocetného ordinalu, a vétsich (ostatnich)
prvkl je nespocetné mnoho, protoze w; sama je nespocetné.

w : Kazda mnozina X C w je kone¢néd nebo ma stejny typ jako w.
w1 @ Kazdd mnozina X C w1 je spocetnd nebo ma stejny typ jako wi.
Pro¢? Plyne z véty o porovnani typd z minulého dilu — bud typ(X) € w1, a tak je X spocetna,
nebo typ(X) = wi.

w : Mnozina X C w je koneénda pravé tehdy, kdyz |J X € w.
w1 : Mnozina X C w1 je spocetnd pravé tehdy, kdyz |J X € w;.
Pro¢? Kdyz je X spocetna a kazdy prvek € X je spocetny ordindl, tak mnozina | J X je spocetna,
a tedy prvek wi. Pro opa¢nou implikaci si sta¢i uvédomit X C (JX) +1 € ws.

HOtevieny interval (a,b) je mnozina dana piedpisem {x € R: a < = < b} pro dané a,b € R,
a <b.
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Aby to ale nevypadalo, Ze se wy chova uplné stejné jako pfirozena ¢isla, nabizime opét ilustra¢ni
pohadku.

Pohadka o nespocetném gamblerovi

Ve svété teorie mnozin, kde Cas bézi po ordinalnich ¢islech, se jisty pan Loudal neustale hadal se
svou zenou. Sice pfed Casem nalezl poklad, ale v teorii mnoZin je ¢asu nekoneéné (a jesté vic), a
tak uz stihl skoro vSechen majetek prosazet v loterii, za coz ho Loudalka pravé napominala: ,, Mél
bys s tim sdzenim skonéit v koneénym case a ¢im dfiv, tim lip. Nekone¢né minci se vyhrat ned4,
to je dokadzany! Vaz si ty jedny mince, co ti zbyla!“ | Ale na mne se jednou usméje stésti a budeme
mit nekoneéné penéz,“ snil si Loudal svou.

Navic tou dobou do vesnice ptivezli vyherni automat. A nebyl to jen tak kdejaky hraci automat,
jaké mozné znate z obycejného svéta. Obycejné automaty veétSinou sezerou minci a nic z toho.
Kdykoli tento automat obdrzel minci, vypadly z ného dvé nové mince stejné hodnoty. Od néceho
tak ldkavého Loudalka Loudala zadrzet nedokazala. Hodil do né€j minci mo, vypadly dvé dalsi mince
m1, ma2, hodil do néj minci mi, vypadly dalsi dvé mince m3, m4, vhodil mince ma, vypadly mince
ms, me. A takto Loudal pokracoval az do w, kdy do automatu nahazel vSechny mince a zadna mu
nezbyla.

To nebylo to pravé ofechové, pomyslel si Loudal s jednou kapsou prazdnou a druhou vysypanou.
Loudalka ho privitala zcasti vitézoslavné, zcasti pekelné nastvané, ale unaveny Loudal ji ani moc
neposlouchal a sel spat. V noci dostal napad. Hned vyskocil z postele a Sel jesté za tmy na ryby,
aby si vydélal néjakou tu kacku do automatu. Jakmile se mu to povedlo, vydélanou minci mg hodil
do automatu a vypadly opét mince mi, ma. Minci m; si nechal a do automatu hodil az druhou
vydélanou minci mg. Minci m3 si opét nechal a hodil do automatu my4, ... Takto mél v ¢ase w od
vhozeni prvni mince nekone¢né mnoho minci. ,,No vidis,“ povidd rano Loudalce, , ja v€dél, ze se
to musi podarit.“

Dalsiho dne pak automat vyménili za novy. Novy automat, kdykoli dostane minci, vyhodi
zpatky w minci. ,No teda,“ pomysli si Loudal, ,ted nékomu sta¢i hodit do automatu jednu minci a
bude stejné bohaty jako ja, jakad nespravedlnost!“
A hned se mu v hlavé zrodil plan, ze kdyby na
automatu hral az do kroku wi, mohl by vyhrat
nespocetné mnoho minci. Marné ho Loudalka na-
pominala, Zze v tom bude zase néjaka Certovina,
akorat se ohradil: ,,Ze dostanu nekoneéné mnoho
minci, tos mi taky nevéfila, a jakej jsem byll“
Loudal vzal svych w minci a zacal je hazet do
automatu. Opét se pokousel si vybirat mince $i-
kovné do zdsoby, ale at se snazil, jak se snazil,
jesté drive, nez se dostal do kroku wi, byl opét
bez penéz. Nespocetné mnoho minci pomoci ta-
kového automatu totiz ziskat nelze. O tom, jak
mu pak Loudalka vyhubovala, radéji taktné po-
mlcime.

A proé¢ z automatu nelze ziskat nespocetné
mnoho minci? Dokazeme, ze uz v nékterém spo-
C¢etném kroku Loudal nebude mit do automatu
co hodit. Muzeme tedy pro jednoduchost pred-
pokladat, ze se Loudal nerozhodl zadnou minci
uSetfit do kroku w1 (kdyz chceme dokéazat, ze se
do toho kroku stejné nedostane).

Ozna¢me Xy mnozinu vSech kroku, pfi nichz
vhodil do automatu nékterou z minci, které mél
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na zac¢atku. To je spocetnd podmnozina wi, tedy existuje ordindl ag € wi, ktery je ostfe vétsi nez
vSechny prvky Xo (naptiklad mzeme zvolit g = |J Xo + 1). Pfed ap probéhlo spoc¢etné mnoho
krokiu a v kazdém z automatu vypadlo spocetné mnoho minci. Celkem to je opét spoc¢etné mnoho
vypadlych minci. Ozna¢me X; mnozinu vsech kroki, béhem kterych Loudal hodil do automatu
nékterou z nich. Opét najdeme «g, které je vétsi nez vSechny prvky X, a opakovanim postupu
sestrojime X, a oy pro kazdé pfirozené ¢islo n. Nakonec definujeme spocetny ordinal a = (J{an :
n € w}. V kroku a uz Loudalovi zddna mince nezbyla. Kazdou minci, kterou vydélal pfed krokem
a, totiz vydélal pred nékterym krokem a,. Jenze to znamend, ze ji hodil do automatu pred krokem
Qp41-

Poznamka. Nepohadkova verze tohoto tvrzeni se nazyva Pressing down lemma a zni: ,Necht
f je funkce w1 — wi. Predpokladdejme, Ze pro vSechny nenulové o € wi plati f(a) < a. Pak se
nemiize stat, ze by vSechny mnoziny Xg = {a € w1 : f(a) = B} byly spocetné.“ Jak toto tvrzeni
souvisi s pohadkou? Z Pressing down lemmatu lze pfimocaie dokézat nemoznost vyhry w; minci a
naopak.

Nejprve ukazeme, ze kdyby se Loudal dostal az do kroku wi, nemuze platit Pressing down lemma.
V kazdém kroku « si Loudal musi vzit minci z nékterého pfedchoziho kroku, oznac¢ime jej f(a).
Mnozina Xg pro takto definovanou f pak obsahuje vSechny kroky, ve kterych hodil do automatu
nékterou minci vydélanou v kroku (. Je tedy spocetnd, protoze vydélanych minci z kazdého kroku
je spocetné.

Nyni naopak méjme funkci f, pro kterou jsou vSechna Xz spocetna, a ukazme, ze se Loudal miize
dostat do kroku w1. V kroku « vezme Loudal minci z kroku f(a). Navic méjme zafixované ocislovani
mnoziny X ¢ () a Loudal si vezme tolikdtou minci z kroku f (@), kolikéty je prvek o € Xf(a) v tomto
ocislovani. Tim nebude potfebovat zddnou minci hodit do automatu vicekrat a vzdy bude mit minci,
kterou do automatu hodi. Dostane se tedy az do kroku wi.

A jesté dal

Postup pro sestrojeni wy coby mnoziny vsech spocéetnych ordinalt lze zobecnit a definovat wq pro
obecny ordindl a rekurzivnim pfedpisem:

(i) wo = w,
(ii) wa+1 je mnozina vSech ordinala S spliujicich |8] < |wal,
(i) wa = JH{wqar : @ < a} pro « limitni.
Takto definované ordinaly w, maji vSechny riznou mohutnost, coz dava odpovéd na otazku,

kolik je rtizné velkych nekonecen. Ruzné velkd nekonecna tvoii vlastni t¥idu, tedy je jich tolik, ze
se ani nevejdou do mnoziny.

Priklad. Pokud bychom chtéli sestrojit hodné velké nespocetné ordinalni ¢islo (resp. DUMu),
muzeme uvazit ordinély
wWo, Wwq, Wwwo s wwwuo 5
a nakonec vzit jejich sjednoceni.
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Cokoladova vyzva

Za nésledujici ¢okolddovou tilohu na fesitele ¢ekd geometrickd nekoneéna posloupnost ¢okolad.
Ten, kdo ji vyFesi nejrychleji, dostane ¢okoladu. Ten, kdo ji vyfesi po ném, dostane pulku cokolady,
dalsi ¢tvrtku cokolady, atd. Tak s chuti do FeSeni! Uloha se tyka toho, jak lze mohutnost wpy
charakterizovat i bez pouziti rekurze ¢i dobrych usporadani.

Uloha. Nechf « je ordinal a n pfirozené &islo. Ozna¢me [a]™ mnozinu vsech n-prvkovych pod-
mnozin « a [@]<% mnozZinu vSech kone¢nych podmnozin a. O zobrazeni f:[a]® — [a]<% Fekneme,
ze je éokolddové, pokud existuje (n + 1)-prvkovd mnozina X C « takova, ze

(Ve € X)(z & f(X \ {z})).

Dokaz, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) Vsechna zobrazeni f:[a]™ — [a]<“ jsou &okoladova.
(ii) o> wp.

Minulou ¢okoladovou vyzvu vyhrdl Danil KoZevnikov s nasledujici konstrukci: Pro DUMy A,
B definujeme mocninu AP jako mnozinu vSech funkci B — A, které jsou pouze na koneéné mnoha
mistech nenulové. Dvé takové funkce f, g porovname tak, Ze se podivime na nejvyssi prvek b € B,
pro ktery f(b) # g(b), a hodnota v tomto bodé rozhodne, ktera funkce je vétsi. Danil takto vymyslel
mocnéni DUM, které se bé#né pouzivé, a s prehledem by vyhral uz jen s DUMou w(““),

On vsak Sel dal a zbytek byl mirné zamlzeny, tak jej popiSeme pomoci ordinalnich &isel a
standardni notace £o. Stejné jako u scitani a nasobeni rozsifime mocnéni na ordindlni ¢isla. Pak
transfinitni rekurzi definujeme ¢, predpisem:

(i) e =wUw? U@ u...,
ss £ (e5%)
(ii) ea+1 =€aUea* Ues™ "U...,

(iil) ea =U{ep : B < o} pro « limitni.

DUMou, kterou Danil vsadil, je &(,«). Jesté poznamenejme, Ze v zadani pfedchozi cokoladové tlohy
bylo cilem popsat co mozné nejvétsi spoc¢etnou DUMu, takze i Danilova DUM je spocetna. Oproti
tomu DUM popsana v predchozi kapitole je nespocetna vzhledem k tomu, Ze uz wi je nespocetna.
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Seznam symbolli a pojmu

Na této stréance jsou stru¢né uvedeny vSechny dulezité pojmy druhého dilu seridlu. U kazdého
pojmu z tohoto dilu je uvedeno, na které strance byl definovéan.

str 2. Logické spojky —, A, V, =, &
str 2. Kvantifikatory V, 3
str 2. Ndlezitko €
str 2. Formule — vyroky ve formalnim jazyce
str 3. Zkratky ¢ (nelezi), # (nerovnd se), C (je podmnozinou)
str 3. {z : ...} — mnoZina dand predpisem
str 3. {zo,...,xn} — mnoZina dand vycétem prvkid
str 3. x Ny — prdntk mnozin z a y
str 3. z Uy — sjednoceni mnozin x a y
str 3. z \ y — mnoZinovy rozdil x minus y
str 3. P(z) — potence mnoziny x
str 4. () — prdzdnd mnozina
str 5. |JX — sjednoceni vSech prvkt mnoziny X
str 6. (a,b) — usporddand dvojice
str 7. A X B — kartézsky soudcin
str 7. Tridovd funkce
str 7. MnoZinovd funkce
str 7. Trida — souhrnnné oznaceni pro vSechny mnoziny s néjakou vlastnosti
str 8. Vlastni t¥ida — tfida, kterd neni mnozinou
str 8. DUM coby dvojice (D, U)
str 8. typ(D, U) ¢ili ordindln ¢éislo (struéné ordindl) udéavajici typ DUMy (D, U)
str 9. On — tfida vSech ordindla
str 10. Ordinal nulovy, izolovany, limitni
str 10. Prirozené cislo neboli konecné ordinalni ¢islo
str 10. w — prvni nekone¢ny ordinal
str 10. a« + B, - B pro «, 8 € On — operace na ordinalech
str 11. ]RaL neboli mnozina vSech nezdpornych redlnych cisel
str 12. w1 — prvni nespocetny ordindl
str 14. wq — ordinalni ¢islo a-té nekone¢né mohutnosti

Dtilezité pojmy z minulého dilu: zobrazeni (funkce), spocetno, nespo¢etno, porovnavani mohutnosti

|A] < |B|, |A] = |B|, DUM (dobfe uspofadand mnozina), operace na DUMéach A + B, A - B,
porovnavani DUM A < B, A ~ B.
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Navody

(Hy)((ﬁ(y ex))A(V2)(z €2’ & (z=yVze x)))
Zvol z = {x}.

a\b={z € a:z¢&b}. Stadi tedy volit p(z) jako z & b.
(Vo) (Ty)(V2)(z € y & (Vu)(u € z = u € x)).

(i) Existence mnoziny {a} je ve sporu s axiomem fundovanosti. (ii) Stejny argument s {a, b}.

S

(Zatim neni rozepsané kompletng)
(3m)(3e) ((Vz)(z Ze)A(e €m)A (Vm)(:c em=Fyem)(V2)(z€y) e (z€aVa= :v))))

7. (i) Axiom nekone¢na vyzaduje existenci mnoziny, jejimz prvkem je prazdna mnozina. Tedy
préazdnd mnozina sama o sob& musi existovat. (ii) ¥ (z,y) definujeme jako p(x) A (z = y). (iii)
P(P(0)) je dvouprvkova mnozina {0, {0}}. Pak definujeme ¢ (z,y) jako (x = DAy = s)V (z =
{0} Ay =t) a dostaneme mnozinu {s,t}.
8. Postupné kroky:

(i) 0 € P(0), D € P(P(D)),

(ii) {0} € P(P(0)), {0} € P(P(P(1))) = (i),

(i) {0,{0}} € P(P(P(8))) = (i) a (i),

(iv) (0,{0}) = {{0},{0,{0}}} € P(P(P(P(0)))) = (ii) a (iii).

9. Dvojice (a,b) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyz a = b. V takovém piipadé je {a}
jednozna¢né uréeny prvek této mnoziny. Pokud je (a, b) dvouprvkova, obsahuje jednu jednoprvkovou
a jednu dvouprvkovou mnozinu. Prvek té jednoprvkové musi byt a. Souc¢asné a musi byt jednim
z prvka dvouprvkové mnoziny, ten druhy pak musi byt b.

10. Je tfeba si vzpomenout na definici usporadané dvojice. Sou¢in A X B pak lze dostat vydélenim
z mnoziny P(P(AU B)).

11. Sporem: Kdyby to byla mnozina, tak z axiomu sjednoceni existuje mnozina vSech mnozin.
Alternativa: Necht mnozina A obsahuje vSechny jednoprvkové mnoziny. Pak obsahuje i mnozinu
{A}, coz je sporu s fundovanosti.

12. To, ze je rekurzivni pfedpis jednoznac¢né definovan pro kazdou c¢astecnou funkci, zarucuji
axiom nahrazeni a extensionality. Pro vyuzivani vlastnosti dobrého usporadani vzdy potfebujeme
axiom vydé€leni: Existuje prvek, ktery spliuje podminku, vydélime tedy mnozinu vsech prvki, které
ji spliuji, a v té najdeme nejmensi. Dale rozlisime tfi moznosti z diikazu v minulém dilu:

(i) Kdyz « je nulovy, sta¢i axiom existence.

(ii) Kdyz z je izolovany, pouzivame axiomy dvojice a sjednoceni pro rozsifeni f o jeden prvek.
Alternativné by stacilo popsat toto rozsifené zobrazeni tf¥idové a pouzit axiom nahrazeni
stejné jako v bodé (iii).

(iii) Kdyz « je limitni, umime (jednozna¢né) popsat hodnotu pro vSechna y < z. Staci tedy
pouzit axiom nahrazeni k tomu, zZe tfidové zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je mnozina, lze
reprezentovat mnozinou.

13. Dopifedné implikace byla dokdzand v textu. Predpoklddejme (i) a (ii) a dokazme, ze X je or-
dindl. Z (i) vyplyne pfimocarou aplikaci axiomu fundovanosti (zde se bez jeho vyuziti neobejdeme),
ze X je dobfe usporadand nalezitkem. Dukaz se dokonéi postupem z dtikazu predchoziho tvrzeni.
14. (i) Kdyzxz <7+ s, tak x =1’ + s, kde 7' = © — s < r. Z toho snadno odvodime potiebné
vlastnosti. (ii) Analogicky k (i).

15. Pfejmenuj prvky nezdpornych redlnych éisel (coby mnozin) pomoci bijekce mezi Qa' a w.
16. Uvaz bijekci ¢:Q — w. Pak lze volit f(z,z) = 0. Pro z < y pak f(z,y) = 2¢9(q) + 1,
fly,x) = 2g(q) + 2, kde ¢ lezi v intervalu (z,y).
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