Do nekoneCnaajestédal....................

Nikdo nds nebude moci vyhnat z rdje, ktery pro nds vytvoril Cantor. (David Hilbert)

Dil prvni — Svét nekonecen

Pojmem nekonec¢na se zabyvali filosofové a matematici jiz od dob, kdy rozdil mezi filosofii a ma-
tematikou byl pramaly. My si zde predvedeme az vysledky matematika 19. a 20. stoleti pocinaje
Georgem Cantorem. Ti na své cesté vyzkouseli fadu slepych uli¢ek a nejednoho z nich to stélo du-
Sevni zdravi. Vysledkem vsak je krasna teorie, nyni vSeobecné uznavana za zaklad takika veskeré
vysokoskolské matematiky.

Néazev celého seridlu Do mekonecéna a jesté ddl je mimo jiné odkazem na sérii animovanych
filma Pfibéh hracek. Jedna se o slavnou hlasku hracky Buzze Raketédka — superastronauta, ktery
1éta z planety na planetu a zachranuje svét. Dité, které si z Buzzem hraje, je nadSené z toho, ze s nim
1ét4 ,,do nekonecna a jesté dal“, a to ani nemé ponéti, o éem vlastné mluvi. Cilem seridlu, ktery
taktéz bude misty pojat pohadkové ¢i hravé, je tuto otdzku objasnit a pfitom neubrat nekone¢nu
nic z jeho kouzla.

V odbornych publikacich nese téma tohoto seridlu suché oznaceni Teorie mnozin. Duvod, pro¢
tomu tak je, bude patrny zejména z druhého dilu Pevné zdklady. Nicméné ani vysokoskolaci ne-
ztraceji hravost a ohromeni z nekonecna, coz reflektuje fakt, ze béznym slangovym oznacenim pro
teorii mnozin je zkratka TeMno. ;-)

Prvni nastrahy nekonecna

Nez se pustime do nekone¢na, dohodneme se na jednom zikladnim znaceni: Mnozinu pfirozenych
&isel zna¢ime w a nulu budeme povaZovat za piirozené é&islo.! Toto znadeni je v teorii mnozin
obvyklé a duvody jeho pouzivani budou vice patrné z druhého dilu seridlu. Mimo jiné se nam
bude hodit, aby slo fici ,,Koneéné mnoziny jsou pravé ty mnoziny, jejichz velikost vyjadiuje néjaké
prirozené ¢islo.“ a nevyradit tim z koneénych mnozin prazdnou mnozinu. Nicméné pozor, tato
umluva plati pouze zde a v tlohach pat¥icich k tomuto seridlu, v jinych stfedoskolskych tlohach se
nula za prirozené ¢islo bézné nepovazuje.

Zatimco nula je pfirozenym ¢islem, nekonecno zadnym cislem neni. Nekonecno ve skutecnosti
ani neni néjaky matematicky objekt, je to jen vlastnost. Pfimka je nekoneénd, posloupnost muze
byt nekonec¢na, mnozina mize byt nekonecna. Jedna se o opak konecnosti, kde konecnost presné
znamena, ze se velikost dané mnoziny nebo posloupnosti dé vyjadfit pfirozenym ¢islem. Nekoneéné
mnozina pak je takova, jejiz velikost se zadnym pfirozenym cislem vyjadfit nedd, je na to ,prili§
velkd“. Existuji i dalsi divody, pro¢ se nekone¢no nepovazuje za prirozené ¢islo — chova se totiz
uplné jinak.

1Recké pismenko w je mala omega, zatimco velkd omega vypadé takto: Q.
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Piiklad. Kdykoli si vezmeme kone¢nou mnozinu realnych ¢isel, najdeme v ni nejvétsi i nejmensi
prvek. U nekoneéné mnoziny se to stat mulze, ale nemusi. Napiiklad uzavieny interval (0,1) ma
nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1, zatimco otevieny interval (0, 1) nema ani nejmensi, ani nejvétsi
prvek.

Dalsi priklad ukazuje, ze kdyz néco muze byt libovolné velké, jesté to neznamend, ze to mize
byt nekonecné.

Piiklad. Existuje libovolné dlouha klesajici posloupnost prirozenych ¢isel. Pokud si usmyslime,
ze chceme posloupnost délky n, sestrojime ji coby n,(n —1),...,2,1. Naopak nekone¢na klesajici
posloupnost ag, a1, az, ... prirozenych ¢isel existovat nemiize.

Dale tu mame maly paradox.

Piiklad. Nekonecénou étvereckovou sif lze celou obarvit dvéma barvami, Sedou a bilou, tak, aby
kazdy radek obsahoval jen konecné mnoho Sedych policek a kazdy sloupec jen konecné bilych
policek. Lze to udélat tfeba takto:

Zndzornéni obarvené miizky podle zaddni

Na druhou stranu, kdyby byly fadky omezeny konkrétnim pfirozenym ¢islem, naptiklad , v fadku
muze byt nanejvys 2015 sedych policek®, uz by takové obarveni neslo najit. Pro¢? Predstavme si
obarvenou mrfizku a z ni vyjméme 2016 sloupeckt. Pak by v kazdém fadku muselo byt alespon
jedno bilé policko. To je dohromady nekoneéné mnoho bilych poli¢ek v kone¢né mnoha sloupeccich,
takze by v nékterém sloupecku muselo byt nekonecné mnoho bilych policek.

A jako posledni priklad, jak se nekone¢no chova odlisné od koneéna, uvedeme tradi¢ni (le¢
pfevypréavénou) pohédku, kterd v Gvodu do nekoneéna nesmi chybét. Dokonce miizes najit jeji
anglickou video verzi na strankach www.hotel-infinity.com.

Pohadka o Hilbertové hotelu

Byl nebyl jeden turista. Ten cestoval pies devatero hor a devatero ek, az prisel do jednoho méstecka.
Doufal, ze by si po naro¢né cesté mohl odpocinout v nékterém z tamnich ubytovacich zafizeni. Pfisel
k jednopokojovému apartmanu. ,,Mohl bych se tu ubytovat?“ zeptal se. ,,Kdepak,“ odvétil majitel,
yted tu nékoho mame.“ Turista tedy Sel dal, az pfiSel k hotelu s tisicem pokoji. ,,Panecku, to je
velky hotel,“ pomyslil si, ,,tady pro mne urcité budou mit misto.“ Zahy vSak byl recepci zklaman:
,Bohuzel, vsechny pokoje jsou obsazené.“ | A neslo by tieba ty hosty néjak preusporiddat? Vite,
cestoval jsem pres ...“ ,Ani omylem,“ odvétila recep¢ni, ,,jak chcete nacpat 1001 hosti do 1000
pokoju? Copak neznate Dirichlettiv princip?“



A tak Sel nas cestovatel dal, az prisel k dalsimu hotelu, k Hilbertovu hotelu. Hilbertav hotel
neni obycejny hotel. Je to kouzelny hotel, ma totiz nekone¢né mnoho pokojui. V tomto hotelu jsou
pokoje ¢islované pfirozenymi éisly, a pod kazdym ¢islem se skryva néktery pokoj. , Tady nemate
vsechny pokoje obsazené, ze ne?“ ujistoval se turista pfi pohledu na to neskute¢né mnozstvi pokoji.
,Mame,“ odpovédél majitel hotelu David Hilbert, ,to vite, je hlavni turistickd sezona.“ , Ach jo,
tak j& zase pujdu,“ fekl zklamané turista. ,,Ale, ale, kam byste chodil?“ Hilbert na to, ,,urcité tu pro
vés misto najdeme.“ Vzal do ruky mikrofon a hotelovym rozhlasem zaznélo: ,, Pozor, pozor! Zadame
vSechny hosty, aby se pfesunuli do pokoje s ¢islem o jedna vys$sim, nez ve kterém pravé bydli.“ Pak
se Hilbert obratil k nasemu turistovi: ,,No vidite, ted se mlzete nastéhovat do prazdného pokoje
¢islo nula a hotel bude zase plny.“ Turista vesel do svého pokoje. Spokojené; jesté netusil, kolikrat
se bude muset stéhovat.

Pak k hotelu prijel autobus se sto lidmi, kteri se zde chtéli ubytovat. To pro hoteliéra Hilberta
nebyl zadny problém: ,,Pokud ¢islo vaseho pokoje je k, tak se prestéhujte do ¢isla k+ 100.“ A hned
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se zas uvolnilo 100 mist. Kdyz pak ale pfijel k hotelu autobus, ktery mél stejnou kapacitu jako
Hilbertiav hotel, tedy zaplnéna sedadla se vSemi pfirozenymi ¢isly, byl to jiz trochu ofisek. Neni
mozné Fict ,,posunte se o nekone¢no mist dal“ — neexistuje pfirozené ¢islo, které by bylo o nekone¢no
vétsi nez nula nebo jednicka. Proto bylo tfeba provést trochu rafinovanéjsi operaci: ,, Ten, kdo bydli
v pokoji s ¢islem k, se prestéhuje do pokoje s ¢islem 2k. Ten, kdo sedi v autobuse na sedadle s ¢islem
k, se nastéhuje do pokoje s ¢islem 2k + 1.¢

To byl srumec, panecku; kufry létaly, zamky cvakaly, ale nakonec se povedlo do hotelu umistit
cely nekonecny autobus. A jen co autobus odjel, ani hosté se jesté poradné neusadili, Fiti se k hotelu
nekone¢né mnoho takovych autobust — opét ¢islovanych pfirozenymi ¢isly.

\
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Jesté jsme nezminili, Ze David Hilbert byl (jesté nez jsme jej usadili do jeho vlastni pohadky)
matematik. A matematici radi pfevadi problém na predchozi pfipad. Pokud by se podafilo roz-
dat lidem v autobusech listecky s riznymi pfirozenymi Cisly, jednalo by se o stejnou situaci jako
v pripadé, kdy pfijel jen jeden nekone¢ny autobus s ocislovanymi sedadly. Zbyva otazka, jak to
provést. Pokud by Hilbert zacal postupné rozdavat ¢isla 0,1, 2, ... lidem v autobuse 0, na cestujici
v ostatnich autobusech by se nedostalo. Stejné tak, kdyby zacal s tim, ze by v kazdém autobuse
rozdal jeden listecek cestujicimu na sedadle 0, na cestujici na ostatnich sedadlech by se nedostalo.
Nakonec vSak David Hilbert pfisel na to, jak listecky rozdat: Usporada si cestujici primarné podle
souctu cisel autobusu a sedadla a sekundarné podle ¢isla autobusu. Jinymi slovy rozda listecky po
zpétnych thlopfickach, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku.
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Pak prijel k hotelu dalsi nekone¢ny autobus. Ten vsak nemél sedadla ¢islovana pfirozenymi Cisly,
nybrz nekonecnymi posloupnostmi bilych a Sedych ctvereckt. To znamend, ze kazdé sedadlo bylo
oznaceno néjakou nekonecnou posloupnosti ¢tverecku, pricemz kazdé dvé posloupnosti se lisily a
naopak i kazdd mozné posloupnost pripadla néjakému sedadlu. ,,Kdyz jsem uz ubytoval nekonecno
autobust, jeden autobus navic nemuze byt problém,“ pomyslel si Hilbert a opét se jal vymyslet
néjaky chytry zptisob, jak takova sedadla ocislovat pfirozenymi Cisly. Premyslel tuze dlouho. Uby-
tovani hosté uz sli spat, byli radi, ze to stéhovani utichlo, a Hilbert stale na nic nepfisel. A byl by
nad tim dumal dodnes, kdyby nezjistil, Ze ted uz opravdu prohral. Hosté z tohoto autobusu se do
Hilbertova hotelu nevejdou. Pro¢? Protoze at rozda listecky s prirozenymi ¢isly cestujicim jakkoli,
vzdy se najde cestujici, na kterého se nedostalo. Jednoho takového odhalime napiiklad takto:?
Nakreslime pod sebe posloupnosti bilych a Sedych ¢tverecka v tom poradi, v jakém jim byly pfi-
tfazeny karticky s prirozenymi Cisly. Nasledné se podivame na thlopficku a vytvofime z ni novou
posloupnost ¢tverecki, kterou nasledné invertujeme — nahradime bilou barvu za Sedou a obréacené.
Tim dostaneme novou posloupnost, ktera se lisi od vSech v tabulce (od posloupnosti s ¢islem n
pfinejmensim na pozici n), coz znamena, ze piislusny cestujici nedostal listecek.

© 00N DU WwWwNn = O
.
.
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Znazornéni Cantorovy diagondlni metody

2Tento postup se bézné nazyva Cantorovou diagonalni metodou.
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Porovnavani nekonecen

Z pohadky plynou dvé pouceni. Prvni pouceni je, Ze nekonec¢no je hodné nafukovaci, a druhé je,
7e presto neni nafukovaci nade vSechny meze. Nyni se pokusime pohadku vice zasadit do matema-
tického ramce. Kone¢né mnoziny mezi sebou porovnavat umime: Spocitame, kolik prvkd ma prvni
mnozina, kolik prvkid ma druhd mnozina a za vétsi prohldsime tu mnozinu, jejiz pocet prvka je
vys§i prirozené ¢islo. Nasim cilem je toto porovnavani mnozin zobecnit, aby jej bylo mozné pouzit
i pro nekone¢né mnoziny. Klicovym nastrojem pro porovnavani mnozin je zobrazeni neboli funkce.

Definice. Zobrazeni (nebo téz funkce) f je pfedpis, ktery na vstupu dostane matematicky
objekt z a na zakladé néj vytvori vystupni objekt f(z) (také nazyvany obraz bodu z). Tento predpis
muze ale také dané x nezpracovat (fikdme, ze f(x) nemé smysl).

(i) Definiéni obor funkce f je mnozina objektii x, pro které ma f(x) smysl. Obecné znacenim
f: A — B tikdme, Ze definiénim oborem funkce f je mnozina A a kazdé f(a) lezi v mnoziné
B. Slovy lze také Fici, ze se jedna o funkci z A do B, pfipadné, ze je tato funkce definovana
na mnoziné A.

Symbol R zna¢i mnozinu vsech redlnych c¢isel. Pfikladem funkce f:R — R muze byt
funkce dana piedpisem f(z) = x2.

(ii) Funkce je prostd, pokud dvéma rtznym prvkim nikdy neptifadi stejny prvek. Napiiklad
v pohadce vzdy Hilbert hledal zobrazeni z mnoziny hostit do mnoziny pokoji, a to navic
prosté, tedy takové, aby zadni dva hosté neskoncili ve stejném pokoji.

(iii) Bijekce f: A — B je prosta funkce, pro kterou je kazdy prvek mnoziny B reprezentovany
né&jakym f(a). Jde tedy o poparovani prvkt mnoziny A s prvky mnoziny B.

(iv) Uvazme funkei f definovanou na mnoziné A a podmnozinu A’ této mnoziny. Pak zuZend
funkce f na mnozinu A’ znaéime f [ A’. Jedn4 se o funkci, kterd ma za definiéni obor A’
a chova se na ném stejné jako f. Tedy (f [ A’)(z) = f(x) pro = z A’. Napiiklad funkce
definovana v bodé (i) neni prostd, ale jeji zZeni na mnozinu kladnych éisel uz je prosté.

(v) Méjme funkci f: A — B a na obou mnozinidch A i B méjme zavedené usporadani (tedy
definované, co znamend = < y). Rikame, Ze f je rostouct, pokud zachovéavé toto usporadéni,
tedy pro libovolné ag < a1 z A plati f(ag) < f(a1)-

Nyni jiz miizeme fici, jak se mnoziny porovnavaji. Méjme mnoziny A a B. Rikame, ze:

(i) Mnoziny A a B maji stejnou mohutnost (zna¢ime |A| = | B|), pokud existuje néjaka bijekce
f:A— B.

(ii) Mohutnost A je mensi nebo rovna mohutnosti B (zna¢ime |A| < |B|), pokud existuje
prosté zobrazeni f: A — B.

(iii) Mohutnost mnoziny A je ostfe mensi nez mohutnost mnoziny B (znac¢ime |A| < |B|),
pokud |A| < |B|, ale neplati |B| < |A|.

A nakonec okolo mnozin definujeme jesté nékolik dalsich pojmu.

(i) Pokud mnozina A spliiuje |A| < |w|, Fikdme, Ze je spocdetnd, v opa¢ném piipadé fikdme, ze
je mespocetnd. Spocetnd mnozina je tedy takova, ktera se vejde do Hilbertova hotelu.

(ii) Pro dvé mnoziny A, B definujeme jejich kartézsky souc¢in A X B jako mnozinu vSech
uspotradanych dvojic?® (a, b), kde a je prvek mnoziny A a b je prvek mnoziny B. Jsou-li obé
mnoziny A, B kone¢né, je pocet prvkii mnoziny A X B roven soucinu mohutnosti mnozin
A a B coby pfirozenych ¢isel.

(iii) Pro mnozinu A definujeme jeji potenci (znac¢ime P(A)) jako mnozinu vSech jejich pod-
mnozin véetné prazdné mnoziny a A samotné. Potence je tedy konkrétni piiklad takového

3Kulatymi zdvorkami zde budeme bé&zné znacit usporadané dvojice. Kdyby se mélo jednat o in-
terval, bude to explicitné feceno.



zobrazeni, ze P(X) mé smysl na vSech mnozinach. Je-li mnozina A kone¢nd, n-prvkovi,
je pocet prvkd mnoziny P(A) roven 2.

V pohéadce jsme popsali bijekci mezi mnozinou cestujicich v nekone¢né mnoha autobusech a
w. Kazdy takovy cestujici je urCeny dvéma cCisly: ¢islem autobusu a ¢islem sedadla. Jedna se tedy
vlastné o bijekci z w X w do w, takze plati |w X w| = |w|. Z toho plyne, Ze sjednoceni spo¢etné mnoha
spocetnych mnozin je spocetné.

Piiklad. Mmnozina S vSech sudych pfirozenych ¢isel ma stejnou mohutnost jako w, neni tedy
,dvakrat mensi“, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Prislusna bijekce f:w — S mize byt
napiiklad dand pfedpisem f(z) = 2z. Obecné mé kazda nekoneénd podmnozina X mnoziny w
stejnou mohutnost jako w, tedy da se Fici, Ze w je nejmensi nekoneéna mnozina. Ptislusnéa bijekce
w — X muze vypadat takto: Cislu 0 pfifad nejmensi prvek X, ¢islu 1 pfifad druhy nejmensi prvek
X atd.

Piiklad. Mnozina Q je spocetnd.*

Dikaz. Nejprve ukazeme, Ze mnozina Z vSech celych ¢isel je spocetna. Existuje totiz bijekce f: Z —
w, naptiklad definovand predpisem f(n) = 2n pro pfirozena ¢éisla n a f(m) = —2m — 1 pro zaporna
¢isla m. Snadno se ovéri, ze takové zobrazeni je skutecné bijekce.

Diky tomu je spocetna i mnozina vSech zlomkt tvaru %, kde n je celé ¢islo. Stejné tak mnozina
vsech zlomkd tvaru 3, stejné tak mnozina vsech zlomkt tvaru % atd. Mnozina Q je pak sjednocenim
téchto spocetné mnoha spocetnych mnozin, a proto je spocetna. O

Priklad. Polynom s raciondlnimi koeficienty je funkce f:R — R dané pfedpisem tvaru
f(@) = anz™ + an—12™" ! + -+ + a17 + ao,

kde n je pfirozené &islo a ag, ... ,an jsou racionalni ¢isla (fikdme jim koeficienty). Polynomu s ra-
cionalnimi koeficienty je spoetné mnoho (neboli mnozina téchto polynomu je spocetnad).

Dikaz. Polynom miZe mit libovolny koneény pocet koeficienti. Pro dané n budeme symbolem
Q"[z] znacit mnozinu vSech (racionalnich) polynomu pouze s koeficienty ao,... ,an. Polynomy
z mnoziny Q°[z] maji jen koeficient ag, a proto |Q°[z]| = |Q| = |w|. Polynomy z mnoziny Q*[z]
maji dva koeficienty, tedy |Q![z]| = |Q x Q| = |w X w| = |w|. Dale polynomy z mnoziny Q2[z] maji
o jeden racionalni koeficient vice nez prvky Q![z], proto |Q2[z]| = |Q x Ql[z]| = |w X w| = |w].
Podobné |[Q3[z]] = |Q x Q?[z]] = |w X w| = |w| a tak dale, obecné vzdy odvodime |Q"[zx]| =
|@x Q" !z]| = |wxw| = |w|. Takto dostaneme, Ze viechny mnoziny Q"[z] jsou spoéetné. Navic jich
je spocetné mnoho, takze je spocetné i jejich sjednoceni ¢ili mnozina vSech polynomu s raciondlnimi
koeficienty. O

A ted nas ¢ekd prvni nespocetné cviceni.

Cviéeni 1. Oznaéme symbolem C mnozinu vSech nekonednjych posloupnosti bilych a Sedych
Gtvereckil jako v pohadce. Rozmysli si, ze |C| = [P (w)].

Obecné muzeme fici, Ze potence je nastroj na vyrobu vétsich nekonecen, ¢imz myslime, Ze pro
kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Dukaz se opirad o zavér pohadky, ale je obecnéjsi a diva se
na zalezitost trochu jinymi pojmy, takze si jej radéji predvedeme:

Pro dikaz tvrzeni |A| < |P(A)| potfebujeme ukézat, ze existuje prostd funkce A — P(A), ale
neexistuje prosta funkce P(A) — A. Funkci f: A — P(A) jednoduse sestrojime tak, aby kazdému
prvku pfifadila jednoprvkovou mnozinu obsahujici pravé tento prvek, tedy f(a) = {a}.

Druhou ¢ast dokadzeme sporem — predpokladejme, Ze existuje prosta funkce g: P(A) — A. Sestro-
jime podmnozinu S mnoziny A podle nésledujiciho pravidla: Pro kazdou podmnozinu B mnoziny A

4Symbolem Q zna¢ime mnozinu vsech racionalnich é&isel neboli ¢isel vyjadiitelnych jako podil
dvou celych ¢isel.



se podivame, zda je g(B) prvkem B. Pokud neni, umistime g(B) do S, v opa¢ném ptipadé jej tam

nedame. Jinymi slovy je S mnozina obrazt téch podmnozin, které neobsahuji sviij obraz. Protoze S

je také mnozina, uréité mé i sama obraz g(S). Ale zdalipak je g(S) prvkem S? Kdyby bylo prvkem

S, tak bychom jej do S ale nemohli dét (ani za jinou podmnozinu, protoze g je prostd), a naopak

kdyby nebylo, tak bychom jej do S museli dat — dostavame spor, a proto funkce g nemuze existovat.
Kolem porovnavani nekonecen nam zatim zustava fada otazniku.

(i) Musi vzdy nastat alesponi jedna z moznosti |A| < |B| nebo |B| < |A|?
(ii) Pokud |A| < |B| a soucasné |B| < |A|, musi uz nutné |A| = |B|?
(iii) Pokud plati |A| < |B| a souéasné |B| < |C|, musi uz nutné |A| < |C|? A pokud je navic
néktera z piivodnich nerovnosti ostrd, musi uz nutné |A| < |C|?
(iv) Kdyz uZ je w nejmensi nekoneéna mnozina, je P(w) nejmensi nespodetnd mnozina?
A abychom se méli na co tésit, nastinime struéné odpovédi.
(i) Ano, ale neni to lehké dokéazat, bude to ukdzano ve tfetim dile.

(ii) Ano, toto bychom mohli dokdzat elementarné, ale pockdme si na treti dil, kde to uka-
zeme spolu s (i). Muze$ to zkusit uz ted dokazat coby tézsi cviCeni, pfipadné si vyhledat
Schréoder—Bernstein theorem na anglické Wikipedii.

(iii) Oboje plati, rozmysli si to jako cviceni. ;-)

(iv) Tato otézka byla dlouho nevyfeSena a ¥ikd se ji hypotéza kontinua. Nakonec se ukdzalo,
ze hypotézu kontinua neni mozné dokazat ani vyvratit; pochopit, pro¢ tomu tak je, ale
vyzaduje znalosti nad ramec tohoto seridlu. Pfesto si ve druhém dile sestrojime nejmensi
nespocetnou mnozinu, jen nebude jasné, zda ma stejnou mohutnost jako P(w).

Ptiklad. Oznaéme opét symbolem C' mnozinu viech nekoneénych posloupnosti biljch a Sedjch
&tvereckt jako v pohadce. PopiSeme prosté zobrazeni f:R — C, takie ukdzeme, ze [R| < |C| =
|P(w)|. Zobrazeni dostane redlné ¢islo x. Pak najdeme nejvyssi celé éislo, které nepfevysuje x (dolni
celd ¢éast), znacime jej |z]. Je-li ¢islo |x] kladné, zakreslime takovy pocet Sedych é&tvereckd, jak
velké toto ¢islo je, a nasledné jeden bily ¢tverecek. Je-li nekladné (nula nebo zéporné), zakreslime
jeden bily &tverecek, pak —|z] Sedych ¢tvereckt a nakonec opét jeden bily ctverecek.

Zbyva zakédovat necelou ¢ast redlného éisla z, tedy = — |z|. To je nezdporné realné ¢islo mensi
nez jedna. Ve dvojkové soustavé® tak bude tvaru 0.(posloupnost nul a jednicek). Nulu zapiseme
jako bily ¢tverecek, jednicku jako Sedy ¢tverecek a doplnime takto zbylé ¢tverecky. Snadno ovérime,
ze toto kédovani popisuje prosté zobrazeni.

—m = —4+.110110111100BIN _ .

I N O 0 I R

Cviceni 2.
(i) Rozmysli si, ze se v pfedchozim pfikladu nedostane pfesgé na ty prvky C, které obsahuji
jen koneéné mnoho bilych ¢tvereckt. (Vzpomen si, ze 0,9 = 1.)
(i) Ukaz, ze mnozina prvka C, na které se nic nezobrazilo, je spodetna.
(iii) Na zékladé predchoziho bodu uprav zobrazeni f:R — P(w), aby se jednalo o bijekci.
Cviceni 3. Dokaz, ze mnozina vSech nekone¢nych posloupnosti pfirozenych ¢isel mé stejnou

mohutnost jako C. Pozor na ty prvky C, které obsahuji pouze kone¢né mnoho &tvereckt od jedné
barvy.

5Pokud ses jesté nesetkal(a) s jinou &iselnou soustavou nez s desitkovou, miizes se podivat
napiiklad na www.matematika.cz/prevod.



Potence ndm déva ndastroj na vyrobu vétsich a vétsich nekonecen, pojdme si s ni jesté trochu
pohrat a pokusit se sestrojit co mozna nejvétsi nekoneénou mnozinu. Plati

|w| < [P)] < [P(P)] < [P(P(P@)| <---.

Dale muzeme sestrojit sjednoceni Ag vSech téchto mnozin. Mnozina Ag tedy obsahuje kazdy prvek,
jenz se vyskytuje v nékteré mnoziné tvaru

P(P(---P(w)---)) pro pfirozené ¢islo n.

Tato Ag je ostie vétsi nez kazda z predchozich mnozin. Pro¢? Uvazme jednu z predchozich mnozin
X. Mnozina P(X) je stejné jako X podmnozinou Ao, takze | X| < |P(X)| < |Ao|, z ¢ehoZ uz plyne
1X] < |Aol.

Miuzeme pokracovat. Mame

[Ao| < [P(Ao)| < [P(P(A0))| < [P(P(P(A0)))| < ---
A opét muzZeme sestrojit sjednoceni vsech téchto mnozin, které nazveme Aj. Analogicky sestrojime
[Ao| < |A1] < |A2| < |As| < ---.

Na zévér sestrojime sjednoceni B vSech téchto A,. Samoziejmé bychom dale mohli pokracovat
|B| < |P(B)| < ---, ale je na ¢ase se podivat trochu hloubéji, co se tu vlastné déje.

Prava podstata rekurze a indukce

Rekurzivni definice a dikazy indukci jsi uz pravdépodobné potkal(a). Jestli ne, mizes se podivat
tfeba na stranku www.matematika.cz/matematicka-indukce.
Rekurzivni definice je napfiklad nésledujici definice Fibonacciho ¢isel:

Fo=0, Fi=1, Fny2=F,+ Fny1 (pro pfirozené &islo n).

Prvnim dvéma rovnostem fikdme pocdtecni podminka a posledni je rekurzivni predpis. Indukce je
technika, kterou lze vyuzit naptiklad v dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Priklad. Kazdé ptirozené n lze rozlozit na soucet nékolika Fibonacciho &isel, jejichz indexy (v po-
sloupnosti F') se vzdy lisi alesponi o 2.

Dikaz. Nulu napiSeme jako soucet jednoho Fibonacciho ¢isla. Nyni pijdeme po prirozenych ¢is-
lech a dokadzeme platnosti tvrzeni pro 1,2,3,4,... Jsme v obecném n-tém kroku, kdy vlastnost
dokazujeme pro Cislo n. Pritom ale vime, ze pro vSechna nizsi ¢isla 0,1,... ,n — 1 uz jsme tuto
vlastnost dokazali. Zvolme Fibonacciho ¢islo F; tak, aby F; < n a index i byl nejvétsi mozny.
Protoze n > 1, bude i > 2. Navic F;;1 > n, neboli

n—F <Fiy1—F,=F_.

V druhé rovnosti jsme pouzili rekurzivni predpis pro Fjii. Nyni vyuzijeme toho, ze dokazujeme
ulohu postupné, takze ¢islo n — F; jiz umime rozlozit podle zadani. Navic tento rozklad neobsahuje
éislo F;_1 (protoZe samotné rozkladané ¢islo je ostfe mensi), takze k tomuto rozkladu muzeme
pridat cislo F; a ziskat rozklad c¢isla n podle zadéani.

Diikaz tulohy pro ¢islo 0 se nazyva pruni krok indukce. Dikaz pro obecné ¢islo n, kde pred-
pokladame, zZe pro vSechna cisla mensi nez n tvrzeni plati, se nazyva indukcéni krok. Vyuzivany
predpoklad, ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla mensi nez n, se nazyva indukcni predpoklad.
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Poznamka. V béznych stiedoskolskych tlohach ¢asto neni tfeba v indukénim kroku vyuzit toho,
ze je uloha dokazana pro vsechna cisla mensi nez n. Staci pouze védét, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Takova indukce se nazyva slabd indukce a v ivodnich povidanich o indukci byva vydavana za tu
pravou indukci. My naopak budeme za tu pravou indukci povazovat indukci, kterd mutze vyuzivat
platnost pro kterékoli predchozi hodnoty; ta se jinak nazyva silndg indukce. Dalsi rozdil silné a slabé
indukce spociva v tom, ze v silné indukci mize byt prvni krok povazovan za soucast indukcéniho
kroku, indukéni piedpoklad je totiz pro n = 0 automaticky splnén.® V prikladu jsme vyfesili prvni
krok zvlast jen proto, ze pro n = 0 bychom nenasli nenulové F; < n a n — Fy, by tak nebylo ostfe
mensi nez n.

Intuitivné je tedy indukce ,,postupné dokazovani® a rekurze je ,postupné definovani“. Na konci
ptredchozi kapitoly jsme rekurzivné definovali velkou mnozinu B. Jenze tato rekurze se nezastavila
na prirozenych cislech, ve skutec¢nosti $lo o rekurzi po zhruba takovychto krocich:

w B
PLo) Ao Ay Az A3 A
4

o] ] e e
P(P(w)) P(Ao)

P(B)

Motivacni obrdzek

Podobnym zptisobem lze rozsifit i rekurzi a takto rozsifend indukce resp. rekurze se bézné
nazyva transfinitni indukce resp. transfinitni rekurze. Na druhou stranu ne na kazdé mnoziné
muzeme dokazovat indukci. Pfedstavme si naptiklad nezaporna realnd cisla a zkusme dokazat, ze
kazdé nezaporné cCislo je prirozené. Prvni krok: Nula je prirozené cislo. Indukéni krok: Uvazme
kladné reélné ¢islo . Cislo x/2 je mensi nez x, takze jsme o ném jiz dokazali, Ze je ptirozené. Proto
je prirozeny i jeho dvojnéasobek, tedy x. Dokazali jsme, ze kazdé realné cislo je pfirozené, no ne?
:-) No, dobré, je to podvod. Na redlnych ¢islech indukce nefunguje.

Nasim cilem bude pochopit, jak se poznaji mnoziny, na kterych indukce a rekurze funguje.
K tomu je tieba jesté trochu jiny pohled na tyto pojmy.

Zacneme s indukci, kterd je (moznd prekvapivé) jednodussi. Pro¢ tedy indukce funguje? In-
dukce je jen specialni pripad dukazu sporem. Princip je nasledujici: Pro spor predpokladame,
ze dokazované tvrzeni neplati pro nékteré prirozené éislo, a zvolime n nejmensi takové, pro které
tvrzeni neplati. Pak tvrzeni plati pro vSechna k < n, a je tak splnén indukéni predpoklad. Jenze
potom z indukéniho kroku plyne, Ze tvrzeni plati i pro n, coz je spor a dikaz je hotov.

Ukazeme to struéné na prikladu s rozkladem na Fibonacciho ¢&isla. Predpokladejme, ze existuje
prirozené c¢islo, které nelze rozlozit na Fibonacciho ¢isla. Zvolme nejmensi takové n. Nulu zapsat
jako soucet lze, takze n > 0. Dale najdeme F; < n s nejvétsim moznym i. Potom je n — F; mensi nez
n, takze n — F; 1ze rozlozit na soucet Fibonacciho c¢isel dle zadani. Jenze pak pfidanim F; k tomuto
rozkladu dostavame rozklad ¢isla n. Dostali jsme spor s tim, Ze n nelze rozlozit.

V celé uvaze jsme vyuzili jedinou (kli¢ovou) vlastnost prirozenych éisel: Mohli jsme nalézt
nejmensi n, pro které tvrzeni neplatilo. To nas vede k néasledujici definici.

Definice. Méjme mnozinu D, na které mame definovano, kdy pro dvojici prvki a,b z mnoziny
D plati a < b (ekvivalentng b > a). Rekneme, ze D je dobre usporddand”, pokud plati nasledujici

674dné piirozené ¢islo mensi nez n = 0 neexistuje a vyroky, kde kvantifikace probiha prazdnou
mnozinu (napiiklad ,,VSichni opravdovi vodnici jsou riizovi.“) jsou v matematické logice povazovany
za pravdivé.

7 Jakkoli se pojem ,,dobfe usporddany“ miize zdat podobné provizornim jako pojmy ,zajimavy*“
¢i ,pekny“, které se obCas objevi v zadani ¢i v feseni n€které z tloh, pojem ,dobfe usporadany“
(anglicky well ordered) je skute¢né oficidlni termin pouzivany v teorii mnozin.
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t¥i podminky:
(i) Jakmile a < bab < ¢, tak nutné a < c. (tranzitivita)

(ii) Pro libovolné dva prvky a, b plati pravé jedna z nésledujicich t¥i moznosti: a < b, a = b,
a > b. (linearita)

(iii) V kazdé neprdzdné podmnoziné X mnoziny D existuje nejmensi prvek, tedy a takové, ze

pro vSechny ostatni prvky b z mnoziny X je a < b. (dobré uspofadani)

Pokud D spliuje pouze prvni dvé podminky, fikdme, ze je linedrné usporddand. Pojem dobfte
usporadané mnoziny budeme zkracovat jako DUM.

V klasické indukci se Casto pripad déli na prvni krok a indukéni krok, protoze ma prvek 0O
ponékud odlisné vlastnosti od ostatnich. V obecné DUMé mame dokonce t¥i typy prvku.

Definice. Méjme DUMu a jeji prvek xz. Prvek = nazyvame
(i) nulovy, pokud je to nejmensi prvek této DUMys;
(ii) izolovany, pokud existuje jeho bezprostiedni pfedchiidce, tedy nejvétsi prvek mensi nez x;

(iii) limitni, pokud nenastane ani jedna z predchozich situaci.

Priklad.

(i) Mnozina realnych disel je linedrné uspofddand, ale neni DUM, protoZze nemd nejmensi
prvek.

(ii) Mnozina nezapornych redlnych ¢isel je linedrné uspofddana a ma nejmensi prvek, ale neni
DUM, protoze mnozina kladnych redlnych ¢isel nemé nejmensi prvek.
(iii) Kazda koneénd linedrné uspofddand mnozina je dobfe usporadana.
(iv) Mnozina pfirozenych &isel je dobfe usporadana.
(v) DUMu D vyobrazenou na motiva¢nim obrazku muZeme sestrojit nasledovné. Za mnozinu
D zvolime w X w. Prvky (0,0) a (0,1) oznacime jako wvelké, ostatni oznacime jako malé.
Usporadani definujeme tak, ze velké prvky jsou vzdy vétsi nez malé. Pokud jsou oba prvky
malé nebo oba velké, porovname je lexikograficky®, tedy (a,b) < (c, d), pokud a < ¢ nebo
plati soucasné a =ca b < d.
Cviéeni 4. Rozdél prvky DUMy z pfedchoziho piikladu (v) na nulovy, limitni a izolované.
Cvigeni 5. Ukaz, ze nésledujici podmnoziny realnych &isel (s obvyklym uspofadanim) nejsou
dobfe uspotradané.
(i) Mnozina celych disel,
(ii) mnozina nezdpornych racionélnich &isel,
(iii) uzavieny interval (10, 20),
)

Cantorova mnozina, tedy mnozina téch ¢isel z intervalu (0, 1), ktera ve svém zapisu v troj-
kové soustavé obsahuji jen nuly a dvojky (pfipadné jednu jedni¢ku na konci, protoze ta je
nahraditelnd nulou nasledovanou samymi dvojkami).

(iv

Cviceni. Rozmysli si, ze kdyz k DUMé pfiddme prvek oo vétsi nez vSechny ostatni prvky, bude
se stéle jednat o DUMu.?

Cvic¢eni 6. Rozmysli si, Ze linedrné usporadand mnozina je DUMou pravé tehdy, kdyz v ni neni
mozné najit nekone¢nou ostie klesajici posloupnost.

8Porovnavat lexikograficky znamena ,,jako ve slovniku®.
9Znacka oo v seridlu nic konkrétniho neznamend. Jde jen o pojmenovéni toho prvku a naznacuje,
ze je tento prvek nad ostatnimi.
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Dobfe usporddanou mnozinu jsme definovali pravé tak, aby na ni Slo provadét indukci. Déle
ukazeme, ze na DUMA4ch funguje i rekurze. K tomu je tfeba pochopit, co je to vlastné rekurze a co
je to samotny rekurzivni piedpis. Stejné jako silnd indukce nemusi rekurze vyuzivat jen predchozi
dvé hodnoty, ale miize vzit v ivahu vSechny predeslé.

Definice. Uvazme DUMu D a jeji prvek z. Pak symbolem D < z zna¢ime mnozinu v8ech prvka
D ostfe mensich nez z. Rekurzivni predpis na mnoziné D je zobrazeni, které pro kazdy prvek x
mnoziny D a kazdou funkci definovanou na mnoziné D < z pfifadi dalsi hodnotu (pro bod z).

O funkci f fikame, Ze splnuje rekurzivni predpis p, pokud pro vSechny prvky z mnoziny D
spliiuje

f@@) =p(f [(D +=)).

Slovy feceno, uvazme zazeni funkce f jen na mnozinu D < z. Pokud tuto ztzenou funkci zobrazime
rekurzivnim pfedpisem, musime dostat f(x).

Priklad. (Fibonacciho ¢isla) Definujeme rekurzivni predpis na w nasledovné: Uvazme pFirozené
éislo z a funkci f: (w4 z) — w. Pokud je < 1, ignoruje rekurzivni piedpis funkci f a vrati samotné
z (pocéateéni podminka). V opa¢ném piipadé rekurzivni pfedpis vrati hodnotu f(z —2) + f(z — 1).

Opét obecné definice rekurzivniho predpisu a funkce dané rekurzivnim predpisem nedava prilis
jasnou odpovéd na otézky: Musi funkce spliujici rekurzivni predpis vzdy existovat? A je vibec
déna jednoznac¢né? Odpovéd na obé tyto otdzky je kladnd, ale je tfeba to dokéazat:

Nejprve dokézeme jednozna¢nost — (transfinitni) indukci. V indukénim kroku staci ukézat, ze
jakmile se dvé funkce dané rekurzivnim predpisem shoduji na mnoziné D < x, tak se shodujii v bodé
z. To je ovSsem jasné, protoze v takovém okamziku je hodnota v bodé z rekurzivnim predpisem
jednoznacné urcena.

Zbyva ukazat, ze takova funkce opravdu existuje. Sestrojime DUMu D’ tak, ze k DUMé& D
pridame jeden dalsi bod co vétsi nez vSechny puvodni. Stac¢i ukazat, ze existuje funkce definovana
na D’ < oo spliujici rekurzivni pfedpis. Opét indukci dokdZeme, Z%e pro kazdé x z mmnoziny D’
existuje funkce definovana na D’ <+ z spliiujici rekurzivni predpis. Mohou nastat tii moZnosti:

(i) Prvek z je nulovy. V takovém p¥ipadé je vyhovujici f na D’ < z prazdna funkce definovana
na prazdné mnoziné.

(ii) Prvek z je izolovany a mé bezprostfedniho predchiidce y. V takovém pripadé z indukéniho
piedpokladu existuje funkce definovand na D’ <y spliujici rekurzivni pfedpis. Pomoci
rekurzivniho predpisu tuto funkci muzeme dodefinovat v bodé y a ziskavame funkci defi-
novanou na mno%iné D’ < z splitujici rekurzivni piedpis.

(iii) Prvek z je limitni. V takovém piipadé existuji funkce definované na D’ <y pro vSechna
y < x. Navic pro kazdy prvek z < z najdeme y lezici ostfe mezi z a x. Funkce definovana
na D’ <y tak bude definovana v z. UZ jsme si dokazali jednoznac¢nost funkce spliujici
rekurzivni pfedpis a tato jednozna¢nost plati i na mnozindch D'+ y. Pro kazdé y je
tak tato funkce jednoznac¢né a jeji hodnota v bodé z nezévisi na volbé y. Takto najdeme
hodnotu pro kazdé z z mnoziny D’ < x a vysledna funkce bude spliiovat rekurzivni piedpis,

protoZe jej spliiuji jednotliva ziuzeni na D’ < y.
Piiklad. Motivac¢ni obrazek v tivodu této kapitoly znazornoval, jak miize vypadat rekurze, ktera
se nezastavi na prirozenych ¢islech. Mnozinu, na které se tato rekurze odehrava, jsme jiz popsali

v bodé (v) prikladu na strdnce 11. Nyni popiSeme rekurzivni piedpis: Uvazme prvek z mnoziny D
a funkci f definovanou na mnoziné D < z. Rozebereme tfi pfipady.
(i) Pokud je z nulovy prvek, rekurzivni pfedpis vrati mnozinu w.
(ii) Pokud je z izolovany prvek, ma bezprostiedniho predchiidce y. Rekurzivni predpis vrati
mnozinu P(f(y)).
(iii) Pokud je z limitni prvek, vrati rekurzivni pfedpis sjednoceni vSech hodnot funkce f.
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Operace na DUMach

Predpis z predchoziho pfikladu je mozné pouzit zcela obecné, takze se hledani mnoziny s co nejvétsi
mohutnosti pretavilo v hledani co ,nejdelsi“ dobfe uspofadané mnoziny. K tomu bychom si ale meéli
ujasnit, jak délku dobfe usporadanych mnozin porovnavat.

Definice. Rekneme, ze dvé DUMy A, B jsou stejného typu (znadime A ~ B), pokud mezi nimi
existuje rostouci bijekce f: A — B.

Povsimnéme si, Ze porovnavani typu je jemnéjsi nez porovnavavani velikosti. Pokud je A ~ B,
tak uz nutné |A| = |B|, ale obrdcené to neplati. Jak vyplyne z nasledujiciho tvrzeni, kdykoli
k nekone¢né spocetné DUME pfidame novy prvek vétsi nez vSechny ostatni, bude mit vysledné
DUM jiny typ. Na druhou stranu bude mit stale stejnou mohutnost jako w.

Tvrzeni. Necht A, B jsou dvé libovolné DUMy. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
(i) A~ B.
(i) A ~ (B < x) pro néjaky prvek = z B.

(ili) (A< z) ~ B pro néjaky prvek x z A.

Pokud nastane moznost (ii) nebo (iii), je dokonce prvek z jednoznac¢né urcen a ve vSech tiech

pripadech je jednoznacéné urcena prislusna rostouci bijekce. Pokud je navic A jen podmnozinou
DUMy B, urc¢ité nenastane moznost (iii).

Dukaz. Rekurzivné sestrojime zobrazeni f, které kazdému prvku mnoziny A prifadi prvek mnoziny
B nebo znacku STOP. Rekurzivni predpis je nasledujici: Funkci f uz mame definovanou na mnoziné
A < z. Pokud tato funkce na kazdy prvek mnoziny B jiz néco zobrazila, pfifadime prvku x znacku
STOP. V opa¢ném piipadé prifadime z ten nejmensi prvek B, na ktery se dosud nic nezobrazilo.

A

o))

B

) S

| | | stop
Zndzornéni konstrukce f

Z konstrukce se zadnym dvéma prvkiim A neptifadi stejny prvek B a mimo prvky zobrazené
na STOP je f rostouci.
Mohou nastat tfi moznosti:

(i) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f: A — B je rostouci bijekce A — B, tedy
A~ B.

(ii) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f neni bijekce. Mtizeme zvolit nejmensi prvek
r mnoziny B, na ktery se nic nezobrazilo. V takovém ptipadé se na zdkladé konstrukce f
nic nemohlo zobrazit na zadny prvek vétsi nez x, zatimco vSechny prvky mensi nez x jsou
z definice prvku = funkci f pokryty. Proto je f hledand rostouci bijekce mezi A a B < x.

(iii) Nékterému prvku bylo pfifazeno STOP. Vezméme nejmensi takovy prvek x. Pak zuzeni
f [« je hledana rostouci bijekce mezi A+ x a B.

Uz jsme dokéazali, Ze nastane jedna alespon jedna z uvedenych situaci, a zkonstruovali jednu
konkrétni bijekci. Existuje ale i opa¢ny proces, ktery z informace, kterd varianta (i)—(iii) nastala,
prvku z a rostouci bijekce rekonstruuje funkci f spliujici popsany rekurzivni pfedpis: V ptipadech
(i) resp. (ii) sta¢i pouzit coby funkci f samotnou rostouci bijekci A — B resp. A — (B+ ).

13



V pripadé (iii) stejné, jen je tieba dodefinovat rostouci bijekci (A< z) — B na prvcich y >
predpisem f(y) = STOP.

Proto jsou varianta (i)—(iii), prvek x a rostouci bijekce uréeny jednoznac¢né funkci f spliiujici
rekurzivni predpis. I tato funkce je vSak urcena jednoznacné z vlastnosti rekurze, takze mame
dokazanou jednoznacnost.

Pro posledni dopliiujici fakt, ze v pfipadé, kdy A je podmnozinou B, nenastane moznost (iii),
si sta¢i uvédomit, Ze v takovém ptipadé pro kazdy prvek a mnoziny A plati f(a) < a.

Definice. Pokud plati A ~ (B < z) pro n&jaky prvek z z B, fikdme, ze B ma vétsi typ nez A
(znac¢ime A < B).

Cviceni 7.
(i) Uvédom si, ze pfedchozi véta ¥k, ze pro dvé DUMy A, B nastane pravé jedna z moznosti
A<B,A~B, A> B.
(ii) Ukaz, ze kdyz DUMy A, Bo, B1,C spliuji A < Bg < C' a By ~ By, tak A < By < C.
(iii) Ukaz, ze kdyz DUMy A, B,C spliuji A< Ba B < C, tak A < C.

(iv) Necht X je mnozina nekoneéné mnoha DUM. Dokaz, ze v mnoziné X lze nalézt takovou
DUMu A, ze pro kazdou jinou DUMu B z mnoziny X plati A < B nebo A ~ B.

Cviéeni 8. Najdi DUMu B a jeji vlastnil® podmnozinu A, aby stéle platilo A ~ B.

Nyni umime porovnavat jednotlivé DUMy. Jesté si ukdzeme dvé zakladni operace, jak vytvaret
nové DUMy s vétsim typem. Zakladni DUM, ze které muzeme stavét, je w. Dale pfirozené ¢islo n
na misté DUMy budeme povazovat za n-prvkovou DUMu.

Definice. Pro dvé DUMy A a B definujeme

(i) DUMu A + B coby mnozinu vSech uspofddanych dvojic tvaru (a,0) nebo (b,1), kde a je
zAabjez B;

(i) DUMu A - B coby kartézsky soucin A x B.

V obou pripadech definujeme porovnavani dvojic nasledovné: Pokud se dvojice lisi na druhém misté,
rozhodne o tom, kterd dvojice je vétsi, druhé misto (pro sé¢itdni DUM uvazujeme 0 < 1). V pfipadé
shody na druhé pozici rozhodne prvni.

Ukazeme, ze takto definované usporadani je dobré — uvazme néjakou neprazdnou mnozinu dvojic
a oznac¢me ji X. Mnozina vSech moznych druhych souradnic je podmnozina DUMy, takze najdeme
nejmensi druhou soufadnici y. Nyni se omezime jen na ty dvojice z mnoziny X, jejichz druhé
soufadnice je y. Prvni souradnice opét probihda DUMu, takZe najdeme nejmensi z nich, x. Dvojice
(z,y) je nejmensi prvek mnoziny X.

S¢itani DUM odpovida skladani DUM za sebe. Nasobeni A - B lze ilustrovat tak, ze kartézsky
soudin A x B (v kazdém tadku je A, v kazdém sloupci B) preéteme po fadcich. Odpovida to tomu,
kdyz v B nahradime kazdy jednotlivy prvek kopii DUMy A.

Priklad. DUMu z motiva¢niho obrazku muzeme sestrojit jako w - w + 2.

Piiklad. Na rozdil od scitani a nésobeni redlnych &isel zde zalezi na poradi. Napfiklad w + 1
odpovida pridani nového nejvétsiho prvku do w a je tak w+1 > w, ddle w-2 ~ w4+ w > w. Na
druhou stranu 1 + w ~ w a taky 2 - w ~ w. Operace jsou zndzornény na obrazku.

10Vlastni podmnozina mnoziny A je takova, kterad neni rovna A. Jedné se tedy o ekvivalent
pojmu ostie mensi prvek v usporadani.
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Cviceni 9. Predchozi priklad ukazuje, ze vysledek souctu ¢i soudinu muze vyjit jako druhy sci-
tanec resp. Cinitel. Ukaz, ze u prvniho scitance resp. Cinitele se toto az na degenerované piipady
nestane, tedy konkrétné pro DUMy A, B plati

(i) A< A+ B, pokud je B neprazdna;
(ii) A< A- B, pokud je B alespon dvouprvkova.

|I

A to je z teorie prvniho dilu vSe. Zbyvéa se pustit do feseni tloh. Nevés hlavu, jestli se Ti prozatim
nepovedlo pochopit tézsi diukazy s transfinitni rekurzi — ty jsou v seridlu uvedeny spise pro uplnost
a ulohy lze feSit i bez nich. Ale pokud Té naopak zklamalo, ze serial Sel sice do nekoneéna, ale

zatim malo ,,dal“, pak pravé pro Tebe je tu zavérecna kapitola.
Cokoladova vyzva

Cokoladovéa vyzva je soutés, jejiz vyherce dostane &okoladu.'' V kazdém dile seridlu bude jedna
¢okolddova vyzva, tedy dohromady se bude soutézit o t¥i cokolady. V pristich dvou dilech se bude
jednat o co nejrychlejsi vyfeseni néjaké tlohy a poslani feSeni e-mailem, takze doporucujeme se na
dalsi dily seridlu podivat co nejdfive.

Prvni vyzva je o poznani kreativnégjsi.

Uloha. Sestroj spoéetnou DUMu s co nejvétsim typem.

Ten, jehoz DUM bude nejvétsi, vyhraje ¢okoladu. P¥i vzacné shodé (ale ta snad nenastane,
stacilo by preci pri¢ist jednicku) ¢okolddu rozdélime. Konstrukce musi byt formalné jasna, ale
neni napftiklad pot¥eba dokazovat, Ze se jednd o DUMu (pokud to bude pravda). Svou konstrukci
posli spole¢né se seridlovou sérii (posilas-li postou), pfipadné pro ni najdes pfislusnou kolonku
v submitovatku.

vy

A v pristim dile si pfedvedeme nespo¢etnou DUMu. ;-)

11 Ale nejde o soutézni tlohu, takze za ni nelze ziskat zadné body.
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Seznam symbolli a pojmu

Na této strance jsou struc¢né uvedeny vSechny dulezité pojmy prvniho dilu seridlu. U kazdého pojmu
je uvedeno, na které strance byl definovan.

str 1. w neboli mnozina vSech pfirozenych &isel (véetné nuly).
str 6. Zobrazent neboli funkce f: A — B.
str 6. R neboli mnozina vsSech realnych cisel.
str 6. Defini¢ni obor, obraz bodu.
str 6. Prosta funkce, bijekce, rostouct funkce.
str 6. f [ A neboli ztzeni funkce f na mnozinu A.
str 6. |A| = | B| neboli mnozina A ma stejnou mohutnost jako B.
str 6. |[A| < |B| neboli mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti B.
str 6. |A| < |B| neboli mnozina A ma mensi mohutnost nez B.
str 6. Spocetnd mnozina, nespocetnd mnozina.
str 6. Kartézsky soucdin A X B.
str 6. P(X) neboli potence mnoziny X.
str 7. Q neboli mnozina vSech racionalnich ¢isel.
str 11. DUM neboli dobre usporddand mnozina.
str 11. Nulovy, izolovany, limitni prvek v DUMEé.
str 12. D<=
str 12. Rekurzivni predpis, funkce splriujici rekurzivni predpis.
str 13. A ~ B neboli DUMy A, B jsou stejného typu.
str 14. A < B neboli DUM B ma vétsi typ nez A.
str 14. Soucet DUM A + B.
str 14. Souc¢in DUM A - B.
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Navody

1. Ocisluj ¢tverecky a vezmi mnozinu Sedych ¢tverecki.

2. (ii) Pfedstav si misto kazdého ptirozeného &isla jeho binarni zapis (véetné nekoneéné posloup-
nosti nul na zac¢atku). (iii) Vezmi jakoukoli spo¢etnou mnozinu, ktera je pokrytd, a proved postup
obraceny k tomu, kdyz se do Hilbertova hotelu nacpal autobus.

3. Bila policka oddéluji jednotlivé cleny posloupnosti, délka souvislych sedych tisekii udava velikost
¢isla. S pripadem, kdy je bilych ¢étverecki jen koneéné mnoho, se vyporadej stejné jako v predchozim
cviceni.

4. (0,2) nulovy, (n,0) limitni pro v8echna n, ostatni izolované.

5. (i) Nem& minimum, (ii), (iv) po odstranéni nuly nema minimum, (iii) otevfeny interval (10, 20)
nema minimum.

6. Kdyz existuje posloupnost, tvori mnozinu bez minima. Pfi dikazu opa¢ného sméru mame
neprazdnou mnozinu bez minima. Z ni vezmeme libovolny prvek zg, to neni minimum, najdeme
r1 < x0, dle o2 < x1 atd.

7. (iv) Vezmi libovolnou DUMu D z mnoziny X, porovnej ji se véemi ostatnimi a vyuzij toho, Ze
D je dobfe usporadana.

8. Prohlédni si pozorné cast o sc¢itani a nasobeni DUM.

9. Sestroj rostouci bijekci mezi A a zacatkem A + B resp A - B. Véta o porovnavani pak uz fika
vSe potfebné.
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