Do nekoneCnaajestédal....................

Nikdo nds nebude moci vyhnat z rdje, ktery pro nds vytvoril Cantor. (David Hilbert)

Dil prvni — Svét nekonecen

Pojmem nekonec¢na se zabyvali filosofové a matematici jiz od dob, kdy rozdil mezi filosofii a ma-
tematikou byl pramaly. My si zde predvedeme az vysledky matematika 19. a 20. stoleti pocinaje
Georgem Cantorem. Ti na své cesté vyzkouseli fadu slepych uli¢ek a nejednoho z nich to stélo du-
Sevni zdravi. Vysledkem vsak je krasna teorie, nyni vSeobecné uznavana za zaklad takika veskeré
vysokoskolské matematiky.

Néazev celého seridlu Do mekonecéna a jesté ddl je mimo jiné odkazem na sérii animovanych
filma Pfibéh hracek. Jedna se o slavnou hlasku hracky Buzze Raketédka — superastronauta, ktery
1éta z planety na planetu a zachranuje svét. Dité, které si z Buzzem hraje, je nadSené z toho, ze s nim
1ét4 ,,do nekonecna a jesté dal“, a to ani nemé ponéti, o éem vlastné mluvi. Cilem seridlu, ktery
taktéz bude misty pojat pohadkové ¢i hravé, je tuto otdzku objasnit a pfitom neubrat nekone¢nu
nic z jeho kouzla.

V odbornych publikacich nese téma tohoto seridlu suché oznaceni Teorie mnozin. Duvod, pro¢
tomu tak je, bude patrny zejména z druhého dilu Pevné zdklady. Nicméné ani vysokoskolaci ne-
ztraceji hravost a ohromeni z nekonecna, coz reflektuje fakt, ze béznym slangovym oznacenim pro
teorii mnozin je zkratka TeMno. ;-)

Prvni nastrahy nekonecna

Nez se pustime do nekone¢na, dohodneme se na jednom zikladnim znaceni: Mnozinu pfirozenych
&isel zna¢ime w a nulu budeme povaZovat za piirozené é&islo.! Toto znadeni je v teorii mnozin
obvyklé a duvody jeho pouzivani budou vice patrné z druhého dilu seridlu. Mimo jiné se nam
bude hodit, aby slo fici ,,Koneéné mnoziny jsou pravé ty mnoziny, jejichz velikost vyjadiuje néjaké
prirozené ¢islo.“ a nevyradit tim z koneénych mnozin prazdnou mnozinu. Nicméné pozor, tato
umluva plati pouze zde a v tlohach pat¥icich k tomuto seridlu, v jinych stfedoskolskych tlohach se
nula za prirozené ¢islo bézné nepovazuje.

Zatimco nula je pfirozenym ¢islem, nekonecno zadnym cislem neni. Nekonecno ve skutecnosti
ani neni néjaky matematicky objekt, je to jen vlastnost. Pfimka je nekoneénd, posloupnost muze
byt nekonec¢na, mnozina mize byt nekonecna. Jedna se o opak konecnosti, kde konecnost presné
znamena, ze se velikost dané mnoziny nebo posloupnosti dé vyjadfit pfirozenym ¢islem. Nekoneéné
mnozina pak je takova, jejiz velikost se zadnym pfirozenym cislem vyjadfit nedd, je na to ,prili§
velkd“. Existuji i dalsi divody, pro¢ se nekone¢no nepovazuje za prirozené ¢islo — chova se totiz
uplné jinak.

1Recké pismenko w je mala omega, zatimco velkd omega vypadé takto: Q.
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Piiklad. Kdykoli si vezmeme kone¢nou mnozinu realnych ¢isel, najdeme v ni nejvétsi i nejmensi
prvek. U nekoneéné mnoziny se to stat mulze, ale nemusi. Napiiklad uzavieny interval (0,1) ma
nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1, zatimco otevieny interval (0, 1) nema ani nejmensi, ani nejvétsi
prvek.

Dalsi priklad ukazuje, ze kdyz néco muze byt libovolné velké, jesté to neznamend, ze to mize
byt nekonecné.

Piiklad. Existuje libovolné dlouha klesajici posloupnost prirozenych ¢isel. Pokud si usmyslime,
ze chceme posloupnost délky n, sestrojime ji coby n,(n —1),...,2,1. Naopak nekone¢na klesajici
posloupnost ag, a1, az, ... prirozenych ¢isel existovat nemiize.

Dale tu mame maly paradox.

Piiklad. Nekonecénou étvereckovou sif lze celou obarvit dvéma barvami, Sedou a bilou, tak, aby
kazdy radek obsahoval jen konecné mnoho Sedych policek a kazdy sloupec jen konecné bilych
policek. Lze to udélat tfeba takto:

Zndzornéni obarvené miizky podle zaddni

Na druhou stranu, kdyby byly fadky omezeny konkrétnim pfirozenym ¢islem, naptiklad , v fadku
muze byt nanejvys 2015 sedych policek®, uz by takové obarveni neslo najit. Pro¢? Predstavme si
obarvenou mrfizku a z ni vyjméme 2016 sloupeckt. Pak by v kazdém fadku muselo byt alespon
jedno bilé policko. To je dohromady nekoneéné mnoho bilych poli¢ek v kone¢né mnoha sloupeccich,
takze by v nékterém sloupecku muselo byt nekonecné mnoho bilych policek.

A jako posledni priklad, jak se nekone¢no chova odlisné od koneéna, uvedeme tradi¢ni (le¢
pfevypréavénou) pohédku, kterd v Gvodu do nekoneéna nesmi chybét. Dokonce miizes najit jeji
anglickou video verzi na strankach www.hotel-infinity.com.

Pohadka o Hilbertové hotelu

Byl nebyl jeden turista. Ten cestoval pies devatero hor a devatero ek, az prisel do jednoho méstecka.
Doufal, ze by si po naro¢né cesté mohl odpocinout v nékterém z tamnich ubytovacich zafizeni. Pfisel
k jednopokojovému apartmanu. ,,Mohl bych se tu ubytovat?“ zeptal se. ,,Kdepak,“ odvétil majitel,
yted tu nékoho mame.“ Turista tedy Sel dal, az pfiSel k hotelu s tisicem pokoji. ,,Panecku, to je
velky hotel,“ pomyslil si, ,,tady pro mne urcité budou mit misto.“ Zahy vSak byl recepci zklaman:
,Bohuzel, vsechny pokoje jsou obsazené.“ | A neslo by tieba ty hosty néjak preusporiddat? Vite,
cestoval jsem pres ...“ ,Ani omylem,“ odvétila recep¢ni, ,,jak chcete nacpat 1001 hosti do 1000
pokoju? Copak neznate Dirichlettiv princip?“



A tak Sel nas cestovatel dal, az prisel k dalsimu hotelu, k Hilbertovu hotelu. Hilbertav hotel
neni obycejny hotel. Je to kouzelny hotel, ma totiz nekone¢né mnoho pokojui. V tomto hotelu jsou
pokoje ¢islované pfirozenymi éisly, a pod kazdym ¢islem se skryva néktery pokoj. , Tady nemate
vsechny pokoje obsazené, ze ne?“ ujistoval se turista pfi pohledu na to neskute¢né mnozstvi pokoji.
,Mame,“ odpovédél majitel hotelu David Hilbert, ,to vite, je hlavni turistickd sezona.“ , Ach jo,
tak j& zase pujdu,“ fekl zklamané turista. ,,Ale, ale, kam byste chodil?“ Hilbert na to, ,,urcité tu pro
vés misto najdeme.“ Vzal do ruky mikrofon a hotelovym rozhlasem zaznélo: ,, Pozor, pozor! Zadame
vSechny hosty, aby se pfesunuli do pokoje s ¢islem o jedna vys$sim, nez ve kterém pravé bydli.“ Pak
se Hilbert obratil k nasemu turistovi: ,,No vidite, ted se mlzete nastéhovat do prazdného pokoje
¢islo nula a hotel bude zase plny.“ Turista vesel do svého pokoje. Spokojené; jesté netusil, kolikrat
se bude muset stéhovat.

Pak k hotelu prijel autobus se sto lidmi, kteri se zde chtéli ubytovat. To pro hoteliéra Hilberta
nebyl zadny problém: ,,Pokud ¢islo vaseho pokoje je k, tak se prestéhujte do ¢isla k+ 100.“ A hned
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se zas uvolnilo 100 mist. Kdyz pak ale pfijel k hotelu autobus, ktery mél stejnou kapacitu jako
Hilbertiav hotel, tedy zaplnéna sedadla se vSemi pfirozenymi ¢isly, byl to jiz trochu ofisek. Neni
mozné Fict ,,posunte se o nekone¢no mist dal“ — neexistuje pfirozené ¢islo, které by bylo o nekone¢no
vétsi nez nula nebo jednicka. Proto bylo tfeba provést trochu rafinovanéjsi operaci: ,, Ten, kdo bydli
v pokoji s ¢islem k, se prestéhuje do pokoje s ¢islem 2k. Ten, kdo sedi v autobuse na sedadle s ¢islem
k, se nastéhuje do pokoje s ¢islem 2k + 1.¢

To byl srumec, panecku; kufry létaly, zamky cvakaly, ale nakonec se povedlo do hotelu umistit
cely nekonecny autobus. A jen co autobus odjel, ani hosté se jesté poradné neusadili, Fiti se k hotelu
nekone¢né mnoho takovych autobust — opét ¢islovanych pfirozenymi ¢isly.

\
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Jesté jsme nezminili, Ze David Hilbert byl (jesté nez jsme jej usadili do jeho vlastni pohadky)
matematik. A matematici radi pfevadi problém na predchozi pfipad. Pokud by se podafilo roz-
dat lidem v autobusech listecky s riznymi pfirozenymi Cisly, jednalo by se o stejnou situaci jako
v pripadé, kdy pfijel jen jeden nekone¢ny autobus s ocislovanymi sedadly. Zbyva otazka, jak to
provést. Pokud by Hilbert zacal postupné rozdavat ¢isla 0,1, 2, ... lidem v autobuse 0, na cestujici
v ostatnich autobusech by se nedostalo. Stejné tak, kdyby zacal s tim, ze by v kazdém autobuse
rozdal jeden listecek cestujicimu na sedadle 0, na cestujici na ostatnich sedadlech by se nedostalo.
Nakonec vSak David Hilbert pfisel na to, jak listecky rozdat: Usporada si cestujici primarné podle
souctu cisel autobusu a sedadla a sekundarné podle ¢isla autobusu. Jinymi slovy rozda listecky po
zpétnych thlopfickach, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku.
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Pak prijel k hotelu dalsi nekone¢ny autobus. Ten vsak nemél sedadla ¢islovana pfirozenymi Cisly,
nybrz nekonecnymi posloupnostmi bilych a Sedych ctvereckt. To znamend, ze kazdé sedadlo bylo
oznaceno néjakou nekonecnou posloupnosti ¢tverecku, pricemz kazdé dvé posloupnosti se lisily a
naopak i kazdd mozné posloupnost pripadla néjakému sedadlu. ,,Kdyz jsem uz ubytoval nekonecno
autobust, jeden autobus navic nemuze byt problém,“ pomyslel si Hilbert a opét se jal vymyslet
néjaky chytry zptisob, jak takova sedadla ocislovat pfirozenymi Cisly. Premyslel tuze dlouho. Uby-
tovani hosté uz sli spat, byli radi, ze to stéhovani utichlo, a Hilbert stale na nic nepfisel. A byl by
nad tim dumal dodnes, kdyby nezjistil, Ze ted uz opravdu prohral. Hosté z tohoto autobusu se do
Hilbertova hotelu nevejdou. Pro¢? Protoze at rozda listecky s prirozenymi ¢isly cestujicim jakkoli,
vzdy se najde cestujici, na kterého se nedostalo. Jednoho takového odhalime napiiklad takto:?
Nakreslime pod sebe posloupnosti bilych a Sedych ¢tverecka v tom poradi, v jakém jim byly pfi-
tfazeny karticky s prirozenymi Cisly. Nasledné se podivame na thlopficku a vytvofime z ni novou
posloupnost ¢tverecki, kterou nasledné invertujeme — nahradime bilou barvu za Sedou a obréacené.
Tim dostaneme novou posloupnost, ktera se lisi od vSech v tabulce (od posloupnosti s ¢islem n
pfinejmensim na pozici n), coz znamena, ze piislusny cestujici nedostal listecek.

© 00N DU WwWwNn = O
.
.
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Znazornéni Cantorovy diagondlni metody

2Tento postup se bézné nazyva Cantorovou diagonalni metodou.
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Porovnavani nekonecen

Z pohadky plynou dvé pouceni. Prvni pouceni je, Ze nekonec¢no je hodné nafukovaci, a druhé je,
7e presto neni nafukovaci nade vSechny meze. Nyni se pokusime pohadku vice zasadit do matema-
tického ramce. Kone¢né mnoziny mezi sebou porovnavat umime: Spocitame, kolik prvkd ma prvni
mnozina, kolik prvkid ma druhd mnozina a za vétsi prohldsime tu mnozinu, jejiz pocet prvka je
vys§i prirozené ¢islo. Nasim cilem je toto porovnavani mnozin zobecnit, aby jej bylo mozné pouzit
i pro nekone¢né mnoziny. Klicovym nastrojem pro porovnavani mnozin je zobrazeni neboli funkce.

Definice. Zobrazeni (nebo téz funkce) f je pfedpis, ktery na vstupu dostane matematicky
objekt z a na zakladé néj vytvori vystupni objekt f(z) (také nazyvany obraz bodu z). Tento predpis
muze ale také dané x nezpracovat (fikdme, ze f(x) nemé smysl).

(i) Definiéni obor funkce f je mnozina objektii x, pro které ma f(x) smysl. Obecné znacenim
f: A — B tikdme, Ze definiénim oborem funkce f je mnozina A a kazdé f(a) lezi v mnoziné
B. Slovy lze také Fici, ze se jedna o funkci z A do B, pfipadné, ze je tato funkce definovana
na mnoziné A.

Symbol R zna¢i mnozinu vsech redlnych c¢isel. Pfikladem funkce f:R — R muze byt
funkce dana piedpisem f(z) = x2.

(ii) Funkce je prostd, pokud dvéma rtznym prvkim nikdy neptifadi stejny prvek. Napiiklad
v pohadce vzdy Hilbert hledal zobrazeni z mnoziny hostit do mnoziny pokoji, a to navic
prosté, tedy takové, aby zadni dva hosté neskoncili ve stejném pokoji.

(iii) Bijekce f: A — B je prosta funkce, pro kterou je kazdy prvek mnoziny B reprezentovany
né&jakym f(a). Jde tedy o poparovani prvkt mnoziny A s prvky mnoziny B.

(iv) Uvazme funkei f definovanou na mnoziné A a podmnozinu A’ této mnoziny. Pak zuZend
funkce f na mnozinu A’ znaéime f [ A’. Jedn4 se o funkci, kterd ma za definiéni obor A’
a chova se na ném stejné jako f. Tedy (f [ A’)(z) = f(x) pro = z A’. Napiiklad funkce
definovana v bodé (i) neni prostd, ale jeji zZeni na mnozinu kladnych éisel uz je prosté.

(v) Méjme funkci f: A — B a na obou mnozinidch A i B méjme zavedené usporadani (tedy
definované, co znamend = < y). Rikame, Ze f je rostouct, pokud zachovéavé toto usporadéni,
tedy pro libovolné ag < a1 z A plati f(ag) < f(a1)-

Nyni jiz miizeme fici, jak se mnoziny porovnavaji. Méjme mnoziny A a B. Rikame, ze:

(i) Mnoziny A a B maji stejnou mohutnost (zna¢ime |A| = | B|), pokud existuje néjaka bijekce
f:A— B.

(ii) Mohutnost A je mensi nebo rovna mohutnosti B (zna¢ime |A| < |B|), pokud existuje
prosté zobrazeni f: A — B.

(iii) Mohutnost mnoziny A je ostfe mensi nez mohutnost mnoziny B (znac¢ime |A| < |B|),
pokud |A| < |B|, ale neplati |B| < |A|.

A nakonec okolo mnozin definujeme jesté nékolik dalsich pojmu.

(i) Pokud mnozina A spliiuje |A| < |w|, Fikdme, Ze je spocdetnd, v opa¢ném piipadé fikdme, ze
je mespocetnd. Spocetnd mnozina je tedy takova, ktera se vejde do Hilbertova hotelu.

(ii) Pro dvé mnoziny A, B definujeme jejich kartézsky souc¢in A X B jako mnozinu vSech
uspotradanych dvojic?® (a, b), kde a je prvek mnoziny A a b je prvek mnoziny B. Jsou-li obé
mnoziny A, B kone¢né, je pocet prvkii mnoziny A X B roven soucinu mohutnosti mnozin
A a B coby pfirozenych ¢isel.

(iii) Pro mnozinu A definujeme jeji potenci (znac¢ime P(A)) jako mnozinu vSech jejich pod-
mnozin véetné prazdné mnoziny a A samotné. Potence je tedy konkrétni piiklad takového

3Kulatymi zdvorkami zde budeme bé&zné znacit usporadané dvojice. Kdyby se mélo jednat o in-
terval, bude to explicitné feceno.



zobrazeni, ze P(X) mé smysl na vSech mnozinach. Je-li mnozina A kone¢nd, n-prvkovi,
je pocet prvkd mnoziny P(A) roven 2.

V pohéadce jsme popsali bijekci mezi mnozinou cestujicich v nekone¢né mnoha autobusech a
w. Kazdy takovy cestujici je urCeny dvéma cCisly: ¢islem autobusu a ¢islem sedadla. Jedna se tedy
vlastné o bijekci z w X w do w, takze plati |w X w| = |w|. Z toho plyne, Ze sjednoceni spo¢etné mnoha
spocetnych mnozin je spocetné.

Piiklad. Mmnozina S vSech sudych pfirozenych ¢isel ma stejnou mohutnost jako w, neni tedy
,dvakrat mensi“, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Prislusna bijekce f:w — S mize byt
napiiklad dand pfedpisem f(z) = 2z. Obecné mé kazda nekoneénd podmnozina X mnoziny w
stejnou mohutnost jako w, tedy da se Fici, Ze w je nejmensi nekoneéna mnozina. Ptislusnéa bijekce
w — X muze vypadat takto: Cislu 0 pfifad nejmensi prvek X, ¢islu 1 pfifad druhy nejmensi prvek
X atd.

Piiklad. Mnozina Q je spocetnd.*

Dikaz. Nejprve ukazeme, Ze mnozina Z vSech celych ¢isel je spocetna. Existuje totiz bijekce f: Z —
w, naptiklad definovand predpisem f(n) = 2n pro pfirozena ¢éisla n a f(m) = —2m — 1 pro zaporna
¢isla m. Snadno se ovéri, ze takové zobrazeni je skutecné bijekce.

Diky tomu je spocetna i mnozina vSech zlomkt tvaru %, kde n je celé ¢islo. Stejné tak mnozina
vsech zlomkd tvaru 3, stejné tak mnozina vsech zlomkt tvaru % atd. Mnozina Q je pak sjednocenim
téchto spocetné mnoha spocetnych mnozin, a proto je spocetna. O

Priklad. Polynom s raciondlnimi koeficienty je funkce f:R — R dané pfedpisem tvaru
f(@) = anz™ + an—12™" ! + -+ + a17 + ao,

kde n je pfirozené &islo a ag, ... ,an jsou racionalni ¢isla (fikdme jim koeficienty). Polynomu s ra-
cionalnimi koeficienty je spoetné mnoho (neboli mnozina téchto polynomu je spocetnad).

Dikaz. Polynom miZe mit libovolny koneény pocet koeficienti. Pro dané n budeme symbolem
Q"[z] znacit mnozinu vSech (racionalnich) polynomu pouze s koeficienty ao,... ,an. Polynomy
z mnoziny Q°[z] maji jen koeficient ag, a proto |Q°[z]| = |Q| = |w|. Polynomy z mnoziny Q*[z]
maji dva koeficienty, tedy |Q![z]| = |Q x Q| = |w X w| = |w|. Dale polynomy z mnoziny Q2[z] maji
o jeden racionalni koeficient vice nez prvky Q![z], proto |Q2[z]| = |Q x Ql[z]| = |w X w| = |w].
Podobné |[Q3[z]] = |Q x Q?[z]] = |w X w| = |w| a tak dale, obecné vzdy odvodime |Q"[zx]| =
|@x Q" !z]| = |wxw| = |w|. Takto dostaneme, Ze viechny mnoziny Q"[z] jsou spoéetné. Navic jich
je spocetné mnoho, takze je spocetné i jejich sjednoceni ¢ili mnozina vSech polynomu s raciondlnimi
koeficienty. O

A ted nas ¢ekd prvni nespocetné cviceni.

Cviéeni 1. Oznaéme symbolem C mnozinu vSech nekonednjych posloupnosti bilych a Sedych
Gtvereckil jako v pohadce. Rozmysli si, ze |C| = [P (w)].

Obecné muzeme fici, Ze potence je nastroj na vyrobu vétsich nekonecen, ¢imz myslime, Ze pro
kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Dukaz se opirad o zavér pohadky, ale je obecnéjsi a diva se
na zalezitost trochu jinymi pojmy, takze si jej radéji predvedeme:

Pro dikaz tvrzeni |A| < |P(A)| potfebujeme ukézat, ze existuje prostd funkce A — P(A), ale
neexistuje prosta funkce P(A) — A. Funkci f: A — P(A) jednoduse sestrojime tak, aby kazdému
prvku pfifadila jednoprvkovou mnozinu obsahujici pravé tento prvek, tedy f(a) = {a}.

Druhou ¢ast dokadzeme sporem — predpokladejme, Ze existuje prosta funkce g: P(A) — A. Sestro-
jime podmnozinu S mnoziny A podle nésledujiciho pravidla: Pro kazdou podmnozinu B mnoziny A

4Symbolem Q zna¢ime mnozinu vsech racionalnich é&isel neboli ¢isel vyjadiitelnych jako podil
dvou celych ¢isel.



se podivame, zda je g(B) prvkem B. Pokud neni, umistime g(B) do S, v opa¢ném ptipadé jej tam

nedame. Jinymi slovy je S mnozina obrazt téch podmnozin, které neobsahuji sviij obraz. Protoze S

je také mnozina, uréité mé i sama obraz g(S). Ale zdalipak je g(S) prvkem S? Kdyby bylo prvkem

S, tak bychom jej do S ale nemohli dét (ani za jinou podmnozinu, protoze g je prostd), a naopak

kdyby nebylo, tak bychom jej do S museli dat — dostavame spor, a proto funkce g nemuze existovat.
Kolem porovnavani nekonecen nam zatim zustava fada otazniku.

(i) Musi vzdy nastat alesponi jedna z moznosti |A| < |B| nebo |B| < |A|?
(ii) Pokud |A| < |B| a soucasné |B| < |A|, musi uz nutné |A| = |B|?
(iii) Pokud plati |A| < |B| a souéasné |B| < |C|, musi uz nutné |A| < |C|? A pokud je navic
néktera z piivodnich nerovnosti ostrd, musi uz nutné |A| < |C|?
(iv) Kdyz uZ je w nejmensi nekoneéna mnozina, je P(w) nejmensi nespodetnd mnozina?
A abychom se méli na co tésit, nastinime struéné odpovédi.
(i) Ano, ale neni to lehké dokéazat, bude to ukdzano ve tfetim dile.

(ii) Ano, toto bychom mohli dokdzat elementarné, ale pockdme si na treti dil, kde to uka-
zeme spolu s (i). Muze$ to zkusit uz ted dokazat coby tézsi cviCeni, pfipadné si vyhledat
Schréoder—Bernstein theorem na anglické Wikipedii.

(iii) Oboje plati, rozmysli si to jako cviceni. ;-)

(iv) Tato otézka byla dlouho nevyfeSena a ¥ikd se ji hypotéza kontinua. Nakonec se ukdzalo,
ze hypotézu kontinua neni mozné dokazat ani vyvratit; pochopit, pro¢ tomu tak je, ale
vyzaduje znalosti nad ramec tohoto seridlu. Pfesto si ve druhém dile sestrojime nejmensi
nespocetnou mnozinu, jen nebude jasné, zda ma stejnou mohutnost jako P(w).

Ptiklad. Oznaéme opét symbolem C' mnozinu viech nekoneénych posloupnosti biljch a Sedjch
&tvereckt jako v pohadce. PopiSeme prosté zobrazeni f:R — C, takie ukdzeme, ze [R| < |C| =
|P(w)|. Zobrazeni dostane redlné ¢islo x. Pak najdeme nejvyssi celé éislo, které nepfevysuje x (dolni
celd ¢éast), znacime jej |z]. Je-li ¢islo |x] kladné, zakreslime takovy pocet Sedych é&tvereckd, jak
velké toto ¢islo je, a nasledné jeden bily ¢tverecek. Je-li nekladné (nula nebo zéporné), zakreslime
jeden bily &tverecek, pak —|z] Sedych ¢tvereckt a nakonec opét jeden bily ctverecek.

Zbyva zakédovat necelou ¢ast redlného éisla z, tedy = — |z|. To je nezdporné realné ¢islo mensi
nez jedna. Ve dvojkové soustavé® tak bude tvaru 0.(posloupnost nul a jednicek). Nulu zapiseme
jako bily ¢tverecek, jednicku jako Sedy ¢tverecek a doplnime takto zbylé ¢tverecky. Snadno ovérime,
ze toto kédovani popisuje prosté zobrazeni.

—m = —4+.110110111100BIN _ .

I N O 0 I R

Cviceni 2.
(i) Rozmysli si, ze se v pfedchozim pfikladu nedostane pfesgé na ty prvky C, které obsahuji
jen koneéné mnoho bilych ¢tvereckt. (Vzpomen si, ze 0,9 = 1.)
(i) Ukaz, ze mnozina prvka C, na které se nic nezobrazilo, je spodetna.
(iii) Na zékladé predchoziho bodu uprav zobrazeni f:R — P(w), aby se jednalo o bijekci.
Cviceni 3. Dokaz, ze mnozina vSech nekone¢nych posloupnosti pfirozenych ¢isel mé stejnou

mohutnost jako C. Pozor na ty prvky C, které obsahuji pouze kone¢né mnoho &tvereckt od jedné
barvy.

5Pokud ses jesté nesetkal(a) s jinou &iselnou soustavou nez s desitkovou, miizes se podivat
napiiklad na www.matematika.cz/prevod.



Potence ndm déva ndastroj na vyrobu vétsich a vétsich nekonecen, pojdme si s ni jesté trochu
pohrat a pokusit se sestrojit co mozna nejvétsi nekoneénou mnozinu. Plati

|w| < [P)] < [P(P)] < [P(P(P@)| <---.

Dale muzeme sestrojit sjednoceni Ag vSech téchto mnozin. Mnozina Ag tedy obsahuje kazdy prvek,
jenz se vyskytuje v nékteré mnoziné tvaru

P(P(---P(w)---)) pro pfirozené ¢islo n.

Tato Ag je ostie vétsi nez kazda z predchozich mnozin. Pro¢? Uvazme jednu z predchozich mnozin
X. Mnozina P(X) je stejné jako X podmnozinou Ao, takze | X| < |P(X)| < |Ao|, z ¢ehoZ uz plyne
1X] < |Aol.

Miuzeme pokracovat. Mame

[Ao| < [P(Ao)| < [P(P(A0))| < [P(P(P(A0)))| < ---
A opét muzZeme sestrojit sjednoceni vsech téchto mnozin, které nazveme Aj. Analogicky sestrojime
[Ao| < |A1] < |A2| < |As| < ---.

Na zévér sestrojime sjednoceni B vSech téchto A,. Samoziejmé bychom dale mohli pokracovat
|B| < |P(B)| < ---, ale je na ¢ase se podivat trochu hloubéji, co se tu vlastné déje.

Prava podstata rekurze a indukce

Rekurzivni definice a dikazy indukci jsi uz pravdépodobné potkal(a). Jestli ne, mizes se podivat
tfeba na stranku www.matematika.cz/matematicka-indukce.
Rekurzivni definice je napfiklad nésledujici definice Fibonacciho ¢isel:

Fo=0, Fi=1, Fny2=F,+ Fny1 (pro pfirozené &islo n).

Prvnim dvéma rovnostem fikdme pocdtecni podminka a posledni je rekurzivni predpis. Indukce je
technika, kterou lze vyuzit naptiklad v dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Priklad. Kazdé ptirozené n lze rozlozit na soucet nékolika Fibonacciho &isel, jejichz indexy (v po-
sloupnosti F') se vzdy lisi alesponi o 2.

Dikaz. Nulu napiSeme jako soucet jednoho Fibonacciho ¢isla. Nyni pijdeme po prirozenych ¢is-
lech a dokadzeme platnosti tvrzeni pro 1,2,3,4,... Jsme v obecném n-tém kroku, kdy vlastnost
dokazujeme pro Cislo n. Pritom ale vime, ze pro vSechna nizsi ¢isla 0,1,... ,n — 1 uz jsme tuto
vlastnost dokazali. Zvolme Fibonacciho ¢islo F; tak, aby F; < n a index i byl nejvétsi mozny.
Protoze n > 1, bude i > 2. Navic F;;1 > n, neboli

n—F <Fiy1—F,=F_.

V druhé rovnosti jsme pouzili rekurzivni predpis pro Fjii. Nyni vyuzijeme toho, ze dokazujeme
ulohu postupné, takze ¢islo n — F; jiz umime rozlozit podle zadani. Navic tento rozklad neobsahuje
éislo F;_1 (protoZe samotné rozkladané ¢islo je ostfe mensi), takze k tomuto rozkladu muzeme
pridat cislo F; a ziskat rozklad c¢isla n podle zadéani.

Diikaz tulohy pro ¢islo 0 se nazyva pruni krok indukce. Dikaz pro obecné ¢islo n, kde pred-
pokladame, zZe pro vSechna cisla mensi nez n tvrzeni plati, se nazyva indukcéni krok. Vyuzivany
predpoklad, ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla mensi nez n, se nazyva indukcni predpoklad.
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Poznamka. V béznych stiedoskolskych tlohach ¢asto neni tfeba v indukénim kroku vyuzit toho,
ze je uloha dokazana pro vsechna cisla mensi nez n. Staci pouze védét, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Takova indukce se nazyva slabd indukce a v ivodnich povidanich o indukci byva vydavana za tu
pravou indukci. My naopak budeme za tu pravou indukci povazovat indukci, kterd mutze vyuzivat
platnost pro kterékoli predchozi hodnoty; ta se jinak nazyva silndg indukce. Dalsi rozdil silné a slabé
indukce spociva v tom, ze v silné indukci mize byt prvni krok povazovan za soucast indukcéniho
kroku, indukéni piedpoklad je totiz pro n = 0 automaticky splnén.® V prikladu jsme vyfesili prvni
krok zvlast jen proto, ze pro n = 0 bychom nenasli nenulové F; < n a n — Fy, by tak nebylo ostfe
mensi nez n.

Intuitivné je tedy indukce ,,postupné dokazovani® a rekurze je ,postupné definovani“. Na konci
ptredchozi kapitoly jsme rekurzivné definovali velkou mnozinu B. Jenze tato rekurze se nezastavila
na prirozenych cislech, ve skutec¢nosti $lo o rekurzi po zhruba takovychto krocich:

w B
PLo) Ao Ay Az A3 A
4

o] ] e e
P(P(w)) P(Ao)

P(B)

Motivacni obrdzek

Podobnym zptisobem lze rozsifit i rekurzi a takto rozsifend indukce resp. rekurze se bézné
nazyva transfinitni indukce resp. transfinitni rekurze. Na druhou stranu ne na kazdé mnoziné
muzeme dokazovat indukci. Pfedstavme si naptiklad nezaporna realnd cisla a zkusme dokazat, ze
kazdé nezaporné cCislo je prirozené. Prvni krok: Nula je prirozené cislo. Indukéni krok: Uvazme
kladné reélné ¢islo . Cislo x/2 je mensi nez x, takze jsme o ném jiz dokazali, Ze je ptirozené. Proto
je prirozeny i jeho dvojnéasobek, tedy x. Dokazali jsme, ze kazdé realné cislo je pfirozené, no ne?
:-) No, dobré, je to podvod. Na redlnych ¢islech indukce nefunguje.

Nasim cilem bude pochopit, jak se poznaji mnoziny, na kterych indukce a rekurze funguje.
K tomu je tieba jesté trochu jiny pohled na tyto pojmy.

Zacneme s indukci, kterd je (moznd prekvapivé) jednodussi. Pro¢ tedy indukce funguje? In-
dukce je jen specialni pripad dukazu sporem. Princip je nasledujici: Pro spor predpokladame,
ze dokazované tvrzeni neplati pro nékteré prirozené éislo, a zvolime n nejmensi takové, pro které
tvrzeni neplati. Pak tvrzeni plati pro vSechna k < n, a je tak splnén indukéni predpoklad. Jenze
potom z indukéniho kroku plyne, Ze tvrzeni plati i pro n, coz je spor a dikaz je hotov.

Ukazeme to struéné na prikladu s rozkladem na Fibonacciho ¢&isla. Predpokladejme, ze existuje
prirozené c¢islo, které nelze rozlozit na Fibonacciho ¢isla. Zvolme nejmensi takové n. Nulu zapsat
jako soucet lze, takze n > 0. Dale najdeme F; < n s nejvétsim moznym i. Potom je n — F; mensi nez
n, takze n — F; 1ze rozlozit na soucet Fibonacciho c¢isel dle zadani. Jenze pak pfidanim F; k tomuto
rozkladu dostavame rozklad ¢isla n. Dostali jsme spor s tim, Ze n nelze rozlozit.

V celé uvaze jsme vyuzili jedinou (kli¢ovou) vlastnost prirozenych éisel: Mohli jsme nalézt
nejmensi n, pro které tvrzeni neplatilo. To nas vede k néasledujici definici.

Definice. Méjme mnozinu D, na které mame definovano, kdy pro dvojici prvki a,b z mnoziny
D plati a < b (ekvivalentng b > a). Rekneme, ze D je dobre usporddand”, pokud plati nasledujici

674dné piirozené ¢islo mensi nez n = 0 neexistuje a vyroky, kde kvantifikace probiha prazdnou
mnozinu (napiiklad ,,VSichni opravdovi vodnici jsou riizovi.“) jsou v matematické logice povazovany
za pravdivé.

7 Jakkoli se pojem ,,dobfe usporddany“ miize zdat podobné provizornim jako pojmy ,zajimavy*“
¢i ,pekny“, které se obCas objevi v zadani ¢i v feseni n€které z tloh, pojem ,dobfe usporadany“
(anglicky well ordered) je skute¢né oficidlni termin pouzivany v teorii mnozin.
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t¥i podminky:
(i) Jakmile a < bab < ¢, tak nutné a < c. (tranzitivita)

(ii) Pro libovolné dva prvky a, b plati pravé jedna z nésledujicich t¥i moznosti: a < b, a = b,
a > b. (linearita)

(iii) V kazdé neprdzdné podmnoziné X mnoziny D existuje nejmensi prvek, tedy a takové, ze

pro vSechny ostatni prvky b z mnoziny X je a < b. (dobré uspofadani)

Pokud D spliuje pouze prvni dvé podminky, fikdme, ze je linedrné usporddand. Pojem dobfte
usporadané mnoziny budeme zkracovat jako DUM.

V klasické indukci se Casto pripad déli na prvni krok a indukéni krok, protoze ma prvek 0O
ponékud odlisné vlastnosti od ostatnich. V obecné DUMé mame dokonce t¥i typy prvku.

Definice. Méjme DUMu a jeji prvek xz. Prvek = nazyvame
(i) nulovy, pokud je to nejmensi prvek této DUMys;
(ii) izolovany, pokud existuje jeho bezprostiedni pfedchiidce, tedy nejvétsi prvek mensi nez x;

(iii) limitni, pokud nenastane ani jedna z predchozich situaci.

Priklad.

(i) Mnozina realnych disel je linedrné uspofddand, ale neni DUM, protoZze nemd nejmensi
prvek.

(ii) Mnozina nezapornych redlnych ¢isel je linedrné uspofddana a ma nejmensi prvek, ale neni
DUM, protoze mnozina kladnych redlnych ¢isel nemé nejmensi prvek.
(iii) Kazda koneénd linedrné uspofddand mnozina je dobfe usporadana.
(iv) Mnozina pfirozenych &isel je dobfe usporadana.
(v) DUMu D vyobrazenou na motiva¢nim obrazku muZeme sestrojit nasledovné. Za mnozinu
D zvolime w X w. Prvky (0,0) a (0,1) oznacime jako wvelké, ostatni oznacime jako malé.
Usporadani definujeme tak, ze velké prvky jsou vzdy vétsi nez malé. Pokud jsou oba prvky
malé nebo oba velké, porovname je lexikograficky®, tedy (a,b) < (c, d), pokud a < ¢ nebo
plati soucasné a =ca b < d.
Cviéeni 4. Rozdél prvky DUMy z pfedchoziho piikladu (v) na nulovy, limitni a izolované.
Cvigeni 5. Ukaz, ze nésledujici podmnoziny realnych &isel (s obvyklym uspofadanim) nejsou
dobfe uspotradané.
(i) Mnozina celych disel,
(ii) mnozina nezdpornych racionélnich &isel,
(iii) uzavieny interval (10, 20),
)

Cantorova mnozina, tedy mnozina téch ¢isel z intervalu (0, 1), ktera ve svém zapisu v troj-
kové soustavé obsahuji jen nuly a dvojky (pfipadné jednu jedni¢ku na konci, protoze ta je
nahraditelnd nulou nasledovanou samymi dvojkami).

(iv

Cviceni. Rozmysli si, ze kdyz k DUMé pfiddme prvek oo vétsi nez vSechny ostatni prvky, bude
se stéle jednat o DUMu.?

Cvic¢eni 6. Rozmysli si, Ze linedrné usporadand mnozina je DUMou pravé tehdy, kdyz v ni neni
mozné najit nekone¢nou ostie klesajici posloupnost.

8Porovnavat lexikograficky znamena ,,jako ve slovniku®.
9Znacka oo v seridlu nic konkrétniho neznamend. Jde jen o pojmenovéni toho prvku a naznacuje,
ze je tento prvek nad ostatnimi.
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Dobfe usporddanou mnozinu jsme definovali pravé tak, aby na ni Slo provadét indukci. Déle
ukazeme, ze na DUMA4ch funguje i rekurze. K tomu je tfeba pochopit, co je to vlastné rekurze a co
je to samotny rekurzivni piedpis. Stejné jako silnd indukce nemusi rekurze vyuzivat jen predchozi
dvé hodnoty, ale miize vzit v ivahu vSechny predeslé.

Definice. Uvazme DUMu D a jeji prvek z. Pak symbolem D < z zna¢ime mnozinu v8ech prvka
D ostfe mensich nez z. Rekurzivni predpis na mnoziné D je zobrazeni, které pro kazdy prvek x
mnoziny D a kazdou funkci definovanou na mnoziné D < z pfifadi dalsi hodnotu (pro bod z).

O funkci f fikame, Ze splnuje rekurzivni predpis p, pokud pro vSechny prvky z mnoziny D
spliiuje

f@@) =p(f [(D +=)).

Slovy feceno, uvazme zazeni funkce f jen na mnozinu D < z. Pokud tuto ztzenou funkci zobrazime
rekurzivnim pfedpisem, musime dostat f(x).

Priklad. (Fibonacciho ¢isla) Definujeme rekurzivni predpis na w nasledovné: Uvazme pFirozené
éislo z a funkci f: (w4 z) — w. Pokud je < 1, ignoruje rekurzivni piedpis funkci f a vrati samotné
z (pocéateéni podminka). V opa¢ném piipadé rekurzivni pfedpis vrati hodnotu f(z —2) + f(z — 1).

Opét obecné definice rekurzivniho predpisu a funkce dané rekurzivnim predpisem nedava prilis
jasnou odpovéd na otézky: Musi funkce spliujici rekurzivni predpis vzdy existovat? A je vibec
déna jednoznac¢né? Odpovéd na obé tyto otdzky je kladnd, ale je tfeba to dokéazat:

Nejprve dokézeme jednozna¢nost — (transfinitni) indukci. V indukénim kroku staci ukézat, ze
jakmile se dvé funkce dané rekurzivnim predpisem shoduji na mnoziné D < x, tak se shodujii v bodé
z. To je ovSsem jasné, protoze v takovém okamziku je hodnota v bodé z rekurzivnim predpisem
jednoznacné urcena.

Zbyva ukazat, ze takova funkce opravdu existuje. Sestrojime DUMu D’ tak, ze k DUMé& D
pridame jeden dalsi bod co vétsi nez vSechny puvodni. Stac¢i ukazat, ze existuje funkce definovana
na D’ < oo spliujici rekurzivni pfedpis. Opét indukci dokdZeme, Z%e pro kazdé x z mmnoziny D’
existuje funkce definovana na D’ <+ z spliiujici rekurzivni predpis. Mohou nastat tii moZnosti:

(i) Prvek z je nulovy. V takovém p¥ipadé je vyhovujici f na D’ < z prazdna funkce definovana
na prazdné mnoziné.

(ii) Prvek z je izolovany a mé bezprostfedniho predchiidce y. V takovém pripadé z indukéniho
piedpokladu existuje funkce definovand na D’ <y spliujici rekurzivni pfedpis. Pomoci
rekurzivniho predpisu tuto funkci muzeme dodefinovat v bodé y a ziskavame funkci defi-
novanou na mno%iné D’ < z splitujici rekurzivni piedpis.

(iii) Prvek z je limitni. V takovém piipadé existuji funkce definované na D’ <y pro vSechna
y < x. Navic pro kazdy prvek z < z najdeme y lezici ostfe mezi z a x. Funkce definovana
na D’ <y tak bude definovana v z. UZ jsme si dokazali jednoznac¢nost funkce spliujici
rekurzivni pfedpis a tato jednozna¢nost plati i na mnozindch D'+ y. Pro kazdé y je
tak tato funkce jednoznac¢né a jeji hodnota v bodé z nezévisi na volbé y. Takto najdeme
hodnotu pro kazdé z z mnoziny D’ < x a vysledna funkce bude spliiovat rekurzivni piedpis,

protoZe jej spliiuji jednotliva ziuzeni na D’ < y.
Piiklad. Motivac¢ni obrazek v tivodu této kapitoly znazornoval, jak miize vypadat rekurze, ktera
se nezastavi na prirozenych ¢islech. Mnozinu, na které se tato rekurze odehrava, jsme jiz popsali

v bodé (v) prikladu na strdnce 11. Nyni popiSeme rekurzivni piedpis: Uvazme prvek z mnoziny D
a funkci f definovanou na mnoziné D < z. Rozebereme tfi pfipady.
(i) Pokud je z nulovy prvek, rekurzivni pfedpis vrati mnozinu w.
(ii) Pokud je z izolovany prvek, ma bezprostiedniho predchiidce y. Rekurzivni predpis vrati
mnozinu P(f(y)).
(iii) Pokud je z limitni prvek, vrati rekurzivni pfedpis sjednoceni vSech hodnot funkce f.
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Operace na DUMach

Predpis z predchoziho pfikladu je mozné pouzit zcela obecné, takze se hledani mnoziny s co nejvétsi
mohutnosti pretavilo v hledani co ,nejdelsi“ dobfe uspofadané mnoziny. K tomu bychom si ale meéli
ujasnit, jak délku dobfe usporadanych mnozin porovnavat.

Definice. Rekneme, ze dvé DUMy A, B jsou stejného typu (znadime A ~ B), pokud mezi nimi
existuje rostouci bijekce f: A — B.

Povsimnéme si, Ze porovnavani typu je jemnéjsi nez porovnavavani velikosti. Pokud je A ~ B,
tak uz nutné |A| = |B|, ale obrdcené to neplati. Jak vyplyne z nasledujiciho tvrzeni, kdykoli
k nekone¢né spocetné DUME pfidame novy prvek vétsi nez vSechny ostatni, bude mit vysledné
DUM jiny typ. Na druhou stranu bude mit stale stejnou mohutnost jako w.

Tvrzeni. Necht A, B jsou dvé libovolné DUMy. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
(i) A~ B.
(i) A ~ (B < x) pro néjaky prvek = z B.

(ili) (A< z) ~ B pro néjaky prvek x z A.

Pokud nastane moznost (ii) nebo (iii), je dokonce prvek z jednoznac¢né urcen a ve vSech tiech

pripadech je jednoznacéné urcena prislusna rostouci bijekce. Pokud je navic A jen podmnozinou
DUMy B, urc¢ité nenastane moznost (iii).

Dukaz. Rekurzivné sestrojime zobrazeni f, které kazdému prvku mnoziny A prifadi prvek mnoziny
B nebo znacku STOP. Rekurzivni predpis je nasledujici: Funkci f uz mame definovanou na mnoziné
A < z. Pokud tato funkce na kazdy prvek mnoziny B jiz néco zobrazila, pfifadime prvku x znacku
STOP. V opa¢ném piipadé prifadime z ten nejmensi prvek B, na ktery se dosud nic nezobrazilo.

A

o))

B

) S

| | | stop
Zndzornéni konstrukce f

Z konstrukce se zadnym dvéma prvkiim A neptifadi stejny prvek B a mimo prvky zobrazené
na STOP je f rostouci.
Mohou nastat tfi moznosti:

(i) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f: A — B je rostouci bijekce A — B, tedy
A~ B.

(ii) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f neni bijekce. Mtizeme zvolit nejmensi prvek
r mnoziny B, na ktery se nic nezobrazilo. V takovém ptipadé se na zdkladé konstrukce f
nic nemohlo zobrazit na zadny prvek vétsi nez x, zatimco vSechny prvky mensi nez x jsou
z definice prvku = funkci f pokryty. Proto je f hledand rostouci bijekce mezi A a B < x.

(iii) Nékterému prvku bylo pfifazeno STOP. Vezméme nejmensi takovy prvek x. Pak zuzeni
f [« je hledana rostouci bijekce mezi A+ x a B.

Uz jsme dokéazali, Ze nastane jedna alespon jedna z uvedenych situaci, a zkonstruovali jednu
konkrétni bijekci. Existuje ale i opa¢ny proces, ktery z informace, kterd varianta (i)—(iii) nastala,
prvku z a rostouci bijekce rekonstruuje funkci f spliujici popsany rekurzivni pfedpis: V ptipadech
(i) resp. (ii) sta¢i pouzit coby funkci f samotnou rostouci bijekci A — B resp. A — (B+ ).
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V pripadé (iii) stejné, jen je tieba dodefinovat rostouci bijekci (A< z) — B na prvcich y >
predpisem f(y) = STOP.

Proto jsou varianta (i)—(iii), prvek x a rostouci bijekce uréeny jednoznac¢né funkci f spliiujici
rekurzivni predpis. I tato funkce je vSak urcena jednoznacné z vlastnosti rekurze, takze mame
dokazanou jednoznacnost.

Pro posledni dopliiujici fakt, ze v pfipadé, kdy A je podmnozinou B, nenastane moznost (iii),
si sta¢i uvédomit, Ze v takovém ptipadé pro kazdy prvek a mnoziny A plati f(a) < a.

Definice. Pokud plati A ~ (B < z) pro n&jaky prvek z z B, fikdme, ze B ma vétsi typ nez A
(znac¢ime A < B).

Cviceni 7.
(i) Uvédom si, ze pfedchozi véta ¥k, ze pro dvé DUMy A, B nastane pravé jedna z moznosti
A<B,A~B, A> B.
(ii) Ukaz, ze kdyz DUMy A, Bo, B1,C spliuji A < Bg < C' a By ~ By, tak A < By < C.
(iii) Ukaz, ze kdyz DUMy A, B,C spliuji A< Ba B < C, tak A < C.

(iv) Necht X je mnozina nekoneéné mnoha DUM. Dokaz, ze v mnoziné X lze nalézt takovou
DUMu A, ze pro kazdou jinou DUMu B z mnoziny X plati A < B nebo A ~ B.

Cviéeni 8. Najdi DUMu B a jeji vlastnil® podmnozinu A, aby stéle platilo A ~ B.

Nyni umime porovnavat jednotlivé DUMy. Jesté si ukdzeme dvé zakladni operace, jak vytvaret
nové DUMy s vétsim typem. Zakladni DUM, ze které muzeme stavét, je w. Dale pfirozené ¢islo n
na misté DUMy budeme povazovat za n-prvkovou DUMu.

Definice. Pro dvé DUMy A a B definujeme

(i) DUMu A + B coby mnozinu vSech uspofddanych dvojic tvaru (a,0) nebo (b,1), kde a je
zAabjez B;

(i) DUMu A - B coby kartézsky soucin A x B.

V obou pripadech definujeme porovnavani dvojic nasledovné: Pokud se dvojice lisi na druhém misté,
rozhodne o tom, kterd dvojice je vétsi, druhé misto (pro sé¢itdni DUM uvazujeme 0 < 1). V pfipadé
shody na druhé pozici rozhodne prvni.

Ukazeme, ze takto definované usporadani je dobré — uvazme néjakou neprazdnou mnozinu dvojic
a oznac¢me ji X. Mnozina vSech moznych druhych souradnic je podmnozina DUMy, takze najdeme
nejmensi druhou soufadnici y. Nyni se omezime jen na ty dvojice z mnoziny X, jejichz druhé
soufadnice je y. Prvni souradnice opét probihda DUMu, takZe najdeme nejmensi z nich, x. Dvojice
(z,y) je nejmensi prvek mnoziny X.

S¢itani DUM odpovida skladani DUM za sebe. Nasobeni A - B lze ilustrovat tak, ze kartézsky
soudin A x B (v kazdém tadku je A, v kazdém sloupci B) preéteme po fadcich. Odpovida to tomu,
kdyz v B nahradime kazdy jednotlivy prvek kopii DUMy A.

Priklad. DUMu z motiva¢niho obrazku muzeme sestrojit jako w - w + 2.

Piiklad. Na rozdil od scitani a nésobeni redlnych &isel zde zalezi na poradi. Napfiklad w + 1
odpovida pridani nového nejvétsiho prvku do w a je tak w+1 > w, ddle w-2 ~ w4+ w > w. Na
druhou stranu 1 + w ~ w a taky 2 - w ~ w. Operace jsou zndzornény na obrazku.

10Vlastni podmnozina mnoziny A je takova, kterad neni rovna A. Jedné se tedy o ekvivalent
pojmu ostie mensi prvek v usporadani.
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Cviceni 9. Predchozi priklad ukazuje, ze vysledek souctu ¢i soudinu muze vyjit jako druhy sci-
tanec resp. Cinitel. Ukaz, ze u prvniho scitance resp. Cinitele se toto az na degenerované piipady
nestane, tedy konkrétné pro DUMy A, B plati

(i) A< A+ B, pokud je B neprazdna;
(ii) A< A- B, pokud je B alespon dvouprvkova.

|I

A to je z teorie prvniho dilu vSe. Zbyvéa se pustit do feseni tloh. Nevés hlavu, jestli se Ti prozatim
nepovedlo pochopit tézsi diukazy s transfinitni rekurzi — ty jsou v seridlu uvedeny spise pro uplnost
a ulohy lze feSit i bez nich. Ale pokud Té naopak zklamalo, ze serial Sel sice do nekoneéna, ale

zatim malo ,,dal“, pak pravé pro Tebe je tu zavérecna kapitola.
Cokoladova vyzva

Cokoladovéa vyzva je soutés, jejiz vyherce dostane &okoladu.'' V kazdém dile seridlu bude jedna
¢okolddova vyzva, tedy dohromady se bude soutézit o t¥i cokolady. V pristich dvou dilech se bude
jednat o co nejrychlejsi vyfeseni néjaké tlohy a poslani feSeni e-mailem, takze doporucujeme se na
dalsi dily seridlu podivat co nejdfive.

Prvni vyzva je o poznani kreativnégjsi.

Uloha. Sestroj spoéetnou DUMu s co nejvétsim typem.

Ten, jehoz DUM bude nejvétsi, vyhraje ¢okoladu. P¥i vzacné shodé (ale ta snad nenastane,
stacilo by preci pri¢ist jednicku) ¢okolddu rozdélime. Konstrukce musi byt formalné jasna, ale
neni napftiklad pot¥eba dokazovat, Ze se jednd o DUMu (pokud to bude pravda). Svou konstrukci
posli spole¢né se seridlovou sérii (posilas-li postou), pfipadné pro ni najdes pfislusnou kolonku
v submitovatku.

vy

A v pristim dile si pfedvedeme nespo¢etnou DUMu. ;-)

11 Ale nejde o soutézni tlohu, takze za ni nelze ziskat zadné body.
15



Seznam symbolli a pojmu

Na této strance jsou struc¢né uvedeny vSechny dulezité pojmy prvniho dilu seridlu. U kazdého pojmu
je uvedeno, na které strance byl definovan.

str 1. w neboli mnozina vSech pfirozenych &isel (véetné nuly).
str 6. Zobrazent neboli funkce f: A — B.
str 6. R neboli mnozina vsSech realnych cisel.
str 6. Defini¢ni obor, obraz bodu.
str 6. Prosta funkce, bijekce, rostouct funkce.
str 6. f [ A neboli ztzeni funkce f na mnozinu A.
str 6. |A| = | B| neboli mnozina A ma stejnou mohutnost jako B.
str 6. |[A| < |B| neboli mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti B.
str 6. |A| < |B| neboli mnozina A ma mensi mohutnost nez B.
str 6. Spocetnd mnozina, nespocetnd mnozina.
str 6. Kartézsky soucdin A X B.
str 6. P(X) neboli potence mnoziny X.
str 7. Q neboli mnozina vSech racionalnich ¢isel.
str 11. DUM neboli dobre usporddand mnozina.
str 11. Nulovy, izolovany, limitni prvek v DUMEé.
str 12. D<=
str 12. Rekurzivni predpis, funkce splriujici rekurzivni predpis.
str 13. A ~ B neboli DUMy A, B jsou stejného typu.
str 14. A < B neboli DUM B ma vétsi typ nez A.
str 14. Soucet DUM A + B.
str 14. Souc¢in DUM A - B.
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Navody

1. Ocisluj ¢tverecky a vezmi mnozinu Sedych ¢tverecki.

2. (ii) Pfedstav si misto kazdého ptirozeného &isla jeho binarni zapis (véetné nekoneéné posloup-
nosti nul na zac¢atku). (iii) Vezmi jakoukoli spo¢etnou mnozinu, ktera je pokrytd, a proved postup
obraceny k tomu, kdyz se do Hilbertova hotelu nacpal autobus.

3. Bila policka oddéluji jednotlivé cleny posloupnosti, délka souvislych sedych tisekii udava velikost
¢isla. S pripadem, kdy je bilych ¢étverecki jen koneéné mnoho, se vyporadej stejné jako v predchozim
cviceni.

4. (0,2) nulovy, (n,0) limitni pro v8echna n, ostatni izolované.

5. (i) Nem& minimum, (ii), (iv) po odstranéni nuly nema minimum, (iii) otevfeny interval (10, 20)
nema minimum.

6. Kdyz existuje posloupnost, tvori mnozinu bez minima. Pfi dikazu opa¢ného sméru mame
neprazdnou mnozinu bez minima. Z ni vezmeme libovolny prvek zg, to neni minimum, najdeme
r1 < x0, dle o2 < x1 atd.

7. (iv) Vezmi libovolnou DUMu D z mnoziny X, porovnej ji se véemi ostatnimi a vyuzij toho, Ze
D je dobfe usporadana.

8. Prohlédni si pozorné cast o sc¢itani a nasobeni DUM.

9. Sestroj rostouci bijekci mezi A a zacatkem A + B resp A - B. Véta o porovnavani pak uz fika
vSe potfebné.
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Do nekoneCnaajestédal....................

Na pocdtku bylo slovo, a to slovo bylo od Matematika, a to slovo bylo ,mnozina®.

Dil druhy — pevné zaklady

V tomto dile si ukdzeme, jak se matematika asi pred sto dvaceti lety rozbila, a pfedevsim to, jak ji
nasledné opravili. NenavaZzeme tedy na prvni dil hned, ale az zhruba v poloviné serialu.

Mozna totiz v prvnim dile nebylo jasné, pro¢ pfi snaze sestrojit obrovské mnoziny pouzivame tak
rafinované konstrukce namisto toho, abychom prosté tplné vSechny mnoziny nahézeli do jednoho
pytle. To uz bude urcité nejvétsi mnozina. Nic vétsiho nevyrobime. Jenze v tom je pravé ta potiz,
vzdyt jsme si ukazali, Ze vzdycky milZeme sestrojit v&tsi mnozinu pomoci potence. Jak to? Kdyz si
vzpomeneme na davod, pro¢ je potence vétsi nez puvodni mnozina, dostavame Russeliv paradox:

Russel: ,,Existuje mnozina vSech mnozin?*

Intuice: ,,Ov8em Ze ano. Pro¢ by méla neexistovat?

Russel: ,,A obsahuje tato mnozina sama sebe?“

Intuice: ,,Jasné, obsahuje pfece vSechny mnoziny.*

Russel: ,,A existuje mnozina vSech mnozin, které neobsahuji samy sebe?*

Intuice: ,,Jasné, staci z mnoziny vSech mnozin vyhodit ty prvky, které samy sebe obsahuji.“

Russel: ,,A obsahuje tato mnoZina sama sebe?“

Intuice: ,,Jejda.“

Problém spociva v tom, ze z definice mnoziny vSech mnozin neobsahujicich samu sebe vyplyva,
7e tato mnozina se obsahuje pravé tehdy, kdyz se neobsahuje. Obé varianty vedou ke sporu.

Matematika ale nesmi vést sama o sobé ke sporu. Kdyz jsme dostali spor, znamena to, ze jsme
ji Spatné vybudovali. Po objevu Russelova paradoxu matematici badali nad tim, jak zaridit, aby
fungovala veskera dosud vybudovand matematika, ale jiz nikoli Russeltiv paradox.

S feSenim prisli panové Zermelo a Fraenkel. Sestavili pro matematiku sadu axiomd — to jsou
tvrzeni, kterd se bez dikazu povazuji za pravdiva, jedna se tedy o zdkladni kameny matematiky.
Podle téchto axiomu neni mnozinou jen tak ledaco, axiomy davaji pro tvorbu mnozin striktni
pravidla. Nemtizeme si tedy jen tak vzit mnozinu vSech mnozin. Naopak Russeltiv paradox sporem
dokazuje, ze zadnd mnozina vSech mnozin ve skutec¢nosti neexistuje.

Jazyk teorie mnozin

Napred si predstavime formalni jazyk, ve kterém jsou axiomy psané. Jedna se o jazyk hovorici
o mnozinich, zddné jiné matematické objekty v ném zastoupeny nejsou. Mozna si ¥ikas: ,,No mo-
ment, a co prvky téch mnozin? O téch se mluvit neda? Co pfirozena c¢isla? Co body v roviné? Co
posloupnosti? Co funkce?“ Inu, vie tohle budou zase mnoziny.! Casem si definujeme, ktera mnozina

1Se situaci, kdy prvky mnoziny byly opét mnoziny, ses v minulém dile setkal(a) napiiklad
u potence P(X) — prvky potence jsou podmnoziny X, tedy mnoziny.
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je prirozenym cislem, kterd bodem v roviné, a tak podobné. V zakladnim jazyku teorie mnozin si
vSak vystac¢ime s nésledujicimi symboly.

(i) Zavorky a klasické logické spojky?: — (neni pravda, 7e), A (a zaroveii), V (nebo), = (im-
plikuje), < (pravé tehdy, kdyz).

(ii) Proménné — pismenka, kterd zastupuji néjakou mnozinu.

(iii) Kvantifikdtory: Symbol (Vz) (pro vSechna x) znamend, ze nasledujici vyrok plati, at za x
dosadime kteroukoli mnozinu, a symbol (3z) (existuje z) znamend, Ze je mozné v nasle-
dujicim vyroku dosadit za  néjakou mnozinu tak, aby byl splnén.

(iv) Rovnitko z = y znadi, Ze = a y jsou tytéz mnoziny.

(v) Nalezitko x € y znaéi, Ze mnoZina z je prvkem mnoziny y. Pozor! Prvek mnoziny a
podmnozina mnoziny jsou zasadné odlisné pojmy. Prvky mnoziny ¢asto nebyvaji jejimi
podmnozinami. Je rozdil mezi mnozinou z a jednoprvkovou mnozinou obsahujici = jako
prvek.

Z koncepce tohoto jazyka je patrné, pro¢ se o mnozinach rika, ze ,,Prvky mnoziny jsou neuspo-
fadané a nemohou se opakovat“. Samotny jazyk totiz neumoziuje zjistit, v jakém potadi prvky
v mnoziné jsou a kolikrat. Jediné, na co se lze ptat, je, zda = € y, ¢i nikoli.

Pomoci téchto symbola pak lze skladat takzvané formule — to je néco jako vyroky. Formule jsou
takové ndpisy, které jdou smysluplné precist. Formuli je tfeba (z = y) A (3z)(z € x), coz se predte
jako ,x je stejnd mnozina jako y a zaroven existuje z, které je prvkem mnoziny x.“ Zato naptiklad
3-) =€ « formuli neni, protoze je to zkratka blbost. Exaktné mizeme formuli definovat jako to, co
vznikne opakovanym pouzitim nésledujicich pravidel:

(i) Formulemi jsou z € y a x = y (pfipadné s jingmi proménnymi).

(i) Necht ¢ je formule.® Pak pfidanim kvantifikace na zacitek vznikne opét formule. Tedy
(Vz)(¢) a (3z)(p) jsou formule.

(iii) Aplikovanim logickych spojek na formule opét vzniknou formule. Tedy z formuli ¢, ¢
vzniknou napfiklad formule —(¢) nebo (¢) = (¥).

Pokud nedojde k nejednoznacnosti, 1ze zavorky v zapisu vynechat. Ke kvantifikdtoru v takovém
piipadé nélezi jen to, co po ném bezprostiedné nésleduje: (3z)(p) A (¥) znamend ((3z)(p)) A (¥).

Priklad. Ukéazeme konstrukci formule (z = y) = (Vz)(z € z & y € z). Z bodu (i) jsou formulemi
formalni napisy * = y, € z a y € z. Aplikovanim bodu (iii) ziskdme formuli z € z < y € 2. Dale
z bodu (ii) je formuli (Vz)(z € z < y € z) a nakonec opét z bodu (iii) dostaneme formuli

z=y= (Vz)(z €z y € 2).

Jesté prelozme tuto formuli do Gestiny: ,,Pokud jsou z a y stejné objekty (z = y), tak pro libovolnou
mnozinu z plati, Ze = je prvkem mnozZiny z pravé tehdy, kdyz y je prvkem mnoziny z.“ Riké tedy
jen to, ze kdyz jsou z, y stejné prvky, tak lezi ve stejnych mnozinach. To plati v kazdém piipadé,
¢ili tato formule plati obecné, pro libovolnou volbu? z, y. Zato formule, které jsme vytvofili cestou
(napiiklad z € z) nejsou obecné pravdivé.

Priklad. Chceme napsat formuli ,Mnozina z je jednoprvkova.“ Formule se muze opirat pouze
o to, které prvky lezi v této mnoziné, tedy , Existuje jeden prvek y mnoziny z takovy, ze kazdy
y takové, Ze y je prvkem x a zaroven pro kazdé z plati, ze pokud je z prvkem x, tak je z rovno y.“
Toto jiz lze pfimocare pfepsat do feéi symbolu:

By)(yexznV2)(z€x=2z=y)).

2Logické spojky jsou popsany napiiklad na http://www.matematika.cz/vyroky.

3Recké pismenko ¢ oznacujici néjakou formuli se éte ,fi“. Déale budeme pro formule pouzivat
pismenko ,,psi“ .

4Pokud zvolime z, y rtizné, tak vyjde formule pravdiva z toho dtivodu, Ze neni splnén predpoklad
implikace.



z prvkem z pravé tehdy, kdyz je z roven y.* Formule vypada takto:
By)(V2)(z €z = 2=1y).

Cvideni 1. Napis formuli, kterd fikd: ,,MnoZina z’ obsahuje stejné prvky jako = a jesté jeden
navic.“
Abychom nemuseli vSude psat saméa nalezitka, zavedeme jesté bézné pouzivané zkratky.
(i) = & y resp.  # y znamena —(x € y) resp. ~(x = y).
(ii) # C y (z je podmnozinou mnoziny y) znamena (Vz)(z € x = z € y).
(iii) Pokud za Vz okamzité nasleduje pozadavek na x, napiiklad (Vx € y)(...), jednd se
o zkratku za to, Ze p¥islusny pozadavek je predpokladem implikace, tedy (Vz)((z € y) =
)
(iv) Pokud za Jz okamzité nésleduje pozadavek na =z, napiiklad (3z C y)(...), jednd se
o zkratku za to, Ze p¥isluiny pozadavek je sou¢asné vyzadovan, tedy (3z)((z C y) A(...)).
(v) Zépis (Vz,y, z) je jen zkratka za sled kvantifikatori (Va)(Vy)(Vz), obdobné pro existenéni
kvantifikator.
(vi) Zapis y = {z : p(x)} (mnozina dand predpisem), kde p(x) je formule,® znadi, Ze y je
mnozina téch prvka z, které spliiuji formuli . Jedna se tedy o formuli (Vz)(z € y < ¢(z)).
Pozastavime se u posledniho bodu. Ten dava névod, jak interpretovat y = {z : p(z)}, ale
jiz nefika, jak do zékladniho jazyka pfelozit samotnou mnozinu danou predpisem, tedy samotné
{z : p(x)}. Pokud se ve formuli vyskytne takovd mnozina, pfelozime ji do jazyka teorie mnozin tak,
ze zalozime novou proménnou y, kterd se ve formuli dosud nevyskytuje. Tou nahradime (jeden)
vyskyt {z : p(x)} a pfed vzorec s timto vyskytem pfipiseme (Jy = {z : p(x)}).

Priklad. Prepiseme do zdkladniho jazyka formuli
{r:zee ANz eB}={z:2€ CAxe€ D}
Nejprve nahradime prvni vyskyt do tvaru
By={z:z€c ArnzeB})y={z:2 € CNAz e D})
neboli
G (y={z:zc ANz eB})A(y={z:z€CAzeD})

Nyni jiz mtzeme nahradit vyrazy podle bodu (vi):
(Hy)((Vm)(x cys(zecANzeB)A(Vr)(zcys (zeCAx e D))).

Poznamka. Skutec¢nost, ze mizeme mnozinu danou pfedpisem napsat, jesté nezarucuje jeji exis-
tenci a jednoznacnost. Jednoznacnost vyplyne z axiomu extensionality, existence v nékterych pfi-
padech nebude mozné vibec (jak ukazuje Russeliv paradox). Pokud si tedy napfiklad formélné
rozepiSeme tvrzeni a € {z : * = z}, zjistime, Ze jsme dostali nepravdivou formuli (kde nepravdivost
vyplyvé z neexistence mnoziny vSech mnozin, kterd vyplyne az z axiomu vydéleni).

Za Casto pouzivané typy mnozin danych predpisem zavedeme dalsi zkratky. V téchto pripadech
z axiomu vyplyne dokonce existence.
(i) {=zo,...,zn} (MnoZina zadand vyctem prvkid) znadi {z:z=xzoV - -V 2z =1z}
(i) zNy (prﬁnik z a y) znafi mnozinu {z:z € x A z € y}.
(iii) = \y (mnozinovy rozdil x minus y) zna¢i mnozinu {z: z € x A z &€ y}.
(iv) zUy (sjednocent z a y) zna¢i mnozinu {z:z € zV z € y}.
) P(z)

i
(v (potence x) zna¢i mnozinu {y : y C z}.
5To, 7e se tato formule jmenuje ¢(z), a ne jen ¢, naznaduje, Ze se = v této formuli nejspise bude
vyskytovat, a ze tedy na x zavisi jeji platnost.



Priklad. Formule a € {c,{d}} se do zakladniho jazyka prepiSe takto:

(30)Gy1) (0 € y1 A (V2)(2 € yo & 2 =) A (V2) (2 € 1 & (2 =V 2 = 0)) ).

moznych hodnot takového vyrazu. Napiiklad pokud mame zafixované mnoziny z a y, znaéi {{a, b} :
a € z,b € y} mnozinu {c: (Ja € z)(Ib € y)(c = {a,b})}.

Nyni jiz se takika muZeme pustit do axiomi, tedy formuli, jejichz platnost se v teorii mnozin
automaticky predpokladéa. Posledni véc, kterou je tfeba o téchto axiomech pochopit, je, Ze se nejednéa
o axiomy logiky. K logice budeme pfistupovat intuitivné — naptiklad chapeme, ze kdyz x = y, tak
muzeme ve formuli nahradit = za y a nezméni se tim jeji platnost. Nebo ze kdyz plati ¢ V ¢ a
neplati ¢, tak plati ¥. Popsat a vysvétlit axiomy logiky a formalni dedukci by bylo na mnohem
delsi povidani. Axiomy teorie mnozin jsou od toho, aby jasné definovaly, jak se chova nélezitko, a
tedy, co pfesné muzeme délat s mnozinami.

Axiomy

Za kazdym axiomem je vysvétleno, co fika a k ¢emu slouzi. Ale v principu by tento doprovodny
text nemusel byt tfeba. Jestli si chces popfemyslet, zkus nejprve pokazdé pochopit axiom bez néj.
(0) Axiom existence:

(3z)(Vy)(y € ).

Cesky feceno: Existuje mnozina x takova, ze pro zddnou® mnozinu y neni y prvkem mnoziny z.
Jinymi slovy & nema zadny prvek. Tuto mnozinu z budeme nazyvat prdzdnd mnozina a budeme ji
znadit (.

(1) Axiom extensionality:

V2)(ze€xz e zey) = (z=1y).

Tento axiom Fika, Ze mnozina neni ddna ni¢im jinym nez svymi prvky. Tedy napfiklad prazdna
mnozina, prunik, sjednoceni, potence, mnozina zadana vyctem prvkia ¢i obecnd mnozina zadand
pfedpisem je (pokud existuje) ddna jednozna¢né. Opaéné implikace — Ze stejné mnoziny obsahuji
stejné prvky — také plati. Ta vyplyva pfimo z axiomu logiky, povazujeme ji tedy za jesté samoziej-
méjsi nez axiomy teorie mnozin.
(2) Axiom dvojice:

(Vz,y)(3d)(d = {=,y})

neboli pro kazdé dvé zadané mnoziny existuje mnozina, ktera obsahuje pravé je. Tento axiom mimo
jiné zarucuje i existenci jednoprvkovych mnozin {z}, protoze {z} = {z, z}.

Cvideni 2. Doka? ,opak extensionality”: (Vz)(z € z & y € 2) = (z = y).

(3) Schéma axiomt vydéleni: To, Ze se jedna o schéma, znamena, Ze za jisty kus axiomu je
mozné dosadit skoro jakoukoli formuli a da se fici, ze takto vlastné vyrobime nekoneéné mnoho
axioml. V tomto pripadé je mozné za ¢(z) dosadit formuli, kterd v sobé neobsahuje y. Pak je
axiomem

(V&) (3y)(V2) (2 € y & (2 € T A p(2))).

Jinymi slovy toto schéma zarucuje existenci mnoziny y dané predpisem {z : z € £ A p(2z)}. Jedna se
o vydéleni téch prvkii z mnoziny z, které spliiuji formuli ¢(z), vyslednou mnozinu budeme znacit
i{z € z: p(2)}. Pouzitim axiomu vznikne vzdy podmnozina néjaké existujici mnoziny, takze ke
konstrukci mnoziny vSech mnozin tento axiom pouzit nelze.

6V gesting ma slovo ,z4dna“ takika stejny vyznam jako slovo ,kazda“. Sloveso rozhoduje, které
z téchto dvou slov se ma pouzit. Divné se zde chova cestina, nikoli formalni jazyk.
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Priklad. Axiom vydéleni je mozné pouzit i ke konstrukci praniku a Nb. Za formuli ¢(z) zvolime
z € b. Dale za z dosadime a a pouzijeme axiom. Dostavame y splitujici (Vz)(z € y < (z € aAz € b)).
Tedy y =anb.

Cviéeni 3. Odvod pomoci axiomu vydéleni existenci mnoziny a \ b.

(4) Axiom sjednoceni:
(Vo)(3s)(Vz)(z € s & (Fy € z)(z € v)).

Tento axiom fika, ze kdykoli madme mnozinu x, mizeme sjednotit vSechny mnoziny, které v x lezi.
Toto sjednoceni s znacime |Jx. Pouziti axiomu dvojice a nasledné axiomu sjednoceni zarucuje
existenci sjednoceni dvou mnozin x U y.

x Uz

Navic mizeme pokracovat a sestavit pomoci tohoto axiomu libovolné velkou kone¢nou mnozinu

danou vy¢tem {zo,z1,...,Tn_1}. Existuji totiz jednoprvkové mnoziny {zo},{z1},...,{zn-1} a
postupnym aplikovanim sjednoceni dvou mnozin z nich dostavame {zo,z1}, {zo,z1,z2},..., az
nakonec ziskdme {zo,x1,...,Zn—1}.

(5) Axiom potence:

(Vz)(3y)(y = P(2)).
Cviceni 4. Pfepi§ axiom potence (tedy tvrzeni ,existuje potence z“) jen pomoci zakladniho
jazyka teorie mnozin.

(6) Schéma axiomu nahrazeni: Mé&jme formuli ¢(x,y), kterd v sobé neobsahuje b, yo ani yi.

Symbolem % (z, yo) resp. ¥ (z,y1) znac¢ime Gpravu formule ¥ (z,y), ve které nahradime proménnou
y za proménnou yo resp. yi. Pak je axiomem

(Vz, 90, y1) (¥ (2, 90) A (2, 91)) = (yo = y1)) = (Va)(3b)(Vy) (y € b & Bz € a)(¥(z,y)))-

I kdyz je tohle schéma na prvni pohled opravdu nestravitelné, prekvapivé to s nim neni az tak
hrozné. Necht f je zobrazeni, které mnoziné x pfifadi mnozinu y, aby platilo ¢ (z,y). Celd prvni
zévorka je jen podminka pozadujici, aby f bylo jednozna¢né urcené zobrazeni, tedy aby bylo k jed-
nomu  pfifazeno jen jedno y. Axiom pak Fikd, Ze obrazy prvki mnoziny a (pfesnéji té jeji ¢asti,
kterd lezi v defini¢nim oboru) v zobrazeni f opét tvofi mnozinu.

Pokud budeme chapat zapis f(x) = y jako formalni 1(z,y) mizeme axiom prepsat do tvaru

(v, 50, y1) ((f () = yo) A (F(x) = y1)) = (Yo = y1)) = (Ya)(I)(b = {f(z) : = € a}).
(7) Axiom fundovanosti (nebo téz regularity):
(Vo # 0)(3y € 2)(vz € y)(= ¢ 2).

Tento axiom pozaduje, aby kazda neprazdna mnozina obsahovala prvek, ktery je s ni disjunktni”.
Neni to intuitivni pozadavek a my nebudeme tento axiom pfili§ potfebovat. Smyslem tohoto axiomu
je vyloucit existenci divnych mnozin.

“Slovo disjunktni znamend neprotinajici se, tedy #e dané mnoziny maji prazdny prinik.
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Cviceni 5.
(i) Ukaz, ze nemize existovat mnozina a splitujici a € a.
(ii) Ukaz, ze nemohou existovat mnoziny a, b takové, ze (a € b) A (b € a).

(8) Axiom nekoneéna:
(Am)(0 € m A (Yo € m)(z U {z} € m)).

Tento axiom zaruéuje existenci nekone¢né mnoziny m jistou konkrétni konstrukci, ackoli jedno-
znaCné mnozina m urcend neni. Podstata tohoto axiomu spociva v sestrojeni alespon néjaké ucho-
pitelné nekoneéné mnoziny. Se vzniklou mnozinou se setkdme pti konstrukci mnoziny vSech pfiro-
zenych Cisel.

Cviceni 6. Prfepis§ axiom nekonecna jen pomoci zakladniho jazyka teorie mnozin.

(9) Axiom vybéru:
(‘v’a)((‘v’a: ca,y€a)z£yszny=0)= (Ib)(Vz € a)(Fy)(zNb= {y}))

Tento axiom Fikéd, Ze pokud méme mnoZinu a nepriazdnych disjunktnich mnozin, tak je mozné
z kazdé mnoziny vybrat po jednom prvku a sestavit z téchto prvkd mnozinu b. Intuitivné tento
axiom tika, Ze je mozné provést nekonec¢né mnoho nahodilych vybért najednou. Podrobnéji se mu
budeme vénovat v pfistim dile.

Tato (obvykle pouzivand) sada axiomu trochu pfekvapivé neni minimalni — tfi axiomy by bylo
mozné vyskrtnout, aniz bychom o jejich platnost prisli, jak ukazuje nasledujici cviceni.
Cviceni 7.
(i) Uvédom si, ze platnost axiomu existence plyne z axiomu nekoneéna.

(ii) Odvod schéma axioml vydéleni ze schématu axiomt nahrazeni.
(iif) Odvod axiom dvojice z axiomi existence, potence a nahrazeni.

To, ze se uvadéji i nadbytecné axiomy, je dano historickymi a pedagogickymi diavody — preci
jen je snazsi pochopit axiom dvojice nez axiom nahrazeni. Dalsim divodem je, Ze se obcas uvazuji
jiné teorie mnozin bez axiomu potence ¢i bez axiomu nahrazeni, ale témito verzemi se zabyvat
nebudeme.

Dvojice a kartézsky soucin
Nyni si ukdzeme, jak pomoci mnozin vytvorit nékteré znamé struktury, které se od béznych mnozin
lisi.

Neusporddand dvojice obsahujici prvky a a b je mnozina {a,b}. Obecné se tedy jedna o dvou-
prvkovou nebo jednoprvkovou mnozinu.

Uspotddand dvojice (a,b) je mnozina {{a}, {a,b}}.
Cviéeni 8. Ukaz, ze uspofadana dvojice (0, {0}) je prvkem P(P(P(P(0)))).

Nasledujici cviceni fika, ze usporadané dvojice se chovaji tak, jak bychom chtéli, tedy Ze jedno-
znacné urcuji svaj prvni i druhy prvek.
Cviéeni 9. Ovéf, ze pokud (ag,bo) = (a1,b1), tak uz nutné ap = a1 a bg = bs.

Kartézsky soucin A x B je mnoZina obsahujici vSechny uspofddané dvojice (a,b), kde a € A,
b € B, lze jej tedy zapsat jako {(a,b):a € A,b € B}.
Priklad. Ukazeme z axiomd, Ze pro libovolné dvé mnoziny A, B existuje kartézsky souc¢in Ax B =
{(a,b) : a € A,b € B}. Pro kazdé a, b plyne existence dvojice (a,b) z trojndsobného pouziti axiomu

6



dvojice.® Dale zafixujeme a a definujeme formuli ¥ (z,y) jako y = (a,z). Diky axiomu nahrazeni
existuje mnozina obrazl vSech b € B v tomto zobrazeni, tedy mnozina X, = {(a,b) : b € B}.
Tim uZ jsme skoro hotovi, sta¢i sjednotit mnoziny X, pro a € A. Mnozina X, existuje, at zvolime
kterékoli a. Uvazme jinou formuli ¢ (z,y), a to y = {(z,b) : b € B} (neboli y = X;). Pouzitim
axiomu nahrazeni na mnozinu A dostdvame mnozinu {X, : a € A}. Aplikovanim axiomu sjednoceni
na tuto mnozinu dostavame A x B.

B Xa {X(L RS A} A X B

A

Cviceni 10. Dokaz existenci kartézského soucinu bez pouziti axiomu nahrazeni.

Ttidy a dvoji pohled na zobrazeni

V prvnim dile jsme definovali zobrazeni (neboli funkeci) jako predpis, jak pfemeénit jeden typ objektii
na jiny. Toto lze formalné piepsat pomoci formule jako v axiomu nahrazeni: Uvazme formuli ¢ (z, y),
ktera neobsahuje proménné yo,y1, a navic pro ni plati

(Vz,yo,y1) (¥ (z,y0) A (z, 1)) = (yo = 1))-

Pak takova formule urcuje tridovou funkci fy, kde zépisem fy(x) rozumime ten jediny prvek y,
ktery spliiuje ¥ (z,y) (existuje-li). Takto popsand funkce je formuli, nikoli mnozinou. Dalsi formule
ale mohou mluvit jen o mnozinach. Nelze tedy naptiklad napsat formuli, ktera by znamenala ,exis-
tuje zobrazeni“, coz je naptiklad pro porovnavani mohutnosti mnozin celkem podstatny problém.
Proto definujeme funkci coby mnozinu.

Mnozinovou funkci f: A — B, kde A, B jsou mnoziny, myslime néjakou podmnozinu souéinu
f C Ax B, takovou, ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B spliujici (a, b) € f. I zde piSeme
fla) =0.

Jakmile mame takovou mnozinu f, miizeme pomoci ni napsat odpovidajici formuli 9 (z, y) coby
(z,y) € f. Takto jsme prevedli mnozinové zobrazeni f na tiidové zobrazeni fy, problém je, ze
obracené to nemusi byt mozné provést. Pro lepsi uchopeni si objasnime pojem tridy.

Vratme se k Russelovu paradoxu. Ten vzeSel z toho, Ze jsme s mnoZinami zacali zachézet zptiso-
bem, na ktery puvodné nebyly stavény. Pokud bychom ziistali u mnozin coby ,,souhrnného oznaceni
pro néjaky typ bodu v roviné, ¢asovych okamziki, lidi na Zemékouli, ...“, tak bychom Russeltv
paradox nedostali. Problém nastal, kdyz jsme mnoziny opét prohlasili za matematické objekty a
zacali strkat mnoziny do mnozin. V takovém okamziku se ukazalo, Ze za mnozinu nemuzeme pro-
hlasit jen tak néco, nybrz jen to, co sestrojime pomoci axiomu. Obcas se ale hodi pouzivat opét
mnoziny v jejich pivodnim vyznamu, tedy jen coby souhrnné oznaceni pro néjaky typ objekta.
Jenze slovo mnozina je jiz zabrané. Proto budeme souhrnnému oznaceni pro néjaky typ mnozin
fikat trida.

Formalné je t7ida T vzdy reprezentovand néjakou formuli ¢(x). Za prvky t¥idy T pak prohlasime
pfesné ty mnoziny z, pro které p(z) plati.

8Jedno pouziti vytvofi mnozinu {a}, druhé mnozinu {a, b} a posledni zddanou mnozinu.
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Priklad.

(i) Trida vS8ech mnozin je reprezentovand formuli « = x. Z Russelova paradoxu plyne, Ze
tato tfida neodpovida zadné mnoziné. TFidy, které neodpovidaji zadné mnozin€, budeme
nazyvat vlastni.

(ii) Pro libovolnou mnozinu A muzeme popsat t¥idu se stejnymi prvky formuli z € A. Kazda
mnozina je tedy i tfidou. Axiom vydéleni navic fiké, ze kdykoli jsou vSechny prvky tifidy
T obsazeny v jedné mnoziné, je tato tfida opét mnozinou. Proto si lze t¥idy predstavovat
jako ,,prilis velké na to, aby byly mnozinami“.

(iii) T¥ida vSech jednoprvkovych mnozin je reprezentovand formuli (Jy)(z = {y}).

Cviceni 11. Dokaz, ze tfida vSech jednoprvkovych mnozin je vlastni.
V nékterych pripadech se tfidy chovaji oproti mnozinam benevolentnéji, v nékterych stejné,
v jinych zas striktnéji. Stejné jako v mnozinach miizeme pro libovolné dvé tf¥idy T, U reprezentované
formulemi ¢, 1) napsat
(i) TUU (tfida reprezentovana formuli ¢(x) V ¢¥(z)),

(i) T NU (tfida reprezentovana formuli p(z) A ¢ (x)
(iii) T C U (neboli (Vz)(p(x) = ¢¥(x))).

Na rozdil od mnozin ale

=

’

(i) vlastni t¥ida nemize byt prvkem mnoziny ani t¥idy,

(ii) t¥idy nelze kvantifikovat (tedy ptat se, zda existuje t¥ida ¢i zda néco plati pro kazdou
t¥idu). Ve vyjimednych p¥ipadech, kdy se tak déje (napiiklad ve schématech vydéleni a
nahrazeni), se nejednd o formuli, ale pouze o ,metatvrzeni“, témito nuancemi se vsak
nebudeme prilis zabyvat.

Nyni je zfejmé, pro¢ zobrazeni urcené formuli nazyvame tiidovym. Plati jesté jedno metatvrzeni
davajici do souvislosti tfidy a zobrazeni.

Tvrzeni. Triidové zobrazeni Ize zapsat mnozinové pravé tehdy, kdyz jeho defini¢ni obor je mno-
zina.

Dikaz. Pokud lze zobrazeni napsat mnozinové, je jeho defini¢ni obor mnozina z definice mno-
zinového zobrazeni. Naopak pfedpokladejme, ze mame tfidové zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je
mnozina A. Z axiomu nahrazeni je tak i jeho obor hodnot mnozina, ozna¢me ji B. Hledané mnozi-
nové zobrazeni dostaneme vydélenim z kartézského souc¢inu A x B. O

Priklad. Potence je tfidova funkce, kterou nelze vyjadfit mnozinou, protoze je definovana na
vSech mnozinach.

Tfidovd a mnozinova zobrazeni nebudeme disledné rozliSovat, nicméné pokud to bude mozné,
budeme chapat zobrazeni jako mnozinova.

Ordindlni &isla — typy DUM

Podobneé jako jsme zavedli funkci f coby mnozinu, mizeme zavést DUMu. DUM coby objekt v sobé
musi mit uloZzenou nejenom nosnou mnozinu, ale i informaci o tom, jak se prvky nosné mnoziny
porovnavaji. Formalng proto definujeme DUMu jako dvojici (D,U), kde D je nosnd mnozina a
U C D x D je usporadani na ni. Usporadani U pak funguje tak, Ze znacenim dg < di rozumime
(do,d1) € U. Aby (D,U) byla DUM, pozadujeme po U vlastnosti dobrého usporadani.

Jak se ukazalo v minulém dile, neni pro DUMu dulezita ani tak jeji nosnd mnozina, jako spis jen
jeji ,typ“. Prozatim si typ pfedstavujeme naivné jako ,zapomenuti konkrétnich prvka“, ale daleko
vhodnéjsi bude jej definovat jako konkrétni mnozinu. To se standardné provede takto:

Definice. Mgé&jme DUMu (D, U). Transfinitni rekurzi definujeme na D zobrazeni f predpisem
f(z) = {f(d) : d < z}, specidlné pro nulovy prvek do € D vyjde f(dp) = 0. Nakonec definujeme
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typ této DUMy jako typ(D,U) = {f(d) : d € D}. Mnoziny, které lze ziskat jako typ(D,U) néjaké
DUMy (D, U), nazveme ordindlnimsi ¢isly (struéné ordindly).

Priklad. Pro libovolnou trojprvkovou DUMu (D, U) na nosné mnoziné {do,d1,d2}, kde dg <
dy1 < da2, se chova definice typu takto:

F(do) =0, f(d) =10}, f(d2) = {0,{0}}, typ(D,U) = {0.{0},{0.{0}} }.

Jesté dodejme, v jaké formé jsme pouzili transfinitni rekurzi. Rekurzivni pfedpis je tfidové
zobrazeni definované na vSech mnozinovych funkcich, jejichz definiénim oborem je D < x pro néjaké
z € D. Vysledna funkce pak je opét mnozinova. Jelikoz nékdy neumime pfedem omezit t¥idu vsech
moznych ¢aste¢nych mnozinovych funkci mnozinou, neni tvrzeni o existenci funkce dané transfinitni
rekurzi tvrzenim popsatelnym formuli, ale metatvrzenim, do kterého teprve muzeme dosazovat
ruzné rekurzivni predpisy.

Cviéeni 12. Projdi dikaz existence funkce dané transfinitni rekurzi (z minulého dilu) a rozmysli
si, které axiomy jsou potfeba pro tvrzeni, ze kazdda DUM ma typ.

Nyni si uvédomime, jak vypadaji typy DUM. Kazdy z postupné ptidavanych prvka f(z) =
{f(d) : d < x} obsahuje vSechny prvky f(d) pro d < xz. A také naopak zadny z téchto prvka f(d)
prvek f(z) neobsahuje — to plyne z axiomu fundovanosti.® Celkové dostavame, ze funkce f zobrazila
nosnou mnozinu DUMy (D, U) na o = typ(D,U) takovym zptlisobem, Ze

(do < d1) & (f(do) € f(d1)).

Pokud se budeme divat na nélezitko coby na znaménko uspofadéni, vidime, ze f je rostouci bijekci
mezi DUMami (D, U) a («, €), plati tedy (D,U) ~ (a, €).

Ano, pouzivani nélezitka k porovnavani zprvu vypadé jako nehoraznd zhtuvéfilost, k tomu preci
vibec nebylo stavéné. Na druhou stranu je nalezitko to nejjednodussi, co v jazyce teorie mnozin
mame, a ukaze se byt zcela postacujicim a dokonce praktickym. Na prvcich ordindlniho ¢isla bude
proto nalezitko plnit roli mensitka <.

Dalsi véc, které si mliizeme vSimnout rovnou z definice funkce typ, je f(z) = typ(D <+ z,U).
Prvky ordinalniho ¢isla jsou tedy opét ordinaly — typy vSech mensich DUM. Tato skute¢nost usnad-
nuje jejich porovnavani. Konkrétné pro ordindly «, 8 plati

(i) (e, €) ~ (B, €) pravé tehdy, kdyz a = S,
(ii) (e, €) < (B, €) pravé tehdy, kdyz a € 8,
(iii) (o, €) < (B, €) pravé tehdy, kdyz o C 8.

Definice. Oznac¢me On tfidu vSech ordinalnich ¢isel.

Pozdéji ukazeme, ze tfida On nemtize byt mnozinou. Chova se vsak jako ,nejvétsi ordindl“,
konkrétné:

(i) (Vo € On)(a C On).

(ii) On je dobfe uspofadana nalezitkem. Dokonce v tom smyslu, ze kdykoli popiSeme neprazd-
nou podtiidu T' C On, tak tato podtfida méa nejmensi prvek. Pro¢? Uvazme libovolny
ordindl a € T'. Jednéa-li se o nejmensi prvek T, jsme hotovi. V opa¢ném pripadé je mno-
zina aNT neprazdnd a najdeme nejmensi prvek tohoto priniku diky dobrému uspotradani
na a.

(iii) Na On lze definovat tfidové zobrazeni pomoci transfinitni rekurze. Rekurzivni pfredpis
v takovém pripadé musi byt t¥idové zobrazeni, které je definované na vSech mnozinovych
funkcich f s defini¢nim oborem a € On. Transfinitni rekurze pak urcuje tfidovou funkci F'
definovanou na vsech ordinalech. Formalné napsané Ti to mozna zni désivé, ale jak uvidis
na prikladu wq na konci seridlu, samotné pouziti je docela pfirozené.

9Ptipadné to lze ukazat i bez né&j volbou nejmensiho x, pro které se tato vlastnost porusila.
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Zatim jsme si ukézali, ze kazdé ordinélni ¢islo je mnozina vSech mensich ordinalia. Nasledujici
tvrzeni fika, Ze to plati i obracené.

Tvrzeni. Necht X C On je mnozina takova, Ze kdykoli obsahuje ordinélni éislo «, tak obsahuje
i vSechna ordinalni ¢isla 8 < o. Pak X je ordinal.

Diikaz. 7 dobrého usporadani t¥idy On (bod (ii)) plyne, ze i X je dobfe usporddand nalezitkem.
Navic dle zadéni splituje pro kazdy prvek a € X podminku a = {8 € X : 8 < a}. To znameni, ze
funkce f(a) = a spliiuje rekurzivni pfedpis pro definici typu DUMy (X, €), takze typ(X, €) = X,
¢ili X je ordinalni ¢islo.

Dusledek. Pro libovolnou mnozinu X C On je |J X ordinalni éislo.

Dausledek. On je viastni tiida.

Dikaz. Kdyby On byla mnozina, tak by byla ordindlem. To by ale znamenalo On € On, coz je
sporu s fundovanosti.10 U

Cviceni 13. Ukaz, ze mnozina X je ordinalni ¢islo pravé tehdy, kdyz plati nasledujici dvé pod-
minky.

(i) Pro kazdé dva rtizné prvky z,y € X plati z € y nebo y € z.

(ii) Kazdy prvek z € X je podmnozinou X.

Definice. Ordindly délime na nulovy, izolované a limitni podle toho, jaké prvky reprezentuji
v usporadané t¥idé On. Konkrétné:
(i) Nulovy ordinal je jen prazdna mnozina 0.
(ii) Izolovany ordindl a je takovy, ktery ma nejvétsi prvek 8 € a v usporadani nalezitkem.
(iii) Limitnd ordinaly jsou ty, které nejsou nulové ani izolované.

Pfirozena a redlna cisla

Nyni definujeme pfirozena ¢isla coby mnoziny. Pfirozena cisla jsou od toho, aby udavala velikosti
kone¢nych mnozin. Je proto vhodné, aby kazdé prirozené ¢islo mélo tolik prvka, kolik je ono samo.
Tedy 0 bude prazdna mnozina, 1 bude jednoprvkova mnozina, 2 bude dvouprvkova, a tak dale.
Prézdna mnozina je uréena jednoznaéné 0 = (), ale které prvky dat do dalsich pfirozenych &isel?
Musi se jednat o jiz dfive definované mnoziny, tak dava smysl, aby to byla pfimo pfedchozi ptfirozena
cisla:

1={0}, 2=¢{0,1}, 3={0,1,2}, 4=1{0,1,2,3},...

Presné takto se ale stavi i ordinalni ¢isla. Pfirozena c¢isla jsou tedy jen pocateénimi ordindlnimi
¢isly — témi koneénymi. Formalné popiseme, které ordinaly povazujeme za konecné.

Definice. Konecéné ordinélni ¢islo (nebo téz prirozené ¢&islo) a je takové, které neni limitni a ani
zadny mensi ordinal neni limitni. Symbolem w zna¢ime mnozinu vSech kone¢nych ordinélnich ¢isel.

Z toho snadno plyne, ze kdykoli je ordinadl n konecny, jsou i vSechny ordindly k < n konecné.
Mnozina w je tak soucasné ordinalem, a to nejmensim nekonecnym — vSechny mensi jsou konecné
a w nemuze obsahovat samu sebe.

Musime ale dokazat, ze w existuje (tedy Ze se nejednd o vlastni tfidu). Zvolme libovolnou
mnoZinu m z axiomu nekone¢na a vydélme z ni mnozinu w’ = {n € m : n je kone¢ny ordinal}.
Dokazeme, Ze w’ obsahuje vSechny kone¢né ordinaly, a je tak hledanou w. Zvolme pro spor nejmensi
kone¢ny ordindl n ¢ w’. Nulovy ordindl v w’ leZi, takZe je n izolovany a existuje jeho piedchiidce
n’ € w'. Jenze n =n/ U{n'}, a tak n € m z podminky pro m. Proto i n € w'.

10K dybychom nechtéli pouzit axiom fundovanosti (ktery se obéas vypousti), mohli bychom
argumentovat i tim, ze pro DUMu nemuze nastat On < On.

10



Na ordindlech, a tudiz i na pfirozenych ¢islech, zavedeme operace séitani a nasobeni pomoci
sCitani a nasobeni na DUMAéch. Pouze s tim rozdilem, Zze na vysledek aplikujeme zobrazeni typ,
abychom ziskali opét ordinélni ¢islo, tedy a - 8 = typ((oc, €)- (B, 6))

Cvi€eni. Rozmysli si, ze soucet i soucin prirozenych ¢isel je opét prirozené éislo.

Na zékladé pfirozenych ¢isel definujeme celd ¢&isla. Mnozinou celych ¢isel Z bude ({0,1} x w) \
{(1,0)}. Celé ¢islo pak je vzdy dvojice (z,n), kde n je pfirozené ¢islo uréujici absolutni hodnotu
celého ¢isla a z € {0,1} urcuje jeho znaménko (0 znamend plus). Z mnoziny celych ¢isel vyjimame
dvojici (1, 0), kterd by reprezentovala ¢islo ,,—0.

Dale definujeme racionalni ¢isla (zlomky) coby dvojice (a,b), kde a je celé &islo a b je nenulové
prirozené ¢islo nesoudélné s a. Tuto dvojici interpretujeme jako zlomek %. Operace na celych a
racionélnich ¢islech se definuji klasicky, ale bylo by nudné to zde rozepisovat.

Poznamka. Pii takto definovaném rozsifovani &isel je 42 coby prirozené ¢islo jiné nez 42 coby
celé ¢islo, a to je jiné nez 42 coby raciondlni ¢islo. Tento formalisticky problém ale matematiky
nikdy pfili§ nevzrusoval a bézné jsou prirozend ¢isla chdpana jako podmnozina celych a ta zase
jako podmnozina racionalnich, ac¢koli tomu tak formalné vzato zcela neni.

Predvedeme jesté elegantni definici nezdpornych redlnych c¢isel, kterou lze snadno rozsifit na
definici vSech readlnych ¢isel. Bylo by mozné je definovat pomoci nekone¢ného desetinného (& bi-
narniho) rozvoje, avSak v takovém pripadé by bylo nesnadné napiiklad definovat nasobeni, proto
to udélame jinak.

Definice. Necht Qar znac¢i mnozinu nezapornych raciondlnich ¢isel. O mnoziné R C Qar fekneme,
ze to je nezdporné realné ¢islo, pokud

(1) s kazdym prvkem obsahuje viechny mensi, tedy (Vr € R)(Vs € QF )(s < r = s € R),

(2) nemad nejvétsi prvek,

(3) R#Qy.
Nezaporné realné ¢islo tedy charakterizujeme vyctem vsech raciondlnich ¢isel, kterda jsou mensi.
Racionalni ¢islo ¢ € Qa' odpovidé redlnému &islu {r € Qa' : 7 < q}. Operace v redlnych &islech
definujeme nésledovné:

(i) pro nezaporna redlna cisla R, S definujeme R+ S ={r+s:r € R,s € S},

(ii) pro nezaporna reélna cisla R, S definujeme R-S ={r-s:r € R,s € S},

(iii) pro nezadporna realna ¢isla R, S definujeme R < S jako R C S.

Mnozinu nezapornych realnych ¢isel znac¢ime RBL.

Poznamka. Tato konstrukce redlnych ¢isel je nejblizsi konstrukci pomoci Dedekindovych fezu.
Standardni konstrukce Dedekindovymi fezy definuje rovnou vSechna realna ¢isla (nikoli jen neza-
pornd). V takovém ptipadé je tieba jesté zakdzat prazdnou mnozinu a vénovat vétsi péci nasobeni
realnych cisel.

Cviceni 14. Dokaz, ze mnoziny popsané v bodech (i), (ii), tedy soudet a sou¢in dvou nezapornych
¢isel, odpovidaji definici nezaporného realného cisla.

Cviceni 15. Najdi nespocetnou mnozinu X C P(w) tak, aby pro libovolné dva prvky z,y € X
platilo x C y nebo y C z.

Z takto definovanych nezapornych redlnych ¢isel plynou klicové vlastnosti redlnych cisel, které
popisuji jejich vztah k ¢islim racionalnim:

(i) Pro kazda dvé rtzné nezaporna redlna ¢isla existuje racionalni ¢éislo, které lezi mezi nimi.
(hustota racionélnich &isel)
(ii) Uvazme neprézdnou mnozinu éisel X C Ra’. Rekneme, 7e X je omezena &islem r € Ra’,
pokud (Yo € X)(z < r). Pokud né&jaké &islo 7 € R} omezuje X, tak lze najit jedno
nejmensi mozné ¢islo, které omezuje X (timto ¢éislem je |J X). (existence suprema)
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Nezaporna redlné éisla lze rozsifit na vSechna realné ¢isla obdobné jako pfirozend ¢isla na cela.
Vlastnost hustoty racionalnich ¢isel i existence suprema v nich ziistane zachovana.

Priklad. O mnoziné X C R fekneme, ze je diskrétni, pokud pro kazdé x € X existuje otevieny
intervall! I, ktery spliiuje I N X = {x}. Plati, Ze kazd4 diskrétni mnozina je spocetna.

Dikaz. Uvazme z € X a otevieny interval I = (a,b), ktery splituje I N X = {z}. Pak je mozné
najit racionalni ¢islo p uvnit¥ intervalu (a,z) a racionélni ¢islo ¢ uvnit¥ intervalu (z,b). Moznych
dvojic racionélnich &isel (p,q) je jenom spoéetné mnoho, protoze |Q X Q| = w. Na druhou stranu
lze zpétné z dvojice (p, q) rekonstruovat ¢éislo = tim, Ze najdeme prunik intervalu (p, ¢) a mnoziny
X. Proto je v mnoziné X jenom spocetné mnoho cisel.

Cvigeni 16. Najdi funkci f: RXR — w takovou, ze f(z,y) = f(y, z) nastava jeding proz = y = 2.

Nespocetny ordinal

Rozsifeni prirozenych ¢isel smérem k realnym byla odboc¢ka demonstrujici, Ze pomoci teorie mnozin
1ze stavét i znamé matematické objekty. Nyni se vratime k vypravé do nekonecna a jesté dal a
sestrojime nespocetné ordinalni cislo.

Necht wj znaéi mnozinu vSech spocetnych ordinalnich éisel. Urcité nemuze byt wi spocdetna —
to plyne ze stejného argumentu, z jakého On neni mnozina a w je nekone¢na; musela by obsahovat
sama sebe, coz je ve sporu s fundovanosti. Rovnéz analogicky je wi nejmensi nespocetny ordinal.
Nemusi ale byt jasné, pro¢ tato mnozina existuje, neboli pro¢ neni vlastni tfidou.

To plyne z axiomu nahrazeni pro funkci typ. Za¢neme s mnozinou {w} X P(w X w), ¢ili mnozinou
vSech dvojic (w,U), kde U C w X w. V nékterych piipadech uréuje U dobré usporadani na w,
v takovém piipadé muzeme najit typ(w,U). Mnozinu w; sestrojime jako mnozinu téchto typu
(existuje diky axiomu nahrazeni), kterou nakonec jesté sjednotime s w (abychom tam dostali i
kone¢né ordinaly).

Priklad. Neexistuje rostouci funkce f:w; — R.

Dikaz. Pro spor predpoklddejme takovou funkci f. Pak pro kazdé a € w; najdeme racionélni
éislo g(e) v otevieném intervalu (f(a), f(a + 1)). Funkce g je rostouci, tedy prosta, a dostdvame
tak |wi] < |Q|, coz je spor. O

Dale w; vykazuje fadu analogii s mnozinou pfirozenych ¢isel w:

w : Kazdy prvek n € w déli w na kone¢né mnoho mensich a nekonec¢no vétsich prvki.
w1 : Kazdy prvek w; déli wi na spocetné mnoho mensich a nespoc¢etné mnoho vétsich prvki.
Pro¢? Mensich prvki je spocetné, protoze to jsou prvky spocetného ordinalu, a vétsich (ostatnich)
prvkl je nespocetné mnoho, protoze w; sama je nespocetné.

w : Kazda mnozina X C w je kone¢néd nebo ma stejny typ jako w.
w1 @ Kazdd mnozina X C w1 je spocetnd nebo ma stejny typ jako wi.
Pro¢? Plyne z véty o porovnani typd z minulého dilu — bud typ(X) € w1, a tak je X spocetna,
nebo typ(X) = wi.

w : Mnozina X C w je koneénda pravé tehdy, kdyz |J X € w.
w1 : Mnozina X C w1 je spocetnd pravé tehdy, kdyz |J X € w;.
Pro¢? Kdyz je X spocetna a kazdy prvek € X je spocetny ordindl, tak mnozina | J X je spocetna,
a tedy prvek wi. Pro opa¢nou implikaci si sta¢i uvédomit X C (JX) +1 € ws.

HOtevieny interval (a,b) je mnozina dana piedpisem {x € R: a < = < b} pro dané a,b € R,
a <b.
12



Aby to ale nevypadalo, Ze se wy chova uplné stejné jako pfirozena ¢isla, nabizime opét ilustra¢ni
pohadku.

Pohadka o nespocetném gamblerovi

Ve svété teorie mnozin, kde Cas bézi po ordinalnich ¢islech, se jisty pan Loudal neustale hadal se
svou zenou. Sice pfed Casem nalezl poklad, ale v teorii mnoZin je ¢asu nekoneéné (a jesté vic), a
tak uz stihl skoro vSechen majetek prosazet v loterii, za coz ho Loudalka pravé napominala: ,, Mél
bys s tim sdzenim skonéit v koneénym case a ¢im dfiv, tim lip. Nekone¢né minci se vyhrat ned4,
to je dokadzany! Vaz si ty jedny mince, co ti zbyla!“ | Ale na mne se jednou usméje stésti a budeme
mit nekoneéné penéz,“ snil si Loudal svou.

Navic tou dobou do vesnice ptivezli vyherni automat. A nebyl to jen tak kdejaky hraci automat,
jaké mozné znate z obycejného svéta. Obycejné automaty veétSinou sezerou minci a nic z toho.
Kdykoli tento automat obdrzel minci, vypadly z ného dvé nové mince stejné hodnoty. Od néceho
tak ldkavého Loudalka Loudala zadrzet nedokazala. Hodil do né€j minci mo, vypadly dvé dalsi mince
m1, ma2, hodil do néj minci mi, vypadly dalsi dvé mince m3, m4, vhodil mince ma, vypadly mince
ms, me. A takto Loudal pokracoval az do w, kdy do automatu nahazel vSechny mince a zadna mu
nezbyla.

To nebylo to pravé ofechové, pomyslel si Loudal s jednou kapsou prazdnou a druhou vysypanou.
Loudalka ho privitala zcasti vitézoslavné, zcasti pekelné nastvané, ale unaveny Loudal ji ani moc
neposlouchal a sel spat. V noci dostal napad. Hned vyskocil z postele a Sel jesté za tmy na ryby,
aby si vydélal néjakou tu kacku do automatu. Jakmile se mu to povedlo, vydélanou minci mg hodil
do automatu a vypadly opét mince mi, ma. Minci m; si nechal a do automatu hodil az druhou
vydélanou minci mg. Minci m3 si opét nechal a hodil do automatu my4, ... Takto mél v ¢ase w od
vhozeni prvni mince nekone¢né mnoho minci. ,,No vidis,“ povidd rano Loudalce, , ja v€dél, ze se
to musi podarit.“

Dalsiho dne pak automat vyménili za novy. Novy automat, kdykoli dostane minci, vyhodi
zpatky w minci. ,No teda,“ pomysli si Loudal, ,ted nékomu sta¢i hodit do automatu jednu minci a
bude stejné bohaty jako ja, jakad nespravedlnost!“
A hned se mu v hlavé zrodil plan, ze kdyby na
automatu hral az do kroku wi, mohl by vyhrat
nespocetné mnoho minci. Marné ho Loudalka na-
pominala, Zze v tom bude zase néjaka Certovina,
akorat se ohradil: ,,Ze dostanu nekoneéné mnoho
minci, tos mi taky nevéfila, a jakej jsem byll“
Loudal vzal svych w minci a zacal je hazet do
automatu. Opét se pokousel si vybirat mince $i-
kovné do zdsoby, ale at se snazil, jak se snazil,
jesté drive, nez se dostal do kroku wi, byl opét
bez penéz. Nespocetné mnoho minci pomoci ta-
kového automatu totiz ziskat nelze. O tom, jak
mu pak Loudalka vyhubovala, radéji taktné po-
mlcime.

A proé¢ z automatu nelze ziskat nespocetné
mnoho minci? Dokazeme, ze uz v nékterém spo-
C¢etném kroku Loudal nebude mit do automatu
co hodit. Muzeme tedy pro jednoduchost pred-
pokladat, ze se Loudal nerozhodl zadnou minci
uSetfit do kroku w1 (kdyz chceme dokéazat, ze se
do toho kroku stejné nedostane).

Ozna¢me Xy mnozinu vSech kroku, pfi nichz
vhodil do automatu nékterou z minci, které mél
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na zac¢atku. To je spocetnd podmnozina wi, tedy existuje ordindl ag € wi, ktery je ostfe vétsi nez
vSechny prvky Xo (naptiklad mzeme zvolit g = |J Xo + 1). Pfed ap probéhlo spoc¢etné mnoho
krokiu a v kazdém z automatu vypadlo spocetné mnoho minci. Celkem to je opét spoc¢etné mnoho
vypadlych minci. Ozna¢me X; mnozinu vsech kroki, béhem kterych Loudal hodil do automatu
nékterou z nich. Opét najdeme «g, které je vétsi nez vSechny prvky X, a opakovanim postupu
sestrojime X, a oy pro kazdé pfirozené ¢islo n. Nakonec definujeme spocetny ordinal a = (J{an :
n € w}. V kroku a uz Loudalovi zddna mince nezbyla. Kazdou minci, kterou vydélal pfed krokem
a, totiz vydélal pred nékterym krokem a,. Jenze to znamend, ze ji hodil do automatu pred krokem
Qp41-

Poznamka. Nepohadkova verze tohoto tvrzeni se nazyva Pressing down lemma a zni: ,Necht
f je funkce w1 — wi. Predpokladdejme, Ze pro vSechny nenulové o € wi plati f(a) < a. Pak se
nemiize stat, ze by vSechny mnoziny Xg = {a € w1 : f(a) = B} byly spocetné.“ Jak toto tvrzeni
souvisi s pohadkou? Z Pressing down lemmatu lze pfimocaie dokézat nemoznost vyhry w; minci a
naopak.

Nejprve ukazeme, ze kdyby se Loudal dostal az do kroku wi, nemuze platit Pressing down lemma.
V kazdém kroku « si Loudal musi vzit minci z nékterého pfedchoziho kroku, oznac¢ime jej f(a).
Mnozina Xg pro takto definovanou f pak obsahuje vSechny kroky, ve kterych hodil do automatu
nékterou minci vydélanou v kroku (. Je tedy spocetnd, protoze vydélanych minci z kazdého kroku
je spocetné.

Nyni naopak méjme funkci f, pro kterou jsou vSechna Xz spocetna, a ukazme, ze se Loudal miize
dostat do kroku w1. V kroku « vezme Loudal minci z kroku f(a). Navic méjme zafixované ocislovani
mnoziny X ¢ () a Loudal si vezme tolikdtou minci z kroku f (@), kolikéty je prvek o € Xf(a) v tomto
ocislovani. Tim nebude potfebovat zddnou minci hodit do automatu vicekrat a vzdy bude mit minci,
kterou do automatu hodi. Dostane se tedy az do kroku wi.

A jesté dal

Postup pro sestrojeni wy coby mnoziny vsech spocéetnych ordinalt lze zobecnit a definovat wq pro
obecny ordindl a rekurzivnim pfedpisem:

(i) wo = w,
(ii) wa+1 je mnozina vSech ordinala S spliujicich |8] < |wal,
(i) wa = JH{wqar : @ < a} pro « limitni.
Takto definované ordinaly w, maji vSechny riznou mohutnost, coz dava odpovéd na otazku,

kolik je rtizné velkych nekonecen. Ruzné velkd nekonecna tvoii vlastni t¥idu, tedy je jich tolik, ze
se ani nevejdou do mnoziny.

Priklad. Pokud bychom chtéli sestrojit hodné velké nespocetné ordinalni ¢islo (resp. DUMu),
muzeme uvazit ordinély
wWo, Wwq, Wwwo s wwwuo 5
a nakonec vzit jejich sjednoceni.
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Cokoladova vyzva

Za nésledujici ¢okolddovou tilohu na fesitele ¢ekd geometrickd nekoneéna posloupnost ¢okolad.
Ten, kdo ji vyFesi nejrychleji, dostane ¢okoladu. Ten, kdo ji vyfesi po ném, dostane pulku cokolady,
dalsi ¢tvrtku cokolady, atd. Tak s chuti do FeSeni! Uloha se tyka toho, jak lze mohutnost wpy
charakterizovat i bez pouziti rekurze ¢i dobrych usporadani.

Uloha. Nechf « je ordinal a n pfirozené &islo. Ozna¢me [a]™ mnozinu vsech n-prvkovych pod-
mnozin « a [@]<% mnozZinu vSech kone¢nych podmnozin a. O zobrazeni f:[a]® — [a]<% Fekneme,
ze je éokolddové, pokud existuje (n + 1)-prvkovd mnozina X C « takova, ze

(Ve € X)(z & f(X \ {z})).

Dokaz, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) Vsechna zobrazeni f:[a]™ — [a]<“ jsou &okoladova.
(ii) o> wp.

Minulou ¢okoladovou vyzvu vyhrdl Danil KoZevnikov s nasledujici konstrukci: Pro DUMy A,
B definujeme mocninu AP jako mnozinu vSech funkci B — A, které jsou pouze na koneéné mnoha
mistech nenulové. Dvé takové funkce f, g porovname tak, Ze se podivime na nejvyssi prvek b € B,
pro ktery f(b) # g(b), a hodnota v tomto bodé rozhodne, ktera funkce je vétsi. Danil takto vymyslel
mocnéni DUM, které se bé#né pouzivé, a s prehledem by vyhral uz jen s DUMou w(““),

On vsak Sel dal a zbytek byl mirné zamlzeny, tak jej popiSeme pomoci ordinalnich &isel a
standardni notace £o. Stejné jako u scitani a nasobeni rozsifime mocnéni na ordindlni ¢isla. Pak
transfinitni rekurzi definujeme ¢, predpisem:

(i) e =wUw? U@ u...,
ss £ (e5%)
(ii) ea+1 =€aUea* Ues™ "U...,

(iil) ea =U{ep : B < o} pro « limitni.

DUMou, kterou Danil vsadil, je &(,«). Jesté poznamenejme, Ze v zadani pfedchozi cokoladové tlohy
bylo cilem popsat co mozné nejvétsi spoc¢etnou DUMu, takze i Danilova DUM je spocetna. Oproti
tomu DUM popsana v predchozi kapitole je nespocetna vzhledem k tomu, Ze uz wi je nespocetna.
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Seznam symbolli a pojmu

Na této stréance jsou stru¢né uvedeny vSechny dulezité pojmy druhého dilu seridlu. U kazdého
pojmu z tohoto dilu je uvedeno, na které strance byl definovéan.

str 2. Logické spojky —, A, V, =, &
str 2. Kvantifikatory V, 3
str 2. Ndlezitko €
str 2. Formule — vyroky ve formalnim jazyce
str 3. Zkratky ¢ (nelezi), # (nerovnd se), C (je podmnozinou)
str 3. {z : ...} — mnoZina dand predpisem
str 3. {zo,...,xn} — mnoZina dand vycétem prvkid
str 3. x Ny — prdntk mnozin z a y
str 3. z Uy — sjednoceni mnozin x a y
str 3. z \ y — mnoZinovy rozdil x minus y
str 3. P(z) — potence mnoziny x
str 4. () — prdzdnd mnozina
str 5. |JX — sjednoceni vSech prvkt mnoziny X
str 6. (a,b) — usporddand dvojice
str 7. A X B — kartézsky soudcin
str 7. Tridovd funkce
str 7. MnoZinovd funkce
str 7. Trida — souhrnnné oznaceni pro vSechny mnoziny s néjakou vlastnosti
str 8. Vlastni t¥ida — tfida, kterd neni mnozinou
str 8. DUM coby dvojice (D, U)
str 8. typ(D, U) ¢ili ordindln ¢éislo (struéné ordindl) udéavajici typ DUMy (D, U)
str 9. On — tfida vSech ordindla
str 10. Ordinal nulovy, izolovany, limitni
str 10. Prirozené cislo neboli konecné ordinalni ¢islo
str 10. w — prvni nekone¢ny ordinal
str 10. a« + B, - B pro «, 8 € On — operace na ordinalech
str 11. ]RaL neboli mnozina vSech nezdpornych redlnych cisel
str 12. w1 — prvni nespocetny ordindl
str 14. wq — ordinalni ¢islo a-té nekone¢né mohutnosti

Dtilezité pojmy z minulého dilu: zobrazeni (funkce), spocetno, nespo¢etno, porovnavani mohutnosti

|A] < |B|, |A] = |B|, DUM (dobfe uspofadand mnozina), operace na DUMéach A + B, A - B,
porovnavani DUM A < B, A ~ B.
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Navody

(Hy)((ﬁ(y ex))A(V2)(z €2’ & (z=yVze x)))
Zvol z = {x}.

a\b={z € a:z¢&b}. Stadi tedy volit p(z) jako z & b.
(Vo) (Ty)(V2)(z € y & (Vu)(u € z = u € x)).

(i) Existence mnoziny {a} je ve sporu s axiomem fundovanosti. (ii) Stejny argument s {a, b}.

S

(Zatim neni rozepsané kompletng)
(3m)(3e) ((Vz)(z Ze)A(e €m)A (Vm)(:c em=Fyem)(V2)(z€y) e (z€aVa= :v))))

7. (i) Axiom nekone¢na vyzaduje existenci mnoziny, jejimz prvkem je prazdna mnozina. Tedy
préazdnd mnozina sama o sob& musi existovat. (ii) ¥ (z,y) definujeme jako p(x) A (z = y). (iii)
P(P(0)) je dvouprvkova mnozina {0, {0}}. Pak definujeme ¢ (z,y) jako (x = DAy = s)V (z =
{0} Ay =t) a dostaneme mnozinu {s,t}.
8. Postupné kroky:

(i) 0 € P(0), D € P(P(D)),

(ii) {0} € P(P(0)), {0} € P(P(P(1))) = (i),

(i) {0,{0}} € P(P(P(8))) = (i) a (i),

(iv) (0,{0}) = {{0},{0,{0}}} € P(P(P(P(0)))) = (ii) a (iii).

9. Dvojice (a,b) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyz a = b. V takovém piipadé je {a}
jednozna¢né uréeny prvek této mnoziny. Pokud je (a, b) dvouprvkova, obsahuje jednu jednoprvkovou
a jednu dvouprvkovou mnozinu. Prvek té jednoprvkové musi byt a. Souc¢asné a musi byt jednim
z prvka dvouprvkové mnoziny, ten druhy pak musi byt b.

10. Je tfeba si vzpomenout na definici usporadané dvojice. Sou¢in A X B pak lze dostat vydélenim
z mnoziny P(P(AU B)).

11. Sporem: Kdyby to byla mnozina, tak z axiomu sjednoceni existuje mnozina vSech mnozin.
Alternativa: Necht mnozina A obsahuje vSechny jednoprvkové mnoziny. Pak obsahuje i mnozinu
{A}, coz je sporu s fundovanosti.

12. To, ze je rekurzivni pfedpis jednoznac¢né definovan pro kazdou c¢astecnou funkci, zarucuji
axiom nahrazeni a extensionality. Pro vyuzivani vlastnosti dobrého usporadani vzdy potfebujeme
axiom vydé€leni: Existuje prvek, ktery spliuje podminku, vydélime tedy mnozinu vsech prvki, které
ji spliuji, a v té najdeme nejmensi. Dale rozlisime tfi moznosti z diikazu v minulém dilu:

(i) Kdyz « je nulovy, sta¢i axiom existence.

(ii) Kdyz z je izolovany, pouzivame axiomy dvojice a sjednoceni pro rozsifeni f o jeden prvek.
Alternativné by stacilo popsat toto rozsifené zobrazeni tf¥idové a pouzit axiom nahrazeni
stejné jako v bodé (iii).

(iii) Kdyz « je limitni, umime (jednozna¢né) popsat hodnotu pro vSechna y < z. Staci tedy
pouzit axiom nahrazeni k tomu, zZe tfidové zobrazeni, jehoz defini¢ni obor je mnozina, lze
reprezentovat mnozinou.

13. Dopifedné implikace byla dokdzand v textu. Predpoklddejme (i) a (ii) a dokazme, ze X je or-
dindl. Z (i) vyplyne pfimocarou aplikaci axiomu fundovanosti (zde se bez jeho vyuziti neobejdeme),
ze X je dobfe usporadand nalezitkem. Dukaz se dokonéi postupem z dtikazu predchoziho tvrzeni.
14. (i) Kdyzxz <7+ s, tak x =1’ + s, kde 7' = © — s < r. Z toho snadno odvodime potiebné
vlastnosti. (ii) Analogicky k (i).

15. Pfejmenuj prvky nezdpornych redlnych éisel (coby mnozin) pomoci bijekce mezi Qa' a w.
16. Uvaz bijekci ¢:Q — w. Pak lze volit f(z,z) = 0. Pro z < y pak f(z,y) = 2¢9(q) + 1,
fly,x) = 2g(q) + 2, kde ¢ lezi v intervalu (z,y).
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Do nekonecnaajestédal......................

Aziom vybéru ociwidné plati, princip dobrého usporddani oéividné neplati, a Zornovo lemma —
tézko vict. — Jerry Bona

Dil treti — Sila volby

aneb Nac ten humbuk okolo axiomu vybéru

V minulém dile jsme predstavili sadu deseti axiomi teorie mnozin, které se v soucCasnosti bézné
pouzivaji. Jeden z nich, axiom vybéru, mezi nimi ale z poc¢atku chybél. Skutecnost, Ze se mate-
matiktim nedafi dokazat néco tak zfejmého jako , je mozné provést nekone¢né mnoho nahodilych
vybéra najednou®, zpusobila pozdvizeni. Obzvlast poté, co shledali, Ze na jednu stranu lze z axiomu
vybéru odvodit rtizné pochybné vzhlizejici disledky, ale na druhou stranu jej jiz mimodék pouzi-
vaji ve svych dukazech. Obava, kratce poté, co se zbavili Russelova paradoxu, byla pochopitelna.
Opravdu si mizeme jen tak dovolit pfidat novy axiom? Nemuze se s nim teorie zas rozbit? Nako-
nec problém rozsekli podobné jako hypotézu kontinual (pouzitim obdobnych pokro¢ilych nastrojt).
Axiom vybéru neni mozné pomoci ostatnich axiomi dokazat ani vyvratit.

Rozdil mezi axiomem vybéru a hypotézou kontinua spociva v tom, jak k této nezavislosti na
ostatnich axiomech matematici pfistoupili. Zatimco u hypotézy kontinua se smifili s tim, Ze se holt
nikdy nezjisti, jak to s ni ,,doopravdy“ je, axiom vybéru uznali za natolik intuitivni a zfejmy, zZe
jej zaradili mezi ostatni axiomy. Tento pfistup neni povinnosti — kdokoli si mtze zvolit svou sadu
axiomu, kterou bude uznavat. Jde jen o vSeobecné rozsifenou praxi, které se drzime i zde.

V tomto dile seridlu se axiomu vybéru podivame na zoubek. Dozvis se, k ¢emu potfeba neni,
jak vypada jeho takika prehlédnutelné pouziti, jak s nim umravnit porovnavani mohutnosti, i jaké
paradoxy? z néj jdou odvodit.

Co axiom vybéru je a co neni
Axiom vybéru fika
Ve ea)Vy €a)(z #y o axny=0)= (3b)(Vz € a)(Ty)(x Nb={y}).

Slovy: Kdykoli mame mnozinu a, jejiz prvky jsou navzdjem disjunktni (tj. neprotinajici se) ne-
prazdné mnoziny, umime vybrat z kazdého prvku z mnoziny a jednoho reprezentanta y € x a
sestavit mnozinu reprezentantu b.

Laicky, avsak vystizny popis axiomu vybéru zni: Lze provést nekoneé¢né mnoho nahodilych
vybéra najednou. Je dobré si uvédomit, pro¢ jsou v tomto popisu pojmy ,nahodily* a ,,nekone¢né
mnoho“. Duvodem jsou néasledujici dvé tvrzeni, z nichz prvni fika ,,Nenahodilé vybéry lze provadét
i bez axiomu vybéru.“ a druhé ,Kone¢né mnoho vybéru lze taktéz provést bez axiomu vybéru.“.

IP¥ipominame, Ze hypotéza kontinua je vyrok |w1| = |R|, ktery nelze dokazat ani vyvratit. Vi
se pouze, Ze |wi| < |R|.
2Zde myslime prekvapiva tvrzeni, nikoli spor jako v p¥ipadé Russelova paradoxu.
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Tvrzeni. Pokud mame predpis (formuli), jak z jednotlivych mnozZin x € a najit reprezentanta
y € x, plyne existence mnoziny reprezentanti z axiomu nahrazeni.

Axiom vybéru je tedy potfeba jenom v pfipadé, kdy takovy predpis nemame. Poznamenejme, Ze
pfedpis mame napiiklad v situaci, kdy vSechny mnoziny x obsahuji pfirozena (¢i obecnégji ordinalni)
¢isla. V takovém pripadé muze predpis znit ,,vezmi nejmensi Cislo z dané mnoziny*.

Tvrzeni. Pokud je mnozina a konecnd, lze najit mnozinu reprezentanti bez axiomu vybéru.
Axiom vybéru tedy je tfeba az v okamziku, kdy je a nekone¢na mnozina.

Dikaz. Dokézeme to (obycejnou, nikoli transfinitni) indukci podle velikosti a. V okrajovém pii-
padé, kdy je a prazdnad mnozina, je spravnou odpovédi prazdnad mnozina reprezentanti. Oznacme
dale n pocet prvkd mnoziny a a predpoklddejme, Ze lze najit mnozinu reprezentantti v kazdé
(n — 1)-prvkové mnoziné. Dokazeme, Ze ji 1ze najit i v mnoziné a. Uvazme jeden prvek & mnoziny
a (existuje, protoze a je neprazdnd) a dale prvek y € z (existuje, protoZe x je neprazdnd mnozina).
Dale z indukéniho pfedpokladu najdeme mnozinu b reprezentantt z a \ {z}. KyZend mnozina re-
prezentantti pro a pak je napiiklad bU {y}. (|

Tento diitkaz nelze transfinitné zobecnit, protoze se v ném opirdme o indukéni predpoklad na
predchozim prvku, ktery u limitnich ordinalt neexistuje. Pro nasledujici tvrzeni z minulého dilu jiz
axiom vybéru potfeba je.

Tvrzeni. Kdykoli mdme spoc¢etnou mnozinu X, jejiz prvky jsou spoc¢etné mnoziny, tak i mnozina
UJX je spocetna.

Dikaz. Mnozina X je spocCetna, takze existuje prostd funkce f: X — w. Kazdy prvek z € X
je spoéetnd mnozina, takze existuje prostd funkce g,:x — w. Abychom ukdzali, ze Y = X je
spocCetnd mnozina, musime ukézat, Ze existuje prosta funkce g: Y — w. Pro y € Y vzdy najdeme
z € X, které obsahuje prvek y. Pak definujeme

gly) = of () . 392 (y)

Prostota funkce g vyplyvé z jednoznalnosti prvociselného rozkladu: Z hodnoty g(y) jednoznaéné
ur¢ime exponent u dvojky, a protoze je f prostd funkce, mizeme urcit i samotné z. Z exponentu
u trojky (a na zakladé prostoty funkce g.) nakonec uré¢ime samotné y. O

Kde byl potfeba axiom vybéru? Jeden naznak vybirani v dukaze je, kdyz si pro prvek y vybereme
néjaké x € X, které jej obsahuje. V tomto okamziku ale axiom vybéru nezbytny neni — mizeme
totiz napsat predpis, ktery = urdi jednoznacné: Zvolime x takové, pro které je f(z) nejmensi mozné.
Moznost prifadit kazdému y € Y pfislusné € X tedy plyne z axiomu nahrazeni, jak jsme jiz
uvadéli.

Axiom vybéru byl vsak klicovy v jiném momenté — kdyz jsme volili funkce g;. Moznosti, jak
zobrazit z do w, je nekoneéné (a typicky nespocetné) mnoho. My jsme si vSak vybrali jen jednu, a
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to pro kazdy z prvki mnoziny X, kterych mohlo byt nekoneéné mnoho. Formalni pouziti axiomu
vybéru by vypadalo tfeba takto:

Necht Gz C P(x X w) je mnozina v8ech prostych zobrazeni  — w pro z € X. Jednotlivé
mnoziny G jsou jednak neprazdné, protoze vSechny x € X jsou spocetné, a jednak disjunktni,
protoze z funkce lze poznat jeji defini¢ni obor. Pak na a = {G; : € X} aplikujeme axiom vybéru,
¢imz dostaneme mnozinu reprezentant b. Nakonec definujeme g, jako onen jediny prvek pruniku
Gz Nb.

Opét by ale axiom vybéru potieba nebyl, kdybychom méli dany pfedpis pro funkce g,. Popravdé
se moc Casto nestiava, ze bychom méli spocetnou mnozinu spocetnych mnozin a neméli pfi nich i
seznam prostych funkci do w. Naptiklad v dikaze spocetnosti mnoziny Q se bez axiomu vybéru
obejdeme. Nékdy se ale muze stat, ze o prvcich mnoziny vime, Ze jsou spocetné, ale nemame
predepsano, jak — naptiklad ve druhém dile, kdyz jsme dokazovali, ze sjednoceni spocetné mnoziny
prvka wi stéle lezi v wy.

Predeslé pouziti axiomu vybéru pusobi neskodné a ukazuje, jak ho mohli matematici snadno
prehlédnout. Je to také tim, ze jsme axiom vybéru pouzili jen na spocetnou mnozinu a, kde je jesté
konstrukce pfislusné mnoziny reprezentanti docela predstavitelna. Co je tedy na tom axiomu tak
kontroverzniho? Nasledujici dva ptiklady jiz demonstruji moc axiomu vybéru v plné sile.

DobrodruZzstvi nekonecné mnoha prasatek

Pfed nekonecné mnoha lety, za nekone¢né mnoha horami a fekami, potulovala se druzinka neko-
ne¢né (ale spocetné) mnoha prasatek. Sla poklidné lesem a neméla ponéti, Ze na né ma spadeno zly
vlk. Na tuhle chvili ¢ekal uz nekonec¢né dlouho — uz davno mél nachystanou past. Jesté kousek...
A klap! Vsechna prasatka byla v kleci.

»Tak, a ted vas vSechna snim,* liboval si vlk. Uz mél rozpocitano, jak seZere kazdy den nekonec¢né
mnoho prasatek, a dokonce mu to vyjde na nekone¢né mnoho dni. Ale prasitka nehodlala prodat
svou kuzi lacino. Jak jich bylo hodné, naslo se mezi nimi prasatko-pravnik, které dobte védélo, proc
je jezeni prasatek nejen nespravné, ale dokonce ilegalni: ,Podle paragrafu 58072 krilovy vyhlasky
w-w+5 sbirky je konzumace sebeuvédomeélych bytosti ztotoznéna se skutkovou podstatou trestného
¢inu vrazdy, jak je uvedena v trestnim zakoniku ...“ | Jaké sebeuvédoméni?! Jste obycejna prasata
— zviratal“ ¢ilil se vlk a uz prehodnocoval své plany. Radsi je vSechna sezere uz zitra, takovéhle
diskuze nema zapotiebi.

,Podle paragrafu w téze vyhlasky je sebeuvédoméla bytost takova, kterd prokaze svou schopnost
splnit kol intelektudlni podstaty...“ sypalo ze sebe prasatko-pravnik. , Jé takhle,“ pomyslel si vlk
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— na vymysleni nesplnitelnych tkola byli pohadkovi zdporéci vzdy odborniky (nebo si to o sobé
aspori mysleli). Takto vypadal tkol pro prasatka: Dalsi den se maji sefadit na p¥irozend cisla. Poté
vlk na jejich hlavy posadi klobouky a kazdy klobouk bude mit barvu né&jakého odstinu Sedi (redlné
¢éislo). Prasatka neuvidi barvu svého klobouku, jen barvy kloboukt prasatek pred sebou (stojicich
na vys§ich pfirozenych ¢islech). Pak kazdé prasatko poSepta vlkovi tip na barvu svého klobouku.
Pokud se splete jen konecné mnoho prasatek, vlk je vSechna pusti na svobodu. Jakmile se jich
v8ak zmyli nekoneéné mnoho, vlk vSechna prasatka sezere. ,,Po pravni strance je vse v poradku,“
vypisklo prasatko-pravnik a schoulilo se do kouta klece.

Kazdé jednotlivé prasatko v duchu uvazovalo: ,,Pokud vlk nasadi kazdému z nés klobouk na-
hodné barvy, nebude zddné cesta, jak by mi informace o barvich klobouk pfede mnou mohla
prozradit néco o tom, co mam ja. Takze Sance, ze se strefim do ndhodného realného cisla bez se-
bemensi napovédy, je nulova. Stejné tak maji nulovou Sanci ostatni prasatka, tedy je miziva prav-
dépodobnost, Ze se vibec nékdo strefi. A Ze bychom se méla strefit vSechna s vyjimkou konec¢né
mnoha z nas? Tady uz pomuze jediné zazrak...“

Nékdo tomu fiké zazrak, jiny axiom vybéru. A protoze bylo prasatek dohromady docela hodné,
naslo se mezi nimi jedno, které na to pfislo. Za pomoci axiomu vybéru se totiz v jakkoli ndhodném
rozestavéni kloboukt da najit ,pravidelnost®, presnéji reCeno reprezentant.

Vlkovo rozdéni kloboukt interpretujeme jako funkei f:w — R, kde hodnota f(n) uréuje barvu
klobouku prasatka stojiciho na ¢isle n. Uvazme mnozinu M vSech moznych takovych funkci f. Déle
fekneme, ze dvé funkce f,g € M si jsou podobné (znac¢ime f ~ g), pokud se lisi jen na konec¢né
mnoha pozicich. Nakonec pro f € M nazveme ocasem funkce f mnozinu [f]={g€ M : g9~ f}.

Vsimneme si, ze kdykoli g € [f], tak je [g] = [f]. Z toho plyne, Ze jednotlivé ocasy funkci jsou
vzdy bud stejné, nebo disjunktni. Na mnozinu a = {[f] : f € M} tak mzeme pouzit axiom vybéru
a ziskat mnozinu reprezentant R. Mnozina R bude tvorit zédklad strategie prasatek — jednu takovou
mnozinu reprezentanti R si prasatka vyberou a kazdé si ji napise do notysku.

Kdyz vlk posadi klobouky podle funkce f, nebude sice zadné prasatko znat f, ale kazdému
prasatku do znalosti f chybi jen koneéné mnoho hodnot, takze kazdé prasatko bude znat jeji ocas
[f]. V notysku pak najde jediného reprezentanta g € [f]N R, a stoji-li na pfirozeném ¢&isle n, posepta
vlkovi g(n). Takto se zmyli jen kone¢né mnoho praséatek, protoze g ~ f. VSimnéme si, ze kdyby bylo
prasatek jen konecné mnoho, skutecné by se s nejvétsi pravdépodobnosti spletla vsechna. Kdyz jich
ale je nekone¢né mnoho, uz se jich vétsina strefi. Barvu, kterou maji Fict, uréuji pomoci klobouk,
které vidi pred sebou — i kdyz je jasné, ze ,barvy jednotlivych klobouku spolu nijak nesouviseji“.
To je prvni ze slibovanych paradoxt.

Neméfitelnd mnoZina

Dalsi priklad pouziti axiomu vybéru jiz neni pohadkovy, ale takovy, na ktery matematici skuteéné
narazili. PFali si zobecnit pojem obsahu a objemu a tento zobecnény obsah nazvali mira. Pro jedno-
duchost si to ukdzeme na realnych ¢islech. Mira by méla byt zobrazeni, které podmnoziné realnych
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¢isel prifadi ¢islo z ]Rar U {oo} udévajici, ,jak je tato mnozina dohromady dlouhd“. Matematici si
usmysleli, ze by po mife chtéli nasledujici vlastnosti:

(i) Mira (neprazdného) otevieného intervalu (a,b) je jeho délka b — a.

(ii) Pokud A C B C R, tak je mira A mensi nebo rovna mife B (prvek co zde pokladdme za
vy$8i nez vSechna realna éisla).

(iii) Pokud posuneme mnozinu A C R po redlné ose, neméla by se zménit jeji mira. Formalné
feceno je pro kazdé (pevné) redlné ¢islo r mira mnoziny {a + r : a € A} stejna jako mira
mnoziny A.

(iv) Jsou-li A, B C R disjunktni mnoziny, dostaneme miru A U B jako soucet mér A a B.

(v) Sjednoceni spocetné mnoha mnozin nulové miry je stale mnozina nulové miry.

Jsou tyto pozadavky pfirozené, ¢i pfehnané? Pfinejmensim s axiomem vybéru lze ukézat, Ze neni
mozné je vSechny splnit a definovat miru véem podmnozinam R.

Pro realné ¢islo = definujeme jeho traciondini édst coby mnozinu S; = {z+q : ¢ € Q}. VSimnéme
si, ze € Sy a jakmile y € Sz, tak Sy = Sg. Z toho plyne, Ze jednotlivé mnoziny Sz jsou vizdy bud
stejné, nebo disjunktni. Na mnozinu S = {S; : z € R} tak mizeme pouzit axiom vybéru. Jesté
pfedtim ale kazdou z nich pronikneme s intervalem (0,1) — axiom vybéru ndm tak d& mnozinu
reprezentanti R C (0,1). Mnozina R ma tu vlastnost, ze pokud ji posuneme o racionalni ¢islo,
ziskdame mnozinu disjunktni s ptivodni. Na druhou stranu, pokud ji posuneme o vSechna mozna
raciondlni ¢isla, pokryjeme celou redlnou osu. (Prvek z posunuty o vSechna racionalni éisla totiz
pokryje celou mnozinu Sg.)

Jakou by ale mnozina R méla mit miru? Je podmnozinou intervalu (0, 1), mira tedy bude rovna
nejvyse jedné. Kdyby méla nulovou miru, pak by i kazdé jeji posunuti o racionélni ¢islo mélo nulovou
miru. VSech moznych posunuti o racionalni ¢islo je spocetné mnoho, takze i jejich sjednoceni by
mélo mit nulovou miru. To je ale spor — celd redlnd osa nulovou miru jisté nemé (musi mit miru

Mira R tak musi byt kladné &islo . V intervalu (0, 1) existuje nekone¢né mnoho racionalnich éisel

— nam jich bude stacit kone¢né mnoho, vic nez % Posunuti mnoziny R o tato racionalni ¢isla jsou
navzijem disjunktnimi podmnozinami intervalu (0, 2). Jejich sjednoceni tak je také podmnozinou
intervalu (0,2), ale mira tohoto sjednoceni je vétsi nez r - % = 2. Opét jsme dostali spor, proto
nemuzeme mnoziné€ R pfifadit zadnou miru.
Poznamka. Kdyz jsme popsali problém, tak i nastinime, jak z ného ven. Matematici po mife
stale pozaduji vsechny zminéné vlastnosti, ale jiz nepozaduji, aby byla mira definovana na vsech
podmnozinach R. Musi byt ale definovana pro vSechny ,méfitelné mnoziny*, coz jsou skoro jaké-
koli konstruktivné popsané mnoziny. Napfiklad je méfitelnd i mnozina téch redlnych cisel, ktera
v desitkovém zapisu neobsahuji ¢islici 2 na zadné prvociselné pozici za desetinnou ¢arkou. Presna
definice méfitelnych mnozin vSak pfesahuje ramec tohoto seridlu.

Poznamka. Ve tfirozmérném prostoru (formalné R x R x R) lze jit jesté dél a rozdélit kouli na
jen kone¢né mnoho (¢tyfi zakladni a nékolik pomocnych pro doladéni detailt) disjunktnich mnozin,
tyto mnoziny otocit a posunout a posklddat z nich dvé nové koule, obé€ stejné velké jako ta puvodni.
Tento jev se nazyva Banach—Tarského paradoxem a demonstruje nemoznost zavedeni objemu vsech
t¥irozmérnych mnozin jesté silnéji, nez jsme predvedli zde pro miru na R.

Tato pouziti axiomu vybéru byla viceméné pfimocara. Dalsi zajimavosti se budou dit, kdyz si

budeme vybirat ,,postupné“. Napfed ale musime umét takové postupné vybirani formalné uchopit.

Postupné vybirani

Postupné vybirani neni nic nového, ostatné bylo pouzito jiz v prvnim dile. Coby pfiklad ukézeme
dvé jednoducha tvrzeni, kterd nejprve dokazeme ne zcela formalné, a nasledné se zamyslime, jak by
bylo mozné tyto dikazy formalizovat. V dalsi kapitole pak tato tvrzeni rozsifime do prekvapivéjsi
podoby.



Tvrzeni. (kritérium pro dobré uspofddani) Necht linedrné uspoiddand mnozina A je neprazdnd
a nelze v ni najit nekonecnou klesajici posloupnost jejich prvki xo > x1 > x2 > ---. Pak ma
mnozina A nejmensi prvek.

Dikaz. Pro spor predpokladédme, ze A neméa nejmensi prvek, a najdeme v A nekonec¢nou klesajici
posloupnost. Zvolme prvni prvek zg. Ten nemuze byt nejmensi, najdeme tedy mensi prvek 1 < xg.
Ani 1 nemuze byt nejmensi, takze najdeme x2 < xz;. Takto muzZeme pokracovat stale, takze
nakonec ziskdme nekonec¢nou klesajici posloupnost g > x1 > o > ---. O

Tvrzeni. (minimalita w mezi nekoneénymi mohutnostmi) Uvazme mnozinu X. Pak bud existuje
bijekce mezi X a nékterym piirozenym c¢islem, nebo existuje nekonecna posloupnost ruznych prvki
20, T1,-- -

Dikaz. Budeme postupné volit x, coby ruzné prvky mnoziny X. Nejprve zvolime xg € X, pak
z1 € X \ {z0}, z2 € X \ {z0, 21}, a tak dale. Pokud se v pribshu X vyprazdni, neboli nemtzeme
zvolit n € X \ {xo0,21,...,Tn—1}, tak jsme préavé popsali bijekci n — X a X je n-prvkova
kone¢nd mnozina. V opa¢ném piipadé se povede sestrojit celou nekonec¢nou posloupnost riznych
prvkl zo,z1,x2,. .. O

V obou pfipadech jsme postupné sestrojili posloupnost prvka zg,z1,... Posloupnost coby ob-
jekt teorie mnozin by méla byt mnozina (nebo pfinejhor$im tfida). V tomto pfipadé nazveme
posloupnosti (prvki z Y délky X) zobrazeni X — Y, jehoZ defini¢nim oborem je ordinal (nebo
On,? v predeslych piikladech byla defini¢nim oborem w). Hodnoty posloupnosti znag¢ime indexem
2y na rozdil od bézného zobrazeni, kde se znadi zdvorkami z(n).

Jiz v minulém dile jsme se setkali s posloupnosti w, délky On. Technicky jde téméf o treti
synonymum ke sloviim zobrazeni a funkce, rozdil spo¢iva hlavné v intuitivnim vniméni — zatimco
funkci si ¢lovek predstavi jako proces, jak z z vznikd f(z), posloupnost si pfedstavi jako za sebou
jdoucti prvky xg,z1, 22, ...

Postupné definovani jsme se uz naucili provadét rekurzi. Jenze v predeslych dvou dikazech
nemdame exaktni pravidlo pro vybér nasledujiciho ¢lenu, a (transfinitni) rekurze stoji na tom, zZe
zname nasledujici prvek ptresné. Jinak totiz neni funkce dané rekurzivnim pfedpisem jednoznacna.
Tato jednoznacnost je navic potfeba i pro diikkaz existence — v limitnim kroku. Opét neni problém
ukézat, ze existuje odpovidajici posloupnost délky n pro libovolné pfirozené ¢islo n. Pokud si vsak
zacCatky téchto posloupnosti neodpovidaji, nedokazeme je skloubit do jedné nekonec¢né posloupnosti.
V nékterych pripadech to ani nejde — napiiklad v pfirozenych cislech najdeme libovolné dlouhou
konecnou klesajici posloupnost, avSak nikoli nekone¢nou.

Resenim bude sestrojit jesté pred spusténim rekurze pomocnou funkci, se kterou jiz bude rekur-
zivni predpis jednoznacny.

Definice. Necht X, Y jsou mnoziny. Viceznacnd funkce z X do'Y je mnozina f C X XY takova,
ze (Vo € X)(Jy € Y)((z,y) € f). Od obyéejné funkce se tedy lisi tim, Ze jednomu = miize odpovidat
vice y.

Tvrzeni. Necht fje viceznacna funkce z X do Y. Pak existuje funkce f: X — Y takova, ze f C f
Tento proces nazyvame vybranim funkce f z viceznac¢né funkce f.

Dikaz. Pro z € X ozna¢me f = fN ({x} x Y) a dale a = {f, : # € X}. Protoze je f viceznacna
funkce, je kazda f; neprazdnd, a proto muzeme na mnozinu a pouzit axiom vybéru. Vysledkem
bude funkce f: X — Y splnujici f C f. O

3Pfipominame, ze symbolem On myslime (vlastni) t¥idu viech ordinali.
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Cviceni 1. Necht existuje (ne nutné prosté) zobrazeni f: A — B takové, ze kazdé b € B lze dostat
jako né&jaké f(a) (fikdme, ze f je surjektivni nebo téz na B). Dokaz, ze existuje prosté zobrazeni
g:B — A.

Poznamka. Analogicky by bylo mozné zavést i tfidovou viceznacnou funkci, avSak v takovém
okamziku jiz axiom vybéru nepostacuje k tomu, aby se z t¥idové vicezna¢né funkce vybrala tfidova
funkce. Pro takovy vybér by byl potfeba tzv. aziom silného vybéru, kterym se v tomto textu
nebudeme zabyvat.

Nyni mtzeme dikazy obou tvrzeni formalizovat.

Dikaz. (kritérium pro dobré uspofddani) Predpokladdme, Ze zadny prvek A neni nejmensi. To
znamena, 7e mame viceznacénou funkci f z A do A, kterd kazdému a € A prifadi mensi prvky.
Formalné 3

f={(z,y):x€Aye Ay <z}.
Z viceznacné funkce f vybereme funkci f, ktera kazdému prvku prifadi néjaky mensi prvek. Nakonec
si zvolme jeden prvek s € A pro zacatek a rekurzivné definujeme nekonecnou klesajici posloupnost
pfedpisem zg = 8, Tp4+1 = f(zn). O

Diikaz. (minimalita w mezi nekoneénymi mohutnostmi) Necht STOP je prvek riizny od vsech
prvkd mnoziny X. Déle uvazme vicezna¢nou funkci f z P(X) do X U {STOP}, kterd kazdé ne-
prazdné mnoziné prifadi jeji prvky a prazdné mnoziné pritadi STOP. Forméalné

f=A(a,y) : 2 € P(X),y € 2} U{(0,STOP)}.

Vybereme z ni funkci f, ta kazdé neprazdné podmnoziné mnoziny X pfifadi jeden jeji prvek a
prézdné mnoziné piifradi STOP. Pak definujeme rekurzivné posloupnost z, = f(X \ {z; : i < n}).
Specidlné vyjde o = f(X). Z vlastnosti funkce f budou z, nejprve riizné prvky mnoziny X a
nasledné uz jen sama STOP.

Mohou nastat dvé moznosti. Pokud je néjaké x,, = STOP, zvolme nejmensi takové n. Zazeni
x na n je pak bijekce n — X, takze je X kone¢nd mnozina. V opac¢ném piipadé jsme sestrojili
nekonec¢nou posloupnost rtznych prvkia. U

Kombo axiomu vybéru a transfinitni rekurze

Zatimco z formalniho hlediska je mezi rekurzi a transfinitni rekurzi minimélni rozdil, jinak je tomu
z pohledu lidské intuice. Mozn4 sis u minulé kapitoly ¥ikal(a), pro¢ se uz zase piplame s dokazovanim
néceho zrejmého, a kvuli formalismim to délame malinko neSikovné a slozité. V této kapitole
provedeme takika stejné tivahy, jen namisto rekurze na pfirozenych cislech pouzijeme rekurzi na
vSech ordindlech.

Tim najednou misto bandlnich tvrzeni¢ek ziskdme silné nastroje teorie mnozin — Zornovo
lemma a princip dobrého usporadani. Jestli Ti budou jejich dukazy pripadat aspon zpola tak
intuitivni jako v predchozi kapitole, seriél splnil své poslani ;-).

4

4Cti [cornovo]; taktéz je zndmé pod pojmem princip mazimality.
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Tvrzeni. (Zornovo lemma) Méme mnozinu X. O mnoziné R C P(X) rekneme, ze se jedna
o rtetézec, pokud pro kazdé dvé mnoziny A, B € R plati A C B nebo B C A.

Necht' S C P(X) je neprdzdnd mnozina spliiujici nasledujici podminku: Pro kazdy fetézec R C S
plati | JR € S. Pak existuje maximélni mnozina M € S. (Maximélni mnozinou rozumime takovou,
Ze pro zadnou jinou mnozinu A € S neplati M C A.)

Navic muzeme volit M DY pro pfedem zvolenouY € S.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze takovd maximalni mnozina neexistuje. To znamena, ze kdy-
koli uvazime mnozinu M € S, najdeme jeji vlastni® nadmnozinu A € S. Z viceznaéné funkce
vybereme funkci f: S — S, kterd kazdé mnoziné z S prifadi néjakou vlastni nadmnozinu z S. Déle
vime, ze S je neprazdnd, vezméme si tedy prvek Y € S a definujme posloupnost S, délky On
rekurzivnim predpisem:

(i) So =Y,

(1) Sat1 = f(Sa),

(iii) So = U{Ss : B € a} pro « limitni.
Slovy feceno vystartujeme na Y a na izolovanych ordinalech skd¢eme na nadmnoziny pomoci funkce
f. Na limitnim ordinélu si vSimneme, Ze jsme dosud prosli fetézec prvka z S, mizeme tedy pouzit
jeho sjednoceni. Takto jsme definovali rostouci posloupnost S, rtznych prvka z S. Pfedstavime si
inverzni zobrazeni k posloupnosti S, — takové, které prvek S, posle na ordindl . Pomoci néj a
axiomu nahrazeni z mnoziny S sestrojime mnozinu vSech ordinélnich ¢isel, coz je spor, protoze On
tvori vlastni tridu. O

Poznamka. Dukaz je v pofadku, ale protoze jsme se v seridlu pfili§ nevénovali transfinitni rekurzi
na vSech ordinalech, predvedeme jesté, jak by bylo mozné vyuziti t¥idy vSech ordinala obejit. Zvolme
mnozinu v vSech typt dobfe usporadanych fetézct v S (usporddani stale chapeme tak, ze vétsi prvek
znamend nadmnozinu). To je mnozina ordinalnich éisel, kterd s kazdym ordindlnim ¢éislem obsahuje
i vSechna mensi, tedy je to ordindl. Nyni namisto rekurze na On spustime rekurzi jen na ordinalu
~. Posloupnost S, nam da rostouci bijekci mezi v a fetézcem v S. Z toho plyne, ze typ tohoto
fetézce je v, z ¢ehoz plyne spor v € ~.

Piiklad. Necht A, B jsou disjunktni mnozZiny. Pak existuje prost4 funkce A — B nebo B — A.

Dikaz. Ozna¢me S mnozinu vSech takovych mnozin S, které obsahuji navzajem disjunktni dvojice
tvaru {a, b}, kde a € A, b € B. Ukdzeme, ze S splituje podminku Zornova lemmatu. Je tieba ovéfit,
ze kdyz uvazime fetézec R C S a sjednotime jej R = | J R, budou stale vSechny dvojice z R navzajem
disjunktni. Pro spor pfedpokladejme, ze v R lezi dvé dvojice dg = {ao,bo}, d1 = {a1,b1}, které se
protinaji. Protoze je R sjednocenim fetézce R, musi v R lezet mnoziny R, R takové, ze dy € Ry,
d1 € Rj1. Protoze je R fetézec, nastane Rg C R1 nebo R1 C Rp. Vétsi z téchto mnozin tak musi
obsahovat obé dvojice do,d1, coz je spor s tim, ze tato véts$i mnozina lezi v S. Tim je podminka
Zornova lemmatu ovéfena.

Proto z Zornova lemmatu najdeme maximélni mnozinu M € S. Pak musi |J M pokryt celou A
nebo celou B. V opa¢ném piipadé bychom totiz mohli vzit a € A\ JM, b € B\ UM a zvétsit
M piiddnim dvojice {a,b}. Pokud pokryje celou A, definujeme prostou funkci f: A — B tak, ze
kazdému a € A priradime to b € B, které je s nim ve dvojici. Pokud nastane druhd moznost,
definujeme analogicky f: B — A.

V kapitole o kardinalnich ¢islech dostaneme predesly vysledek znovu a v silnéjsi podobé. Na
nasledujicich cvicenich si mizes podobné pouziti Zornova lemmatu samostatné vyzkouset.

Cvicéeni 2. Dokaz, Ze existuje systém mnozin S C P(w) splitujici nésledujici dvé podminky:

(i) Pro kazdou nekoneénou mnozinu X C w existuje S € S takové, ze X N S je nekoneény.
(ii) Pranik kazdych dvou rtznych mnozin z S je koneény.

5Vlastni nadmnozinou myslime jen to, Zze ma byt rtizné od ptivodni M.
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Cviceni 3. Dokaz axiom vybéru zpétné z Zornova lemmatu.

Poznamka. Na zdkladé predeslého cviceni se nékdy oznacuje Zornovo lemma (stejné jako nésle-
dujici princip dobrého uspotrddéni) za ekvivalent axiomu vybéru. Zornovo lemma je sice netrivialni
véta, ale je shodou okolnosti natolik obecné, Ze z ni vyplyva néjaky axiom.

Tvrzeni. (Princip dobrého uspofaddani) Pro kazdou mnozinu X Ize najit usporddéni U C X x X
takové, aby (X,U) tvorila DUMu.

Poznamka. V dukaze pouzijeme stejny argument se tfidou vSech ordinalnich ¢isel jako v dukaze
Zornova lemmatu. Stejné jako predtim lze tento argument obejit — misto On by stacila mnozina
typt vSéech DUM (Y,U’), kde Y C X a U’ tvoii na Y dobré usporadani.

Diikaz. Stadi ukdzat, ze existuje posloupnost z (né&jaké délky), kterd obsahuje kazdy prvek mno-
ziny X pravé jednou. Uspotfadani pak vyCteme z ordindli skrze bijektivni posloupnost zn, tedy
stanovime zo, < zg pro a < . Zbyva najit takovou posloupnost.

To provedeme tak, ze se pokusime definovat posloupnost délky On pfedpisem: ,Vezmi libovolny
dosud nepouzity prvek zo € X.“ Formélné to provedeme uplné stejné jako v diikaze minimality w.
Pomoci axiomu vybéru sestrojime funkci f: P(X) — X U {STOP}, ktera pro vSechny neprazdné
mnoziny Y C X spliauje f(Y) € Y a f(0) = STOP, pticemz STOP je prvek nelezici v X. Nasledné
rekurzivné definujeme posloupnost zo = f(X \ {zg : 8 € a}). Jen se nezastavime na w, ale
pokra¢ujeme pres vSechny ordinédly. Pokud jsme nékdy dostali f(a) = STOP, staci zvolit nejmensi
takové o a dostavame po zuzeni na a kyzenou bijektivni posloupnost.

Zbyvéa ukazat, pro¢ se nemohlo stat, ze bychom kazdému ordinalnimu ¢islu pfiradili néjaky
prvek X. V takovém pfipadé bychom totiz méli posloupnost délky On, jejiz prvky jsou ruzné a
vSechny lezi v jedné mnoziné. To je stejné jako v dikaze Zornova lemmatu ve sporu s tim, ze On
tvori vlastni tridu. O

Cviceni 4. Dokaz axiom vybéru zpétné z principu dobrého usporadani.

Poznamka. Timto cvicenim mame trojici ekvivalentnich podminek kompletni. Je tedy jedno,
jestli si k pivodnim axiom@im (0) az (8) pfidame axiom vybéru, Zornovo lemma, ¢i princip dobrého
usporadani, vysledek bude stejny. Za axiom ale bézné povazujeme axiom vybéru ze dvou duvodu.
Zaprvé k jeho vysvétleni staci ty nejzakladnéjsi pojmy a mohli jsme jej formulovat uz mezi axiomy,
kdy jsme jesté ani neméli formélné definovanou funkci, natozpak fetézec ¢i dobré usporadani.

Druhym divodem je, Zze axiom vybéru vypada jako néco, co by podle intuice vazné mélo pla-
tit. Zato princip dobrého usporadéani pusobi spise opa¢nym dojmem — uz na téch nejednodussich
nespodetnych mnozinéch, napiiklad R nebo P(w), je dobré uspoiaddani nepfedstavitelné. Drobné
voditko sice ddvaji nespocetné ordinaly wi,wsa, ..., je ale zrada, Ze se ani nedd dokézat (a dokonce
se da dokézat, ze se nedd dokézat), jestli ma R mohutnost stejnou jako w1, nebo wa, nebo dokonce
mnohem vétsi nez vsechna takhle sestrojitelna ordindlni ¢isla.

A co se tyce Zornova lemmatu, jak naznacuje ivodni motto, jedné se o prilis abstraktni nastroj
na to, aby se dalo na zakladé intuice fici, zda by mélo, nebo nemélo platit. V jednoduchych pfipadech
pusobi celkem uvéfitelné, ve slozit&jsich (jako v nasledujicim cvigeni ¢i v piisti kapitole) uz to
zdaleka tak jasné neni.

Cvicéeni 5. Dokaz princip dobrého usporadéani pomoci Zornova lemmatu misto transfinitni re-
kurze s axiomem vybéru.

Ve zbytku seridlu si predvedeme, k ¢emu vSemu se uvedené dva nastroje daji pouzit.
Netrividlni feSeni Cauchyho rovnice

Jako ptiklad pouziti Zornova lemmatu si predvedeme skutecné feseni nasledujici slavné funkcionalni
rovnice.



Uloha. (Cauchyho rovnice) Naleznéte viechny funkce f: R — R spliiujici pro kazdou dvojici é&isel
z,y € R rovnici
f@)+ fly) = flz+y).
Z¥ejmé tuto rovnici spliiuji funkce f(z) = 0, f(x) = z a obecné f(zr) = cz, kde ¢ € R je
konstanta. Ale jsou vSechny funkce spliujici zadanou rovnici takového tvaru?
Dosazovanim ruznych hodnot za x a y muzes dospét k tomuto vysledku:

Cviceni 6. Ukaz, ze kazda funkce f, kterd vyhovuje Cauchyho rovnici, spliuje pro kazdou dvojici
éisel ¢ € Q, x € R rovnost f(qz) = qf(z).

Pro realna cisla g uz takova rovnost platit nemusi. Pfi sebechytiejsim dosazovéani za x, y do
Cauchyho rovnice se naptiklad nepovede odvodit zadny vztah mezi hodnotami f(1) a f(v/2). Tyto
hodnoty jsou totiz na sobé skuteéné nezavislé — kdyz zvolime libovolné hodnoty f(1) a f(1/2), stale
pujde najit pfislusné reseni Cauchyho rovnice.

Neni ale snadné takové feSeni sestrojit. Abychom to dokéazali, musime umét tuto nezavislost
formalné uchopit. K tomu pouzijeme aparat linedrni algebry. Linedrni algebra pracuje s vektory z;,
s jejich nasobky «a;x; a s jejich kone¢nymi soucty, které jsou obecné ve tvaru

a1r1 + a2r2 + - + apTn.

Koeficienty «; se berou z mnoziny skalart, coz bude v nasem piikladé mnozina Q. Vektory budou
v naSem piikladé (ponékud neobvykle) prvky mnoziny R. VySe uvedeny vzorec se (zhruba) nazyva
linedrni kombinace vektorti. Presnéji chapeme linedrni kombinaci jako pfifazeni koeficientt «;
kone¢né mnoha redlnym éislim (vektorim). Pfitom si muZeme piedstavovat, Ze vSem ostatnim
realnym ¢islim pridélime nulovy koeficient. Vyhodnocent linedrni kombinace pak spo¢teme pomoci
vzorce uvedeného vyse. Nyni zavedeme presné definice.

Definice. Méjme mnozinu X C R.

(i) Linedrni kombinace prvki mnoziny X C R je zobrazeni k: X — Q, které je nenulové jen
v kone¢né mnoha bodech.

(ii) Dvé linedrni kombinace ko, k1 mizeme séitat nebo odéitat. Souétem / rozdilem k = ko+k1,
rozumime linedrni kombinaci danou pfedpisem k(z) = ko(z) £ k1 (x). PovSimneme si, ze
staci vykonat tuto praci jen v koneéné mnoha bodech, ostatni hodnoty ztstavaji nulové.

(iii) Vyhodnocent linedrni kombinace k zna¢ime k(X)) a spo¢teme jej coby soucet vSech koneéné
mnoha k(z) - z, kde z € X a k(z) # 0.

(iv) O linedrni kombinaci k fekneme, Ze je trividini, pokud je k(z) = 0 pro vSechna z € X.
Vsechny ostatni linearni kombinace nazyvame netrividlni. Trividlni linearni kombinace se
vzdy vyhodnoti na nulu.

(v) O mnoziné X C R fekneme, ze je linedrné zdvisld, pokud se n&které dvé riizné linearni
kombinace jejich prvka vyhodnoti stejné. V opacném pripadé€ rikame, ze je X linedrne
nezdvisld.

Piiklad. Jednoprvkova mnozina je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz je jeji prvek nulovy. Dvou-
prvkova mnozina je linearné zavisla prave tehdy, kdyz je podil jejich prvka raciondlni cislo.
Priklad. Mnozina X = {1, V2,8 — 1} je linedrné zavisla, protoze linedrni kombinace ko dand

predpisem ko(v/8 — 1) = 1 (a na zbytku nula) se vyhodnoti stejné jako linedrni kombinace dand
predpisem k1 (1) = —1, k1(+/2) = 2 (a jinak nula):

Eo(X)=1-(vV8—-1)=2v2—-1=—-1-(1) +2- (vV2) = k1 (X).
Na druhou stranu napfiklad nekoneéné mnoziny {+/n : n je bezétvercové® ¢&islo} nebo {e” : n € w}
linearné nezavislé jsou.
SBezétvercova jsou ta pfirozena &isla, ktera nejsou délitelna zadnou druhou mocninou celého
¢isla vyssi nez 1.
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Diikazy, ze uvedené dvé mnoziny jsou linedrné nezavislé, by vyzadovaly nemalé mnozstvi dalsi
teorie. Pro nésledujici jednodussi verzi staéi védét, ze /n je za predpokladu, Ze n neni druhou
mocninou pfirozeného ¢isla, iracionélni ¢islo.

Cviéeni 7. Dokaz, ze mnoziny {1,v2} a {1,/2,v/3} jsou linearné nezavislé.

Ucinime jesté jedno pozorovani: Pokud existuji dvé razné linearni kombinace ko, k1 se stejnym
vyhodnocenim, jejich ode¢tenim sestrojime jinou nez trivialni linedrni kombinaci k = ko — k1, kterd
se vyhodnoti na nulu. Linearni zavislost tedy lze popsat vyrokem: ,I nékterd netriviadlni linedrni
kombinace se vyhodnoti na nulu.“

Priklad. Aplikujeme-li toto pozorovani na predchozi pfiklad linedrné zavislé mnoziny, dostavame
netrivialni linedrni kombinaci k s predpisem k(1) = 1,k(v/2) = —2,k(v/8 — 1) = 1. Ta se vyhodnoti
na nulu:

1-1-2-vV2+1-(vV8—-1)=0.

Necht & C P(R) je mnozina v8ech linedrné nezavislych mnozin. UkdZeme, ze S splituje pod-
minku Zornova lemmatu: Uvazme fetézec R C S linedrné nezavislych mnozin. Pfedpoklddejme pro
spor, ze |JR je linedrné zavisla mnozina, existuje tedy netrivialni linedrni kombinace k:|JR — Q,
kterd se vyhodnoti na nulu. Funkce k smi byt nenulova jen v kone¢né mnoha bodech, ozna¢me je
T0,%1,... ,Tn—1. Lyto prvky lezi v mnoziné | JR, proto najdeme mnoziny Ro, Ri,... ,Rn—1 € R
tak, aby x; € R;. Vezmeme nejvétsi z mnozin R;, a ta jiz musi obsahovat vSechny xg,... ,Tn—1.
To ale znamena, Ze ani tato R; € R nebyla linedrné nezavislad. Dostavame spor, takze podminka
Zornova lemmatu plati.

Nyni pouzijeme Zornovo lemma a najdeme maximalni linedrné nezéavislou mnozinu M. Prozkou-
mejme jeji vlastnosti. Ukazeme, ze kazdé redlné cislo lze ziskat vyhodnocenim praveé jedné linearni
kombinace prvka M. Protoze je M linedrné nezavisla, nebude existovat vice kombinaci, které se
vyhodnoti stejné. Zbyva ukazat, ze pro kazdé ¢islo t € R najdeme odpovidajici linedrni kombinaci.
Kdyby t jiz lezelo v M, staci linedrni kombinace, kterd t pfifadi jednicku a zbytku nuly. Déle
pfedpokladame ¢ ¢ M. Protoze je M maximalni, nemtze byt M U {t} linedrné nezavisla, existuje
tedy netrivialni linedrni kombinace k, kterd se vyhodnoti na nulu. Musi ale k(t) # 0, jinak by ani
M nebyla linearné nezavisla. Pak i linedrni kombinace k1 (z) = —k(x)/k(t) se vyhodnoti na nulu a
k1(t) = —1. Tedy linearni kombinace” ki [ M prvkil mnoziny M se vyhodnoti na t.

Mnoziné M s vlastnosti ,kazdé realné cislo lze reprezentovat pravé jednim zpusobem jako vy-
hodnoceni linearni kombinace prvkt mnoziny M*“ budeme fikat bdze. Zatim jsme pomoci Zornova
lemmatu ukazali, Ze lze najit néjakou bazi.

Cviceni 8.
(i) Ukaz, ze z4dna baze neobsahuje nulu.
(ii) Ukaz, ze kazda baze mize obsahovat nejvyse jedno racionalni ¢islo.
(iii) Ukaz, ze existuje baze, kterd neobsahuje zddné raciondlni ¢islo.
Cviceni 9.
(i) Ukaz, ze baze musi mit alesponn dva prvky.
(ii) Ukaz, ze baze musi byt nespoéetna.
Konecné se dostavame k reseni Cauchyho rovnice.

Tvrzeni. Méjme bdzi M a funkci fo: M — R. Pak fo lze pravé jednim zpiisobem rozsifit na
funkci f:R — R tak, aby f spliiovala Cauchyho rovnici.

Dikaz. Pro linedrni kombinaci k prvka M oznac¢me jako k- fo soucet vSech k(x) fo(x), kde z € M
a k(x) # 0. To si lze pfedstavovat jako ,vyhodnoceni k aZ poté, co X upravime funkci fo“. Dale

7Znacenim ki [M rozumime zuzeni funkce k1 na mnozinu M. V tomto pfipadé tedy jen zaho-
dime hodnotu —1 v bodé ¢.
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pro x € R ozna¢me k; tu jedinou linedrni kombinaci, kterd spliuje k.(M) = x. Ukdzeme, Ze
jednoznacné rozsifeni funkce f je

f(x) = kz - fo. (*)

Rovnost (*) musi platit pro x € M — pak je totiz k; definovédna predpisem k. (z) = 1 a na
zbytku nula, tedy ks - fo = fo(x). Protoze kazda funkce splitujici Cauchyho rovnici musi spliiovat
f(gz) = qf (z) pro ¢ € Q,z € R, musi rovnost (x) platit i pro x = mq, kde m € M, q € Q. Nakonec
diky vztahu f(z +y) = f(z) + f(y) musi byt rovnice (x) splnéna pro vyhodnoceni vSech linearnich
kombinaci prvka M, tedy pro vSechna realna cisla.

Zbyvé ovéfit, ze funkce dand predpisem (%) splituje Cauchyho rovnici. K tomu si uvédomime,
ze linedrni kombinace se daji rozndsobovat a vytykat. Uvazime-li z,y € R, plati kz (M) = z a
ky(M) =y, a tak i (kz + ky)(M) = = + y. Z toho plyne ky1y = (kz + ky). Obdobné také plati
(kz + ky) - fo = ks - fo + ky - fo. Dohromady dostdvame

f@+y) =kory - fo=(kz +ky) fo=ka - fo+ky- fo=Ff(z)+ ) U

Pravé dokazané tvrzeni odpovida na otazku, jak vypadaji vSechna feseni Cauchyho rovnice.
Méjme pevné zvolenou bazi M. Pak kazdé feSeni Cauchyho rovnice je jednoznaéné urceno svymi
hodnotami na M, pfi¢emz tyto hodnoty lze volit libovolné. S timto pohledem jiz neni tézké sestrojit
jiné feseni nez f(z) = cz, stali, aby hodnoty v prvcich baze nespliiovaly tento piedpis.

Predvedeme jesté trochu konkrétnéjsi priklad takového feseni Cauchyho rovnice. Pfi pouziti Zor-
nova lemmatu jsme mohli zait s libovolnou linedrné nezavislou mnozinou, tedy nap¥iklad {1,v/2}.
Ziskdme tedy béazi obsahujici tato dvé ¢isla. Pak definujeme fo(1) =1 a fo(z) =0 pro z € M\ {1}.
Kdyz takovou fo rozsifime na feseni f, bude platit f(1) = 1 a f(v/2) = 0, tedy uréité toto feseni
neni tvaru f(z) = cx. Muzeme se jesté zeptat, jakou hodnotu méa f(+/3). Sice vime, Ze viechny
ostatni prvky baze maji nulovou hodnotu, ale nevime (dosud jsme si to nezvolili, protoze nam
to bylo jedno), jestli /3 lezi v bazi. Pokud ano, tak f(1/3) = 0. Pokud ale misto /3 lezi v bazi
napiiklad ¢islo v/3 — 1, mame hodnotu f(v3) = f(1) + f(vV3—-1)=14+0=1.

Vidime, zZe pfi konstrukci netrividlniho feSeni Cauchyho rovnice mame ohromnou volnost, co si
1ze zvolit. Rozhodné se nedé fict, ze by bylo tézké najit netrivialni feseni, protoze by byla p¥ilis
vzéacné. Spise naopak — je jich pfili§ mnoho a volnost je pfili§ velkd na to, aby se do nich dalo
systematicky proniknout. A to jsou presné ty chvile, kdy poméha axiom vybéru.

Cviéeni 10.

(i) Najdi alespon tfi feSeni Cauchyho rovnice spliujici navic f(f(z)) = « pro vSechna z € R.

(ii) Najdi néjaké feSeni Cauchyho rovnice splitujici navic f(f(1)) = —1.

(iii) Ukaz, ze bazi lze poparovat, tedy rozlozit na mnozinu disjunktnich dvojic.

(iv) Najdi n&jaké feseni Cauchyho rovnice splitujici navic f(f(z)) = —z pro vSechna reilna x.
(v) Najdi néjaké feseni Cauchyho rovnice, které je prosté, ale neni bijekce R — R.

Kardinalni Cisla — mohutnosti mnozZin

Pti definici ordinalniho ¢isla jsme z obecné DUMy sestrojili mnozinu stejného typu, ktera nezévisela
na nosné mnoziné puvodni DUMy. Podobné bychom chtéli popsat néjaké mnoziny, které budou
reprezentovat mohutnosti obecnych mnozin. Jenze jaké si vymyslet ,,obecné prvky*“ mnoziny?

Snadno se obecné prvky popsat nedaji, a proto se na mohutnosti jde malinko oklikou — pfes
ordinalni ¢isla. Diky principu dobrého uspotfadani dokdzeme na jakékoli mnoziné X najit dobré
uspotfddani U. To znamend, ze X mé stejnou mohutnost jako typ(X,U). JenZe rtizna ordinalni
¢isla mohou mit stejnou mohutnost — napfiklad |w| = |w - w + 5|. Vybereme proto jen néktera
ordinalni ¢isla.
Definice. Kardindlni ¢islo (stru¢né kardinal) je nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti. Jde tedy
o takové ordinalni ¢islo a, Ze pro zadné 8 < a neplati || = |«
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Kardinalni ¢islo vypada jako novy pojem, ale ve skutec¢nosti jsi ,,vSechna“ kardinalni ¢isla uz
potkal(a) v minulém dile. Za prvé jde o pFirozena isla, ktera udavaji mohutnosti koneénych mnozin,
a za druhé jde o ordindly wq pro a € On, coz jsou vSechny nekonecné kardindly. Dokazeme si jejich
zakladni vlastnosti.

Tvrzeni. Necht o je kardindl a B < « je ordindl. Pak |B| < |af.

Dikaz. Na zakladé definice porovnavani mohutnosti potfebujeme ovérit dvé podminky. Jednak,
ze |B| < |e|, a za druhé, Ze neexistuje prosté zobrazeni o — (. Prvni ¢4st snadno plyne z toho, ze
B C a. Ve druhé pro spor ptredpoklddejme prostou funkci f:a — 8. Mnozina X = {f(z) : z € a}
je pak podmnozinou ordinélu 3, takze typ(X, €) < 8 < a. Jenze |typ(X, €)| = | X| = |a, coz je ve
sporu s tim, Ze « je nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti. O

Tvrzeni. Pro kazdé nekonecné ordinélni ¢islo a plati |a| = |a X al.

Dikaz. Mnozinu X x X budeme struéné znacit X2. Tvrzeni dokadZeme indukci pfes nekonecéné
ordinalni ¢islo a. Pokud neni a kardinalni ¢islo, tak existuje mensi ordinal 8 < « stejné mohutnosti,
pro ktery plati | 3] = |32|. Proto i |a| = |a?|.

KdyZ a je kardinalem, ukdzeme napted |32| < |a| pro véechna 8 < a. Pro koneénd 3 je tomu tak
proto, ze i 2 je kone¢na mnozina. Je-li 8 nekoneéné ordinalni &islo, plyne z indukéniho piedpokladu

|82| = |B| a z pfedchoziho tvrzeni |B| < ||, celkem |32| < |a|. Jesté si uvédomime, ze kviili tomu
musi byt o limitni ordinal — pro f < « a vétsi nez jedna totiz |82 > |8+ 1|, a tak B+ 1 < a.
Nyni pro kardinal o dokdZeme |a2| = |a|. Postupné budeme vybirat z mnoziny o? vzéjemné

ruzné prvky a sestavime z nich posloupnost délky a. Budeme ji znacit x~ a vybirani bude zalozeno
na nasledujicim pfedpisu. Uvazme v € a. Protoze |y| < |a| < |a?|, nejsou dosud v posloupnosti
viechny prvky o?. Protoze je navic « limitni, najdeme By < a takové, ze v posloupnosti dosud chybi
néktery prvek mnoziny 53/, pficemz volime /- nejmensi mozné. Prvek x~ pak volime z mnoziny ,83

o T1
T2 X3

Ty

Takto popsana posloupnost musi projit véechny prvky o?. Kdyby ne, neprosla by ani vsechny
prvky souéinu 32 pro néjaké § < a. Tim bychom dostali prosté zobrazeni a — 8 x 3, které nemtize
existovat. Posloupnost 2 tak tvoii bijekci o — 2. |

Poznamka. V dikaze jsme nepopsali presné, v jakém poiadi prvky o? bereme, takze se muze
zdat, Ze jsme potifebovali pouzit axiom vybéru. V tomto p¥ipadé viak neni nutny, protoze na a?
mame dobré usporadani, které muze s vybiranim dalsiho prvku pomoci.

Definice. Necht X je mnozina. Pak diky principu dobrého uspoifadéani existuje alespon jedno
ordinalni ¢islo stejné mohutnosti jako X. ProtoZe je tfida ordindlnich c¢isel dobie usporadani,
najdeme mezi nimi to nejmensi — jediné kardinalni ¢islo této mohutnosti. Toto kardinalni c¢islo
nazyvame mohutnosti X a znacime |X|. Kardindlni ¢islo |P(w)| budeme nazyvat kontinuum a
znacit €. Tento kardindl je vyznamny i proto, ze udava mohutnost mnoziny R.

X| < |Y] a |X| < |Y]| nyni vypada na prvni pohled nejednoznac¢né
— jednak se muze jednat o dosud pouzivané porovnavani mohutnosti zavedené v prvnim dile, sou-
¢asné miize jit o porovnani odpovidajicich kardinali coby ordinalnich ¢isel. Prvni tvrzeni v této
13

Poznamka. Definice vyrazi




kapitole ale primo fika, ze v pfipadé, kdyz X, Y jsou kardindly, je porovnavani pres ordinaly i pres
mohutnosti totozné. Nasledn€ 1ze tuto skutecnost rozsifit na obecné mnoziny, protoze mnoziny X
a | X| maji stejnou mohutnost (ve smyslu ptvodni definice).

Kdyz jsme prevedli porovnavani mohutnosti na porovnavani ordinall, snadno jiz pro libovolné
mnoziny X,Y dostavame:
(i) Pokud |X| < Y] a [Y] < |X], tak |X| = Y.
(ii) Plati |X| < |Y] nebo Y| < |X]|.
(iii) Jsou-li X, Y nekone¢né mnoziny, plati | X X X| = |X|. Obecnéji | X x Y| = max(|X]|, |Y]).

Diky tomu skoro vSechny ,normalni“ geometrické objekty — kiivka, obdélnik, sféra, apod. — obsahuji
kontinuum bodt. Kazdy z nich je totiz podmnozinou R2 resp. R3, takZze ma mohutnost nejvyse
kontinuum. Souéasné do takového objektu lze zobrazit prostou funkci interval, takze ma mohutnost
alespon kontinuum.

Pomoci kardinali mtzeme provést transfinitni rekurzi silnéj$im zptsobem nez rekurzi na vsech
ordindlnich ¢islech. Pokud projdeme prvky mnoziny X transfinitni rekurzi na kardinalu | X |, mdme
v pribé&hu rekurze navic jistotu, ze dosud proslych krokt je v kazdém okamziku ostfe méné nez | X |.

Piiklad. Existuje mnozina bodt v roviné®, kterou kazdéa kruznice protne pravé ve tiech bodech.

Dikaz. Kazda kruzmice je uréend svym stfedem (prvek mnoziny R x R) a polomérem (prvek
RT). Pocet viech kruznic tedy je |R x R x RT| = |[R| = ¢. O¢islujeme si vsechny kruznice prvky
kontinua — to znamena, ze sestrojime posloupnost ko délky ¢, kterd obsahuje vSechny kruznice.
Navic to provedeme tak, aby kazd4 kruznice byla v této posloupnosti praveé tiikrat (to lze, protoze
|3 x ¢|=c¢).

KyZenou mnozinu sestrojime postupné transfinitni rekurzi coby posloupnost bodt z,. Tato
posloupnost bude délky ¢ a body volime tak, aby vzdy xo € ko. Rekurzivni predpis probihéa
nasledovné.

Chceme popsat xq. Ozna¢me mnozinu dosud vybranych bodi Xo = {23 : 8 < a} a jeji pranik
s kruznici jako Pn = Xa N ko. Pokud jiz |Po| = 3, je kruznice ko uspokojend; nechceme pfidat
novy bod, a volime tedy ko € Pn. V opa¢ném piipadé mame |P,| < 3, takZe najdeme novy bod
Za € ko \ Pa. Musime ale zajistit, abychom nevytvofili étyfi body na nékteré jiné kruznici.

T4

Jak je to mozné zajistit? Jediné, ¢emu je tfeba se vyhnout, je polozeni bodu z, na kruZnici,
kterd jiz prochézi tfemi body z Xo. Mnozina X, mé mohutnost maximalné |«| < ¢. I mnozina vSech
trojic bodl z Xo mé tedy mohutnost mensi nez kontinuum. Kazdé takové trojici lze opsat nanejvys
jednu kruznici, takze vSech kruznic, které prochéazi tfemi body z X, je méné nez kontinuum.
Kazda takova kruznice protne ko nanejvys ve dvou bodech, takze zakazanych bodu je méné nez
kontinuum. KruZznice kq (i po odebrani kone¢ného P, ) obsahuje kontinuum bodi, takze zbyva bod,
ktery muzeme zvolit.

8Rovinu formalné povazujeme za mnozinu R x R, kde bod je uréeny svymi soufadnicemi.
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Takto zajistime, Ze na kazdé kruznici budou ve findlni mnoziné X = {zo : a € ¢} nejvyse tii
body. Soucasné na kazdé budou alespon t¥i body, protoze jsme v priubéhu rekurze kazdou kruznici
potkali tfikrat a vzdy, kdyZz na ni jesté nebyly tfi body, jsme na ni bod pfidali. Mnozina X tak
kazdou kruznici protina pravé ve tfech bodech. O

Skutecnost, ze jsme v transfinitni rekurzi probihali kardinal a ne néco vétsiho, byla klicova. Pti
volbé kruznic a bodu se totiz opirame o axiom vybéru, a tak nemame ptili§ kontrolu nad tim, které
body bereme. Kdybychom nepouzili kardinal, mohlo by se béhem rekurze nahodou stat, ze jsou
v nékterém okamziku vybrany presné vsechny body z jedné primky a jeSté jeden mimo ni. Pak sice
na kazdé kruznici lezi nejvyse tifi body, ale nelze pfidat zadny dalsi bod tak, aby tato vlastnost
zUstala splnéna. Pfitom primka s bodem zjevné neni reSenim ulohy. Tim, Ze jsme pouzili kardinal ¢,
jsme takové situaci zabranili — v priubéhu se nikdy nemohlo stat, ze bychom méli vybrany vsechny
body nékteré primky, protoze je v kazdém okamziku vybrano méné nez kontinuum bodda.

Pro lepsi pochopeni, co se v pfedchozim dikaze délo, si muzes predstavit pouze spocetnou verzi
tohoto tvrzeni — ,existuje mnozina racionalnich boda S C Q x Q, kterd ma t¥iprvkovy prunik
s kazdou kruznici s raciondlnim stfedem a polomérem® — a projit dikaz znovu. V takové verzi
bychom pouzili namisto ¢ jen w. ,Méné nez kontinuum® by pak znamenalo jednoduse ,konecné
mnoho“ a pfifazovani bodii z, by probihalo obyé¢ejnou (netransfinitni) rekurzi. Na druhou stranu
je pak v dukaze navic potfeba znalost faktu, ze kazda kruznice s raciondlnim stfedem i polomérem
obsahuje nekone¢né mnoho racionalnich bodu.

Hra bez neprohravajici strategie

V této kapitole pfedvedeme dalsi kuriézni objekt sestrojitelny pomoci transfinitni rekurze na kar-
dinalu: Hru dvou hracu, kteri se stfidaji v tazich, oba maji tplnou informaci, a pfitom ani jeden
z nich nema neprohravajici strategii. Mozna ses setkal(a) s tvrzenim, Ze ,,v kazdé kone¢né hie dvou
hraca s tplnou informaci mé alespon jeden z nich neprohravajici strategii“. Pro nekonec¢né hry to

Ve hie budou hrat dva hraéi — Amélka (A) a Budulinek (B). Oba postupné plni posloupnost
ao, a1, ... € {0,1} délky w. Amalka rozhodne hodnotu ag, Budulinek rozhodne hodnotu a1, Amalka
hodnotu ag atd. Po sestrojeni této posloupnosti se na zékladé pravidel (kterd popiSeme pozdéji)
urci, kdo vyhral.

Zdvéreénym stavem hry tedy rozumime posloupnost nul a jedni¢ek délky w. Necht Z je mnoZina
vSech zavéreénych stavi hry. Pravidly pak rozumime zobrazeni p: Z — {A, B}. Pravidla se podivaji
na zavéreény stav hry z € Z a odpovédi, zda vyhrala Amalka (p(z) = A), ¢i Budulinek (p(z) = B).

Protoze tato hra nikdy nedopadne remizou, znamené neprohravajici strategie totéz co vitézna
strategie. Budeme proto radéji mluvit o vitézné strategii. Abychom mohli najit pravidla, pro néz
nemé ani jeden z hrac¢u vitéznou strategii, musime jeSté pfesné popsat, co to viibec je strategie.
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Definice. Cdstecnym stavem hry pro Amdlku nazveme posloupnost nul a jednicek sudé (koneéné)
délky. Strategii pro Amdlku rozumime zobrazeni C4 — {0,1}, kde C'4 je mnozina vSech ¢asteénych
stavilt hry pro Amalku. Na zékladé stavu hry tedy strategie vzdy fekne, zda ma Amaélka napsat
nulu, nebo jednicku. Vitéznd strategie pro Amalku je takové, ze hraje-li Amalka pfesné podle této
strategie, vyhraje, at hraje Budulinek jakkoli. Analogicky definujeme mnozinu Cg ¢aste¢nych stavi
hry pro Budulinka jako mnozinu posloupnosti nul a jednicek liché délky, a vitéznou strategii pro
Budulinka.

Tvrzeni. Existuji pravidla, se kterymi ani jeden z hra¢u nema vitéznou strategii.

Dikaz. Vsech CasteCnych stavi hry je nekonecné, ale jen spocetné mnoho. Strategie tak jsou
zobrazeni ze spocetné mnoziny do dvouprvkové mnoziny. Proto kdyz oznac¢ime S mnozinu vSech
strategii (pro oba hrace), mame |S| = ¢. Odislujeme tedy mnozinu S = {sq : @ € ¢}. Rekurzivné
definujeme posloupnost délky kontinua pa = (za, ha), kde zq je zavéredny stav hry a ho € {A, B}.
Pritom vSechna z, budou navzdjem rtznad a hrac¢ h, dokdze dosdhnout zavérecného stavu zo za
predpokladu, ze druhy hraé hraje podle strategie s.. Z toho plyne, ze zvolime-li pravidla P D {pa},
nebude strategie sq vitézna.

Nutné tak je ho ten hracé, kterému nepatii strategie so. V hledani z, predpokladejme, Ze sq
patii Amalce, a tedy ho = B. Opacny pfipad se oSetfi analogicky.

Kdyz Amalka hraje podle strategie so, muze stale Budulinek libovolné rozhodnout, jaka ¢isla
da na liché pozice. Hra tedy muze v zavislosti na hie Budulinka dopadnout kontinuum mnoha
zpusoby. Dosud jsme ale ptifadili vitéze jen k |a| < ¢ zdvéretnym stavim zg, kde § < a. Mezi
zavéreénymi stavy, kterych mize Budulinek dosdhnout, kdyz Amélka hraje podle s, tak stale bude
néjaky novy. Ten pouzijeme coby zq.

Timto postupem zajistime, Ze na zakladé zobrazeni {pn : a € ¢} nebude zadn4 strategie vitézna.
Miuze se ale stat, ze nékterym zavére¢nym staviim dosud neni prifazeny zadny hra¢. Pro zkomple-
tovani pravidel mizeme takové stavy pfisoudit tfeba Amalce, a mame pozadovanou hru. O

Cokoladova vyzva

Cokoladovou vyzvu z piedchoziho dilu dosud nikdo nevyfesil. Nezvefejnime tak prozatim jeji feseni
— stéle plati: kdo prvni posle spravné feSeni na mail mirek zavina& olsak te&ka net, dostane
velkou éokoladu, pfipadné druhy polovinu, tfeti ¢tvrtinu atd. O nezévislou posloupnost malych
¢okolad stale mohou soutézit organizatori.

A krom minulé ¢okolddové vyzvy prichazi posledni, tfeti cokoladovéd vyzva. Jeji pravidla jsou
stejnd jako v pfipadé té minulé — prvni, kdo posle feSeni nasledujici lohy na mail mirek zavinaé
olsak telka net, dostane velkou ¢okolddu, druhy pulku, tfeti ¢tvrtku atd.

Posledni ¢okoladova tloha zobecnuje dobrodruzstvi nekoneéné mmnoha prasatek na obecnou
DUMu. Véfime, ze bude schidnéjsi nez ta predchozi ;-).

Uloha. Mnozina (blize neurcené velikosti) prasatek nastoupi na vsechny prvky pfedem uréené
DUMy. Kazdé vi, na kterém prvku stoji, a vidi jen prasatka na vyssich prvcich. Déale kazdé dostane
na hlavu ¢erny nebo bily klobouk, a jen na zakladé klobouki, které vidi pfed sebou, si tipne barvu
svého klobouku. Ukaz, ze af je tato DUM jakakoli, existuje strategie, se kterou se pii jakémkoli
rozlozeni klobouku splete jen kone¢né mnoho prasatek.

Rozlouceni

Nekonecno je fascinujici, ale ve skutecném svété jej prilis nepotkas. Z tohoto davodu koné¢i i nas
nekoneény seridl. Doufdme, Ze se Ti mezi nekonecny libilo a Ze se k nim bude$ myslenkami rad(a)
vracet. Na druhou stranu doporucujeme se z nich nezblaznit. Pfeci jen je pro teorii mnozin nedot-
Cené lidi nespocetny ordinal mnohem vétsi nesmysl nez riazovy vodnik a nema cenu je presvédcovat,
ze nespocetné ordinaly opravdu existuji... Mé&j se nekone¢né!

Mirek Olsdak
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Seznam symbolli a pojmu

Na této strance jsou stru¢né uvedeny vSechny dulezité pojmy tietiho dilu seridlu. U kazdého pojmu
z tohoto dilu je uvedeno, na které strance byl definovan.

str 6
str 6
str 8
str 8
str 9

str 10.
str 10.
str 10.
str 10.
str 11.
str 12.
str 13.

str 13

. Posloupnost xo,x1, ... délky

. Viceznacénad funkce, vybrani funkce z viceznacné funkce

. Retézec mnozin R C P(X) — kazdé dva prvky A, B € R musi spliiovat A C B nebo B C A
. Zornovo lemma — kdyz v S lezi sjednoceni kazdého fetézce, tak v S je maximalni prvek
. Princip dobrého usporddani — kazdou mnozinu lze dobfe usporadat

Linedrni kombinace prvki mnoziny X C R

Vyhodnocent k(X) linearni kombinace k prvki mnoziny X — soudet v8ech k(z) - x
Trividlnt linearni kombinace — vSude nulova

Linedrné nezdvisld mnozina — rizné linearni kombinace davaji rizné vyhodnoceni
Bdze — maximalni linedrné nezavisla mnozina

Kardindlnt ¢islo — nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti

| X | neboli mohutnost X — kardindlni ¢&islo, které mé stejnou mohutnost jako X

. € neboli kontinuum — mohutnost mnoziny redlnych cisel

Dilezité pojmy z pfedchozich dilt: zobrazeni (funkce), spoéetno, nespocetno, porovnavani mohut-
nosti |A| < |B|, |A| = |B|, mnozina, t¥ida, potence P(A), kartézsky souéin A x B, ordinélni ¢islo,
mnozina prirozenych ¢isel w, t¥ida ordinalnich ¢isel On, transfinitni rekurze.
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Navody
1. g={(b,a): f(a) =b}.

2. Pomoci Zornova lemmatu najdi maximalni systém mnozin spliujici bod (ii). Z maximality
vyplyne bod (i).

3. Za S vol mnozinu takovych podmnozin | a, které protinaji kazdy prvek a jen v jednom bodé.
4. UvaZ dobré usporadani na |Ja a z n&j odvod predpis pro vybér reprezentanti.

5. Za S zvol mnozinu v8ech prostych zobrazeni « — X, kde « je ordinalni ¢islo. Jedné se o mno-
zinu (a ne o vlastni tfidu), protoze « je vzdy typem néjaké podmnoziny mnoziny X s pfidanym
usporadanim.

6. Postupné ukaz f(0) =0, f(—z) = —f(z), f(nz) = nf(z) pro kazdé = realné a n celé. Nakonec
zjednodus hodnotu d - f(qz), kde ¢ = % a n,d jsou nenulové celd cisla.

7. {1,v/2}: Necht p = ¢v/2 a ¢ # 0, pak V2 = g. {1,v/2,4/3}: Kdyz p + qv/2 = rV/3, tak
umocnénim dostanes 2pgv/2 = 3r2 — p? — 2¢2. Protoze je /2 iracionalni, musi byt pg = 0. Zbytek
se rozebere podobné jako v predchozim pfipadé.

8. (i) Kdyby M obsahovala nulu, vyhodnotila by se na nulu netrivialni linedrni kombinace danéd
predpisem k(0) = 1, k(z) = 0 pro « # 0. M by tak nebyla linedrné nezavisla. (ii) Kdyby M
obsahovala racionélni ¢isla p, g, méla by nulové vyhodnoceni netrividlni linedrni kmbinace dand
pfedpisem k(p) = q, k(q) = —p, k(z) = 0 pro = # p, q. (iii) Sta¢i napiiklad doplnit na bézi linedrné
nezavislou mnozinu {1+ V2, \/5} Obecné muzes libovolnou bézi s racionalnim ¢islem g upravit na

9. (i) Kdyby obsahovala jen jeden prvek x # 0, nebylo by mozné vyjadiit zv/2 jako racionalni
nasobek z. (ii) Kdyby byla béze M spocetnd, tak by i pocet linedrnich kombinaci byl spocetny — ze
stejného divodu jako pocet polynomu s racionalnimi koeficienty v kapitole Porovnavani nekonecen
prvniho dilu seridlu.

10. (i) Klasickd feSeni jsou f(x) = z, f(z) = —z. Déle se na takové Feseni doplni napfiklad tyto
dvé funkce definované na bézi: fo(z) = z s vyjimkou fo(1) = —1 nebo fi(z) = z s vyjimkami
1) =v2a f1(vV2) = 1. (ii) fo(1) = V2, fo(v/2) = —1. (iii) Z Zornova lemmatu existuje maxi-
malni mnozina P disjunktnich pard z M. To znamena, ze bud |JP = M, nebo v |J P chybi jeden
prvek. Upravou spoc¢etné mnoha dvojic se zacleni i tento posledni zbyvajici prvek. Alternativné lze
vyuzit princip dobrého uspotfddéani a popsat parovani na DUME. (iv) Z para v (iii) vytvol usporé-
dané dvojice a definuj na nich fo jako v bodé (ii). (v) Stac¢i najit pro bézi M libovolné zobrazeni
M — M, které je prosté, ale neni na.
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