Ulohy na Sachovnici

3. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.PROSINCE 2015

Upozornujeme, ze prvni serialova série ma datum odeslani spolecny s touto sérii.

ULoHA 1. (3 BODY)

Rozmistéte na Sachovnici 6 x 6 ¢tyfi tchynél tak, aby se navzéjem neohrozovaly a pravé jedno
volné pole ztstalo neohrozené.

ULOHA 2. (3 BODY)
V rozich $achovnice 3 x 3 stoji dokola postupné Semik, Rosinanta, Stinovlas a Trojsky k.
Vsichni se mohou pohybovat jako Sachovi koné a nesmi stat dva na stejném poli. Je mozné, aby
se za téchto podminek Semik s Rosinantou prohodili a ostatni se vratili na sva pivodni mista?

ULOHA 3. (3 BODY)
Obarvéte sedm poli Ssachovnice 4 x 4 tak, aby na ni po odebréani libovolnych dvou sloupci a
dvou radku zustalo alesponi jedno obarvené pole.

ULOHA 4. (5 BODU)
Najdéte vSechna pfirozena n, pro ktera lze rozdélit Sachovnici n X n na lichy pocet ¢tverca 2 x 2
a nékolik? tetromin tvaru T.

ULOHA 5. (5 BODU)
Kuba a Bara spolu hraji hru. Na zacatku maji Sachovnici 2015 x 2015, kde jsou vSechna po-
licka bild. Kuba v kazdém svém tahu piebarvi néjaky bily ¢tverec 2 X 2 na cerno, Bara vzdy
prebarvi néjaka tfi bild policka tvorici jakkoliv orientované L. Pravidelné se stfidaji v tazich,
pricemz Kuba zacina. Prohrava ten, kdo jako prvni nemuze tdhnout. Ktery z nich ma vyhravajici
strategii?

ULOHA 6. (5 BODU)
Dva kamaradi, Plusik a Minusik, nasli Sachovnici 3 X 3 vyplnénou v néjakém poradi ¢isly 1 az 9.
Plusik umi ke vSem ¢islim v libovolném ¢étverci 2 X 2 pricist jednicku, Minusik umi analogicky
odcitat. Poté, co si s Sachovnici chvili takto hrali, objevilo se ve vSech jejich polickach stejné
¢islo. Kolik to mohlo byt?

ULOHA 7. (5 BODU)
Na sachovnici 2015 x 2015 stalo 2015 vézi, z nichz se zddné dvé neohrozovaly. Nahle se vSechny
proménily v tchyné, udélaly jeden tah jako koné a proménily se zpét ve véze. Dokazte, ze nyni
se nutné néjaké dvé z nich ohrozuji.

ITchyné je figura pohybujici se po $achovnici pomoci tahti koné i véze.
2Nemusi byt pouzito zadné.



ULOHA 8. (5 BODU)
Kouzelnici Stépan a David si pro Rada piipravili trik s 8achovnici n x n. Nejprve David odesel
pry¢, aby nic nevidél ani neslysel. Poté Stépan Radovi nakazal, at na kazdé policko polozi dle
své viile bud bily, nebo ¢erny knoflik. Nésledné ho nechal, aby zvolil libovolné policko A a sdélil
mu, které to je. Nato si Stépan vybral policko B (ne nutné riizné od A) a zménil barvu knofliku,
ktery na B lezel. Kdyz potom pfisel David, byl schopny pouze z pohledu na Sachovnici uhodnout,
které policko A si Rado vybral. Pro ktera n je tento trik proveditelny?



Ulohy na Sachovnici

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENf

Uloha 1.

Rozmistéte na Sachovnici 6 x 6 Gtyfi tchynél tak, aby se navzéajem neohrozovaly a pravé jedno
volné pole ziistalo neohrozené.

(Martin Topfer)

RESENT:
V této tloze bylo tkolem najit vyhovujici rozestaveni tchyni. Moznosti, jak néjaké takové najit,
existuje mnoho. My si ukdzeme, jaké ttvahy nam v hledani mohou pomoci.

Zacneme pozorovanim, ze zadné dvé tchyné se nemohou vyskytovat ve stejném fadku ani sloupci,
protoze by se jinak ohrozovaly tahem véze. Pravé ¢tyri fadky a ¢tyfi sloupce tedy budou obsazeny
tchyni. Dva neobsazené fadky a sloupce nam pak urcuji étyfi policka, kterd tchyné nebudou ohrozo-
vat tahem véze. Vime, ze jedno z téchto poli musi ziistat neohrozené a zbyla tfi musi byt tchynémi
ohrozena tahem koné.

Nyni se miZeme zaméfit na ta rozestaveni, kde jsou neobsazené pravé dva prostiedni sloupce
a dva prostifedni fadky. Po chvili zkouseni pak dojdeme k jednomu z rozestaveni na prvnich dvou
obrézcich (i k rozestaveni, které z téchto dvou vznikne tak, Ze Sachovnici oto¢ime, ¢i pfeklopime
podle jedné z jejich os symetrie).

ITchyné je figura pohybujici se po Sachovnici pomoci tahii koné i véze.
1
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Jinou moznosti je zacit s rozestavenim Ctyt tchyni na hlavni diagonalu Sachovnice. Toto jesté
neni spravné feseni, nebot zbyvaji dvé neohrozena policka. Pfesunutim posledni tchyné vsak jiz
ziskdme validni pozici na tfetim obrazku.

POZNAMKY:

Seslo se mnoho ruznych rozestaveni a drtiva vétsina z nich byla spravné. Jejich tvirci si tak zaslouzili
plny pocet bodii. Jak si také nékteii fesitelé povsimli, spravnych feseni je hodné?. To je mimo jiné
zpusobeno tim, ze otofenim ¢i preklopenim Sachovnice ze spravného feseni vyrobime zase spravné
feseni.

Na zavér opravme jednu gramatickou chybu, ke které nedopatfenim v zadani doslo a kterou
néktefi z Vas postfehli. Slovo tchyné je odvozeno od podstatného jména tchan pomoci pfipony
-yné, a neni tedy divod psat jej s dlouhym y, ¢ehoz jsme se v zadani dopustili. Omlouvame se a
doufame, ze Vas tato nepresnost pri FeSeni natolik zavazného problému, jakym bezpecné rozmisténi
tchyni jisté je, prilis nerusila. (Véclav Rozhor)

Uloha 2.

V rozich sachovnice 3 x 3 stoji dokola postupné Semik, Rosinanta, Stinovlas a Trojsky k. Vsichni
se mohou pohybovat jako Sachovi koné a nesmi stat dva na stejném poli. Je mozné, aby se za téchto
podminek Semik s Rosinantou prohodili a ostatni se vratili na sva ptivodni mista?

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

2presndji 340 :)



Uvazme tahy, kterymi se koné mohou pohybovat mezi poli. Sestrojime graf, jehoz vrcholy odpovidaji
polim Sachovnice a hrana spojuje dvé policka takova, Ze se z jednoho da jednim tahem skocit
na druhé. Vysledny graf je cyklus a jeden izolovany vrchol (viz obrazek), ve kterém tahy koni
odpovidaji pohybu na sousedni policko.

Semik Rosinanta

] m ]

oiales [ ] ] sk [ L .
T}?kay || Rosinanta Tf‘j‘]bky | Semik
kian ] kin ]

/
1 [ ] 1 M ]

Stinovlas Stinovlas

Ani v tomto grafu nemohou dva koné stat ve stejném vrcholu. Podivame-li se, kde stoji Semik,
a pujdeme-li po cyklu po sméru hodinovych rucicek, nalezneme Rosinantu, Stinovlase a nakonec
Trojského koné. Uvedené tahy toto pofadi zachovavaji. Rozestaveni, do kterého chceme koné roz-
mistit, ma ovsem jiné potadi, a proto neni mozné prohodit Semika s Rosinantou tak, aby se ostatni
vratili na ptivodni mista.

POZNAMKY:

Vsimnéte si, Ze muZzeme vypustit predpoklad o vraceni na pivodni mista a stale to nepujde. Mezi
Semikem a Rosinantou je v cyklu pouze jedno poli¢ko, kde nemohou stat oba Stinovlas a Trojsky
kan. Nebo miizeme ze Sachovnice odstranit Trojského koné, a presto hledana posloupnost taht ne-
bude existovat. Rozmyslete si, ze to dokazuje stejny argument s pofadim kont v cyklu. Kdybychom
uvazovali pouze tfi koné a nevyzadovali navrat na puvodni policko, existovala by posloupnost tah,
pfi niz by si Semik s Rosinantou vyménili mista.

Zhruba tfetina feSeni se podobala tomu autorskému. Vétsina téch ostatnich se pokousela o rozbor
pfipadi. To neni Uplné marné cesta, protoze na takto malé Sachovnici existuje pomérné malo
ruznych situaci a vétsina z nich je navic v jistém smyslu symetricka. Postup je to ale velmi zdlouhavy
a velmi nachylny na chyby. Mnoho fesiteli si snazilo usetfit praci tim, ze vybrali vzdy ten nejlepst
nebo nejrozumnéjsi tah, ale bez argumentu s cyklem vibec neni jasné, ktery tah to je. Navic neni
viibec jasné, pro¢ nemé smysl, aby kan sko¢il zpét, odkud prisel (dokud se nezmini rozestaveni na
kruznici). A jak vlastné muze byt néjaky tah leps? nez jiny, kdyz ani jeden z nich nevede ke zdarnému
cili? Pti rozboru pfipadi je nezbytné pozorné prozkoumat vSechny moznosti a nezavrhnout néjakou
jenom proto, Ze ,nevypada slibné.* (Filip Hldsek)



Uloha 3.

Obarvéte sedm poli Sachovnice 4 X 4 tak, aby na ni po odebrani libovolnych dvou sloupcii a dvou
fadku zustalo alespon jedno obarvené pole. (Rado Svarc)
RESEN(:

Nejprve si uvédomime, ze po vyskrtnuti libovolnych dvou radkd a sloupcd nam z Sachovnice
zbude &tvefice poli, ktera ptivodné tvofila rohy obdélniku® se stranami rovnobé&znymi s okrajem
Sachovnice.

Pro zacatek obarvéme horni levy roh Sachovnice a preskrtnéme vSechna pole lezici na thlopficce,
v Ffadku a v sloupci, které obsahuji tento roh (viz obrazek).

Vsimneme si, ze zadna Ctverice preskrtnutych poli netvori rohy obdélniku. Tudiz vsechny obdél-
niky, které nemaji v rohu jiz obarvené pole, museji mit v alespon jednom z roht nékteré nepreskrt-
nuté pole. Téch uz je ale jen 6, tudiz je mtzeme obarvit vSechna a ziskdme tak jedno z moznych

feSeni:

POZNAMKY:

Nejprve bych rad zminil, Ze az na prohazeni fadku a sloupcti méla tloha jediné feseni, celkem jich
tedy bylo 96. Vzhledem k malym rozmérim zadané Sachovnice bylo Castym feSenim této ulohy
zkouseni nékolika ruaznych obarveni, dokud nebyla splnéna zadana podminka. Tento postup se
ovSsem pomérné velkému poctu FeSitelit vymstil, jelikoz naprostad vétsina chybnych feseni opomnéla
jeden ¢ dva nepokryté obdélniky. Spatné feseni bylo obvykle podobné jednomu z nasledujicich

dvou obarveni:

(Tomés Novotny)

3Ctverec je specidlnim p¥ipadem obdélniku.



Uloha 4.

Najdéte vsechna prirozena n, pro ktera lze rozdélit Sachovnici n X n na lichy pocet ¢tvercu 2 X 2 a
nékolik?* tetromin tvaru T.
(Rado Svarc)

RESENT:
Nejprve si dokazeme, ze n musi byt sudé: Ctverec 2 x 2 i T-tetromino jsou slozené ze &ty¥ étvereck.
Proto 4 | n?, a tedy 2 | n.

Dale oddélime dva pfipady, n = 4k + 2 a n = 4k, kde k je néjaké celé nezaporné cislo.

Pron = 4k+2 je mozné pokryt Sachovnici lichym poctem ¢tverct 2 X 2 bez pouziti T-tetromina.
Zjevné jich muzeme n/2 = 2k + 1 polozit vedle sebe na spodni okraj miizky. Pak totéz udélame ve
zbylych 2k dvojfadcich a dohromady budeme mit (2k + 1)2 = 4k2 4 4k + 1 &tvercit 2 X 2, coz je
lichy pocet.

Pro n = 4k obarvime Sachovnici ¢ernobile klasickym zptsobem. Protoze je n sudé a barvy se
pravidelné st¥idaji, je na Sachovnici stejné cernych i bilych ¢tvereckt. Kazdy ctverec 2 X 2 ziejmé
zabira dvé bila a dvé cerna policka. Naopak T-tetromino pokryje vzdy bud jeden bily a tfi cerné
(nazveme ho ¢erné), nebo jeden éerny a t¥i bilé étverecky (nazveme ho bilé). Abychom nasimi utvary
mohli pokryt cely ¢tverec n X n, uréité potiebujeme zakryt stejny pocet bilych i ¢ernych policek.
Proto ke kazdému cernému T-tetrominu musi byt na Sachovnici jedno bilé. Neboli je potfeba pouzit
sudy pocet T-tetromin, ozna¢me tedy jejich pocet jako 2l pro I nezdporné celé ¢islo.

Plati n = 4k, neboli n? = 16k2. A ode¢teme-li od celkového poé&tu poli pocet poli zabranych
T-tetrominy, dostaneme 16k — 4 - (21) = 8(2k? — 1). Kazdy ¢tverec 2 x 2 zabira ¢ty¥i policka, do
zbytku Sachovnice se jich tedy vejde 8(2k2 —1)/4 = 2(2k? — 1), coz je sudé &islo. Pro n délitelné
Ctyfmi proto nelze Sachovnici pokryt podle zadani.

POZNAMKY:

Uloha nedopadla moc dobfte, agkoli ke spravné odpovédi dospéli snad vsichni, ktefi si spravné
precetli zadani. Vice nez polovina feSitel ale potom nedokazala, ze pro n délitelné étyfmi se
Sachovnice pokryt neda. Vétsinou vagné tvrdili, ze ,,z T-tetromin se neda sestavit jiny rozumny
tvar nez Ctverce 4 X 4%, coz zaprvé neni pravda (Ize jimi vyplnit naptiklad dvouctvereckovy okraj
jen proto, Ze jsme nenasli zddné jiné jejich usporddani. Pro ¢tyfi nebo pét T-tetromin snad jesté
muzeme vyzkousSet vSechny moznosti, ale pro tisicové pocty by to slo uz opravdu tézko.

Stejné tak je potfeba ukazat, ze pro n = 4k + 2 feSeni opravdu existuje. Snadno si lze totiz
predstavit tGtvar, ktery na Sachovnici zabere n?/4 biljch a n2?/4 cernych Gtvereckt, a piesto se
vedle néj uz nevejde druhy, ktery by pokryl zbytek Sachovnice.

Na zavér bych jesté poznamenala, jaké problémy ptisobilo slovo tetromino. Resitelé ho tak ptl
napul pouzivali ve stfednim a muzském rodé, nékteri z néj udélali tieba tetramin nebo dokonce
triomino a vubec jim nevadilo, ze tak se bézné nazyva utvar o ¢tverecek mensi.

(Béra Kocidnova)

Uloha 5.

Kuba a Badra spolu hraji hru. Na zacatku maji Sachovnici 2015 x 2015, kde jsou vSechna policka

bila. Kuba v kazdém svém tahu prebarvi néjaky bily ¢tverec 2 X 2 na c¢erno, Bara vzdy prebarvi

néjaka tii bila policka tvorici jakkoliv orientované L. Pravidelné se stfidaji v tazich, pficemz Kuba

zaCind. Prohrava ten, kdo jako prvni nemuze tdhnout. Ktery z nich ma vyhravajici strategii?
(Kuba Krasensky)

4Nemusi byt pouzito zadné.



RESEN(:

Vyhravajici strategii ma Bara. Ve svém prvnim tahu si vybere néktery z prazdnych rohu sachovnice
(takovy urcité existuje, protoze Kuba zatim stihl vybarvit jen jeden ¢tverec 2 x 2) a zahraje do négj
nasledovné:

Vzniknou tak t¥i rezervni poli¢ka (v obrazku vyznacena Sedé) ve tvaru L takova, Ze ani jedno
z nich nemtze Kuba svym tahem vybarvit. Potom bude hra pokracovat. Bara bude nadéle hrat
tak, Ze nebude vybarvovat zadné z rezervnich policek. Jelikoz v kazdém tahu ubude bilych policek,
tak Casem nastane situace, ze na Sachovnici uz nebude zadny bily ¢tverec 2 x 2. Pokud je v této
situaci na tahu Kuba, prohrél, protoZe neméa co zabarvit. Pokud je na tahu Bara, muze zabarvit
t¥i rezervni policka. Po tomto jejim tahu Kuba nema co zabarvit, takze také prohral.

PozNAMKY:

Uloha byla na pétku celkem jednoduché a pétibodovymi FeSenimi se to jen hemzilo. Drtiva vétsina
z nich vyuzivala stejnou myslenku jako to vzorové. Nékolik FeSiteld navrhlo pro Baru strategii
takovou, Ze bude hrat vzdy na pozici stfedové symterickou s predchozim Kubovym tahem — tato
strategie funguje také, jen je potfeba dat si pozor na par technickych detaild. (Tonda Cesik)

Uloha 6.
Dva kamaradi, Plusik a Minusik, nasli Sachovnici 3 X 3 vyplnénou v néjakém poradi ¢isly 1 az 9.
Plusik umi ke vSem Ccisliim v libovolném ctverci 2 X 2 pricist jednicku, Minusik umi analogicky
odcitat. Poté, co si s Sachovnici chvili takto hrali, objevilo se ve vsech jejich polickach stejné cislo.
Kolik to mohlo byt?

(Rado Svarc)

RESENI:
Na zacatku je soucet ¢isel na Sachovnici rovny 45. Ozna¢me p pocet tahti Plusika a m pocet tahu
Minusika. Polozme k = p — m. Plusik i Minusik ovliviiuji kazdym svym tahem 4 policka. Na konci
jejich hry tedy bude soucet ¢isel na Sachovnici rovny 45 + 4k.

Dale ozna¢me e hodnotu, kterd se puvodné nachéazela ve stfedu Sachovnice. Kazdy tah Plusika
i Minusika toto ¢islo méni, a tak na konci bude hodnota na prostfednim poli¢cku rovna e + k.
Na konci vsak ma byt na vSech polich Sachovnice stejnd hodnota, tudiz jejich soucet bude roven
devitinasobku ¢isla na prostfednim policku. Mazeme tedy psat, ze

45+ 4k = 9(e + k),
45 = 9e + 5k.

To vsak znamend, ze e je délitelné 5. Jediné cislo, které bylo na pocatku napsano na Sachovnici a
bylo délitelné péti, je 5. Tedy e = 5. Z toho jiz snadno dopocteme, ze 5k = 45 —9e = 0, tedy k = 0.
Hodnota, kterd nakonec na Sachovnici ztstane, je e + k = 5. Prikladem Sachovnice, kde je mozné
vSechny hodnoty zménit na 5, muze byt



Plusik jednou zvysi hodnoty v levém hornim ctverci a tfikrat v pravém hornim. Minusik jednou
snizi ¢isla v pravém dolnim a t¥ikrat v levém dolnim. Jediné ¢islo, které mohlo byt na vSech polickach
Sachovnice zaroven je tedy 5.

POzZNAMKY:

Ulohu bylo mozno dokadzat mnoha rtiznymi postupy. Ti, kteii predvedli rychlé a elegantni feen,
byli odménéni imagindrnim bodem. Céast fesitelt mylné predpokladala, ze se Plusik a Minusik ve
svych tazich musi pravidelné stfidat. (Martin Hora)

Uloha 7.

Na sachovnici 2015 x 2015 stalo 2015 veézi, z nichz se zadné dvé neohrozovaly. Nahle se vsechny
proménily v tchyné, udélaly jeden tah jako koné a promeénily se zpét ve véze. Dokazte, ze nyni se
nutné néjaké dveé z nich ohrozuji.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENI:
Zavedeme si soufadnice policek tak, ze soufadnice levého horniho policka je (1,1) a soufadnice
pravého spodniho policka je (2015,2015). Pokud se zaddné dvé véze neohrozuji, musi byt kazda
v radku i sloupci sama, a protoze je vézi stejné jako radku a sloupci, je v kazdém radku i sloupci
pravé jedna véz.

Uvazujme nyni soucet z-ovych a y-ovych souradnic vSech vézi. Na zacatku se zadné dvé véze
neohrozovaly, proto se kazdy fadek i kazdy sloupec vyskytl v souc¢tu pravé jednou. Soucet byl tudiz

roven

2015 - 2016
1+1+2+2+~~-+2015+2015:2~f:2015~2016.

Predpokladejme, ze se ani po tahu zadné dvé véze neohrozuji. Potom je soucet jejich soufadnic zase
2015 - 2016, takze se nezménil.

Ale kazda véz se pohnula dohromady o tfi poli¢ka, zménila tedy soucet soufadnic o liché ¢islo.
A protoze vézi je 2015, dohromady také zménily soucet soufadnic o liché ¢islo, coz je spor.

SACHOVNICOVE RESENI (PODLE JANA SORMA):

Lemma. Mé&jme Sachovnici (2k—1) x (2k—1), kde k je pFirozené, a na ni 2k — 1 vézi rozmisténych
tak, aby se neohrozovaly. Pokud Sachovnici obarvime Sachovnicové tak, aby levé horni policko bylo
cerné, pak je na cernych polickach lichy pocet vézi.

Dukaz. Indukci podle k.
Pro Sachovnici 1 X 1 tvrzeni plati. (Je tam jedno éerné poli¢ko a na ném jedna véz.
Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro 2k — 1, a méjme Sachovnici (2k+1) X (2k+1) ana ni 2k+1
vézi rozmisténych tak, aby se neohrozovaly. Kazda véz je sama v fadku i ve sloupci. Rozebereme
dvé moznosti:

(i) Pokud je na ¢ernych polickach pouze jedna véz, tvrzeni plati.

(ii) Jinak jsou na éernych polickach alesporii dvé véze. Né&jaké takové dvé vybereme a odebereme
je i s jejich Fadky a sloupci. Tim jsme dostali vyhovujici Sachovnici (2k — 1) x (2k — 1),
na kterou pouzijeme indukéni predpoklad, tedy ze tam je lichy pocet vézi na cernych
polickach. A pak zpatky pfidame ty dvé, ¢imz se parita nezméni. O

7



Nyni je tloha triviadlni, protoze skokem koné zméni figura barvu svého policka. Protoze je vézi
2015, miizeme pouzit lemma. Na zacatku se neohrozuji, je jich lichy pocet na cernych, a tedy sudy
pocet na bilych polickach. Skokem koné zméni svou barvu, takze bude na ¢ernych polickach sudy
pocet vézi. Proto se néjaké dvé budou ohrozovat.

RESENI POMOCE CYKLU V PERMUTACICH (PODLE ADAMA SPANELA):
Opét si uvédomime, ze kdyz se véze neohrozuji, je v kazdém tadku i v kazdém sloupci pravé jedna.

Nyni si celou Sachovnici promitneme na osu z (tzn. mame jeden fadek dlouhy 2015 policek). Na
kazdém policku je pravé jedna véz. Predpokladejme pro spor, Ze se véze po skoku neohrozuji. To
znamena, ze je opét kazdé policko zabrané. Necht prvni véz skocila na policko i. Véz, kterd stéla
pred skokem na ¢, musela skocit na néjaké jiné policko. Takto pokracujeme, ale protoze je policek
jen 2015, musela nékdy néjaka véz skocit na policko 1, ¢imz ndm vznikl cyklus. A my si pfesouvani
vézi rozdélime na takové cykly.®

Kazda véz mohla skocit o +2 nebo o 1 policko. Aby se cyklus uzaviel, musi byt soucet skokii
0, coz je sudé cislo. Takze pocet skoku o 1 musel byt sudy. A to plati pro kazdy cyklus, tedy
celkovy pocet skokt o 1 ve vSech fadcich musel byt sudy. Proto skokt o 2 byl lichy pocet (protoze
dohromady jich bylo 2015).

Ale tutéz tivahu muzeme udélat, pokud si Sachovnici promitneme na osu y. Kazdy kun skoci
0 2 ve sméru jedné osy a o 1 ve sméru druhé, neboli pokud ve sméru x skocil o 2, sko¢i ve sméru y
o 1 a opa¢né. Podle predchozi ivahy ve sméru y skocil lichy pocet koni o 1. Ale to je spor, protoze
aby se neohrozovali, musel by jich o 1 skocit sudy pocet.

POZNAMKY:

Uloha byla na sedmi¢ku pomérné jednoduchéd a tomu také odpovida pocet doslych feseni. Nékolik
Fesitelt tvrdilo, Ze jediné mozné vyhovujici rozmisténi je diagonélni, coz neni pravda (dokonce
existuje 2015! vyhovujicich rozmisténi).® Mnoho feseni se snazilo ukézat, ze pro néjaké konkrétni
rozlozeni vézZi se je presunout nepovede, ale tloha chtéla dokazat, ze pro kazdé vyhovujici rozlozeni
vézi a kazdou variantu jejich skokd se nakonec budou néjaké dvé ohrozovat. To je castd chyba
v chapani dlohy, davejte si na to pozor, zbyteéné pak ztracite body. (Matéj Konecény)

Uloha 8.
Kouzelnici Stépan a David si pro Rada pfipravili trik s sachovnici n x n. Nejprve David odesel
pry¢, aby nic nevidél ani neslysel. Poté Stépan Radovi nakdzal, at na kazdé policko polozi dle své
viile bud’ bily, nebo ¢erny knoflik. Nasledné ho nechal, aby zvolil libovolné policko A a sdélil mu,
které to je. Nato si Stépan vybral policko B (ne nutné riizné od A) a zménil barvu knofliku, ktery
na B lezel. Kdyz potom prisel David, byl schopny pouze z pohledu na sachovnici uhodnout, které
poli¢ko A si Rado vybral. Pro ktera n je tento trik proveditelny?

(Rado Svarc)
RESEN(:
Nejprve predpokladejme, Ze je mozné trik uskutecnit pro sachovnici n X n. Jakykoliv zpusob, jakym
je mozné rozmistit knofliky na Sachovnici, budeme nazyvat konfiguraci.

David je schopen z pouhého pohledu na Sachovnici zjistit, které policko si Rado vybral. Necht
Sp je mnozina vSech konfiguraci, podle kterych David pozné, Ze si Rado vybral policko P. Protoze
David je schopny se jednozna¢né rozhodnout, jsou vSechny tyto mnoziny disjunktni.

Necht M je to policko sachovnice, které ma nejmensi mnozinu Sy;. Protoze policek je n2, existuje
on® moznych konfiguraci. Protoze zadna konfigurace nelezi ve dvou mnozinéch, kazd4 mnozina ma
velikost alespoii |Sas| a celkem je jich n2, plati

n? - |Sy| < 2.

5Skoky vézi odpovidaji néjaké permutaci a my pracujeme s jejim rozkladem na cykly.

6n! se ¢te n faktorial a znadi to souéin 1-2-...-n.
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Pro kazdou konfiguraci z Sy existuje n? konfiguraci, které se od ni lisi jen v barvé jednoho
knofliku. Takze celkové je maximélné n? - |Sy/| konfiguraci, které se lisi jen o jedna od né&jaké
konfigurace z Sps. OvSem aby byl trik uskutec¢nitelny i v pripadé, ze si Rado vybere M, musi pro
kazdou konfiguraci existovat konfigurace z Sys, kterd se od ni lisi jen v barvé jednoho knofliku.
Protoze konfiguraci je 2”2, dostavame vztah

2
2-‘51%‘22” .

Porovnéanim téchto dvou nerovnosti dostavame n2 - |Sys| = 2”2, takze n | 27 To znamena, ze
n musi byt mocnina dvou.

Nyni ukazeme, 7e pokud n = 2¥ pro né&jaké nezaporné celé k, je trik uz proveditelny. Pro n = 1
je to lehké — David vi, ze si Rado zvolil to jediné policko, které na sachovnici je. Pfedpokladejme
dale, ze n > 1. Ukazeme si dva ruzné zpusoby, jak Feseni dokoncit.

RESENT XOREM:

Budeme pouzivat takzvany XOR. Necht a a b jsou nezdporna celd &isla, kterd se v binarni soustavé
zapiSou jako @1az .- . ag a biba ...by (pokud nemaji stejny pocet cifer, tak to mensi doplnime zleva
nulami). Pro kazdé i od jedné do k necht ¢; = 0, pokud a; = b;, a ¢; = 1 v opacném ptipadé. Potom
XOR a a b zadefinujeme jako takové ¢islo a @ b, které se v bindrni soustavé zapise jako ¢ica ... k.
Napftiklad 12 ¢ 5 = 11002 & 01013 = 10012 = 9. Povsimnéme si, ze a @ a = 0, a pokud a & b = c,
pak a ®c=b.

Policka na Sachovnici si oznaéime ¢isly od 0 do 22¥ — 1. Potom Stépén s Davidem postupuji
néasledovné: Necht = je XOR ¢&isel vsech policek, na které Rado polozil ¢erny knoflik a necht a je
&islo policka A. Potom Stépan zméni barvu knofliku na policku s &islem 2 @ a (takové existuje,
protoze na Sachovnici jsou pravé vSechna policka, jejichz ¢isla maji 2k nebo méné cifer). Po této
zméné bude XOR ¢isel vSech poliek s éernym knoflikem roven z @ (z @ a) = a. Proto si David
pouze spoc¢itda XOR vsech poli¢ek s ¢ernym knoflikem a dostane A.

RESENT PULENIM INTERVALU (PODLE FRANTISKA COUFA):
Vsechna, policka Sachovnice si pomyslné poskladame za sebe a vytvoiime pole délky n?. To rozdélime
na dvé souvislé ¢asti, pficemz levou nazveme M;. Nasledné si kazdou z ¢asti rozdélime na dvé a
levé pulky obou vlozime do mnoziny Ms. Poté opét kazdy interval rozdélime na dvé poloviny a ty
levé vlozime do M3. Postupujeme dal a dal, dokud intervaly nejsou velikosti 1. K tém se dostaneme
po 2k — 1 krocich.

Nize uvedeny obrazek prezentuje déleni pro Sachovnici o Sestnacti polickach, pficemz M, je
tvofena vSemi Sedymi ¢astmi v pfislusném radku.

[ HON N HON NONONONON N N N NHONO

78 HON N NON NONORONON N N N HONO
v, 80 @ @

David po prichodu k sachovnici bude postupovat néasledujicim algoritmem: pokud je v M; sudy
pocet ernych knoflikli, pfesune se v i-tém kroku do levé poloviny intervalu, ve kterém pravé je,
jinak se presune do pravé. Na piikladu na obrazku vidime, ze v M1, M2, M3 a M, jsou postupné
4, 5, 4 a 4 ¢erné knofliky, a proto se David pfesouva doleva, doprava, doleva a doleva. Za odpovéd
zvoli to poli¢ko, na kterém skoncil.

Stac¢i nam tedy ukazat, ze Stépan umi zménit jeden knoflik tak, aby David skonéil pfesné na tom
poli¢ku, které Rado zvolil. Stépan vi, jakou posloupnost piikazt ,doleva“ a ,doprava® musi David
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vykonat. Proto se podiva, zda by ho v i-tém kroku souc¢asna konfigurace posilala na spravnou, nebo
§patnou stranu. Pokud na Spatnou, zapamatuje si mnozinu M;, jinak si zapamatuje jeji doplnék.
Chce, aby knoflik, ktery zméni, byl ve vSech zapamatovanych mnozinéch.

Ovsem pomoci jednoduché indukce se lehce ukaze, ze prinik prvnich ¢ zapamatovanych mnozin
mé prinik pravé v jednom intervalu délky 225—%. Skute¢né, pro i = 1 toto plati, a pokud tvrzeni
plati pro 4, pak prinik prvnich i+ 1 zapamatovanych mnozin je bud leva, nebo pravé ptilka priniku
prvnich ¢ mnozin. To znamena, Ze prinik véech mnozin je interval délky 1, a tudiz Stépan skuteéné
najde knoflik, jehoz pfebarvenim se zméni parita poctu ¢ernych knoflikii pravé téch intervali, které
posilaly Davida na Spatnou stranu. Diky tomu David najde spravné policko.

POZNAMKY:
Uloha byla na osmicku spige lehka, a protoze sestavala ze dvou &asti, mnoho Fesitelii skuteéné tu
lehéi vytesila. Casto se ale neshodli na tom, ktera to je.

Krom dvou nastinénych feseni (rozmyslete si, Ze jde vlastné o to samé feSeni, jen jinak zapsané),
se objevilo jesté tfeti, které tlohu prevedlo na obarvovani grafu hyperkrychle Q,x, coz dofesilo
indukci. (Rado Svarc)
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