Do nekonecna a jesté dal |

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.PROSINCE 2015

ULoHA 1. (5 BODU)
Na néjakém celém cisle na Ciselné ose sedi neviditelnd blecha. V kazdém skoku skoci o pevné
dané nenulové pfirozené ¢islo n doleva nebo doprava (pfi kazdém skoku si mtize znovu vybrat
smér). Mirek se snaZzi blechu chytit tak, Ze po kazdém skoku blechy polozi na nékteré celé éislo
past. Blechu chyti, pokud polozi past na blechu nebo blecha ve svém skoku sko¢i do jiz dfive
polozené pasti. Ukazte, ze Mirek mize pasti pokladat tak, aby blechu po konec¢né mnoha skocich
zarucené chytil, i kdyz nezna pocatecni pozici blechy, konstantu n ani sméry, kterymi blecha
skace.

ULOHA 2. (5 BODU)

Necht X je mnozina viech bijekci R — R. Ukazte | X| > |P(RT)|, kde symbol RT znaé¢i mnozinu
vsech kladnych realnych ¢isel.

ULoHA 3. (5 BODU)
Najdéte takové dvé nekone¢né DUMy A, B, aby platilo A - B ~ B. Zduvodnéte, pro¢ se jedna
o DUMy, a popiste pfislusnou rostouci bijekci.



Do nekonecna a jest€ dal

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.

Na néjakém celém Ccisle na ciselné ose sedi neviditelna blecha. V kazdém skoku skoci o pevné dané
nenulové prirozené ¢islo n doleva nebo doprava (pii kazdém skoku si mize znovu vybrat smér).
Mirek se snazi blechu chytit tak, ze po kazdém skoku blechy polozi na nékteré celé Cislo past. Blechu
chyti, pokud polozi past na blechu nebo blecha ve svém skoku sko¢i do jiz dfive polozené pasti.
Ukazte, ze Mirek miize pasti pokladat tak, aby blechu po konec¢né mnoha skocich zarucené chytil,

i kdyz nezna pocatecni pozici blechy, konstantu n ani sméry, kterymi blecha skace.
(Mirek Olsak)

RESEN(:
Nejprve dokazeme, ze moznych dvojic (m,n), kde m je pocatecni pozice a n délka skoku, je spocetné
mnoho. Moznych vychozich pozic je stejné jako celych ¢isel, a téch je stejné jako prirozenych. Délka
skoku je prirozené cislo, takze dvojic, které nas zajimaji, je stejné jako dvojic prirozenych cisel.
A téch je stejné jako pFirozenych &isel.!

To ale znamena, zZe tyto dvojice je mozné ocislovat pfirozenymi Cisly a jednu po druhé projit.
V néjakém kroku budeme napiiklad predpokladat, Ze parametry blechy maji konkrétni hodnoty
(mg,ng). Nez jsme se dostali k tomuto predpokladu, uplynulo jiz ¢ tah@i (rozdélenych do k — 1
skupin, béhem nichz jsme postupné lovili blechy s parametry (mi,n1) az (mg—_1,nk—1)). Pak
muzeme postupovat nasledovné: Polozime past na &islo my + ny, - ¢ (pokud tam jiz neni) a pak na
my —ng - (i+1). Tim je blecha uvéznéna na koneéném tseku pfimky. Nésledné v libovolném poradi
projdeme vSechny pozice, které uvéznéné blese zbyly — tedy éisla tvaru mg+Ing prol € ZN{—i,i—1).

Takto jsme prosli postupné vsechny moznosti, kde blecha mohla za¢inat a o kolik mohla skakat.
Vyfteseni kazdé z nich nadm zabralo konecné mnoho tahi, takze jsme ji bez ohledu na pocatecni
polohu a délku skoku po konecném poctu taha chytili.

ALTERNATIVNI RESEN{:

Tahy si rozdélime do trojic. V prvnim tahu k-té trojice polozime past na pole k! + k, v druhém
na pole —(k! + k) a ve tfetim na pole (pfipadné jedno z poli), na kterém jesté neni past a které je
z takovych poli nejblize nule.

Protoze faktorial roste rychleji nez libovolna linedrni funkce, dosdhneme za uréitou dobu toho, ze
policka, kterd budeme zabirat v prvnich a druhych tazich, budou od nuly dale nez blecha. Vsimnéme
si, ze se blecha pohybuje pouze po ¢islech, kterd davaji po déleni n zbytek m. Kdyby tedy k! + k
nejen bylo dost velké, ale zaroven davalo po déleni n zbytek m, podafilo by se ndm v k-tém tahu
uvéznit blechu na kone¢ném useku primky.

Pro k > n plati n | k!. To ale znamena, Ze k!+k se modulo n» méni p¥i kazdém zvySeni k o jedna.
Proto projde béhem kazdych n po sobé jdoucich tahti kazdou moznou zbytkovou tfidu modulo n.
Tim tedy bude blecha uvézéna v néjakém konec¢ném intervalu. Pomoci tfetiho kroku nasi trojice
cely tento interval ¢asem vyplnime pastmi, a tak blechu chytime.

IToto tvrzeni je dokdzano v textu seridlu.



ALTERNATIVNI RESENT 2:
Zvolime si funkci f:N — N, ktera roste rychleji nez linearné (napiiklad 22 nebo z%), a budeme
postupovat nasledovné: Pokazdé, kdyz budou pasti pravé na vsech ¢islech mezi nejpravéjsi a nej-
levéjsi pasti, zvolime si k = f(4), kde ¢ je pocet jiz polozenych pasti. Nésledné budeme pokladat
pasti popofadé na k, —k, k — 1, —k + 1 a tak déle, dokud opét nebudou pasti na vSech ¢islech mezi
k a —k.

Budiz nyni opét m pocatec¢ni poloha blechy a n délka skoku. Maximalni vzdalenost blechy od
nuly po jejim [-tém skoku muzeme vyjadrit jako ||m|+1-n|. V nékterém z tahti, ve kterém polozime
popofadé i-tou past na f(i)-té pole, bude splnéna nerovnost

[Im| +in+2n2| < f(@) —n.

Bude platit diky tomu, Ze leva strana roste linearné (jedind proménna je i, zbytek jsou konstanty),
kdezto prava strana roste rychleji. Nyni se podivame, co tato nerovnost vyjadiuje.

Vyraz ||m| +n + 2n2| je maximalni vzdélenost blechy od nuly po i+ 2n skocich, kdezto f(i) —n
vyjadfuje vzdalenost od nuly, v jaké se ndm podafilo (v (¢ + 2n)-tém kroku) poloZit na n po sobé
jdoucich ¢isel pasti (a to stejny poéet symetricky jak na kladné, tak na zaporné ¢asti osy). Podarilo
se nam tedy vytvorit bariéru, kterou blecha neumi preskocit, a rozhodné se k ni nedostala drive,
nez jsme ji dostavéli. Nyni je tedy blecha lapena mezi dvéma barikddami, a naslednym zaplnénim
prostoru mezi nimi ji nutné chytime.

POZNAMKY:

Témer kazdé feseni, které dorazilo, bylo original, at uz volbou funkce f u fesitelit postupujicich
podle posledni verze feSeni, nebo popisem sefazeni dvojic poc¢ateéni polohy blechy a délky jejiho
skoku pfi FeSeni prvniho typu.

Urcité se hodi poznamenat, Ze prvni feSeni mé oproti zbyvajicim dvéma jednu vyhodu: dalo by se
uplné stejné aplikovat i v pripadé, ze by blecha skdkala napfiklad po racionalnich ¢islech o racionélni
hodnotu, ¢ v jakémkoli jiném pfipadé, kdy je mozno vSechny mozné pocatecni konfigurace zapsat
pomoci néjaké n-tice pfirozenych cisel a zaroven plati, ze umime blechu v kone¢ném poctu krokt
chytit, zndme-li tento pocatecni stav a pocet kroku, ktery od zacatku hry ubéhl.

Pozitivné mé prekvapilo, ze vétsina Fesiteld vyfesila tlohu spravné nebo skoro spravné, a i vétsina
Spatnych feseni obsahovala alespon spravnou myslenku. Jestlize nékde byla chyba, tak zpravidla
v tom, ze nékterd tvrzeni nebyla dokdzana, nebo v tom, ze feSiteli uniklo, ze mu z jeho konstrukce
muze umét blecha pro néjakd m, n vzdy utéct. (Viki Némecek)

Uloha 2.
Necht X je mnozina vsech bijekci R — R. Ukazte |X| > |P(R™)|, kde symbol RT znaci mnozinu
vSech kladnych realnych cisel.

(Mirek Olsék)

RESENT:
Abychom dokazali, ze |X| > |P(RY)|, staci najit prosté zobrazeni g z P(R*) do X. Podmnoziné
kladnych realnych ¢isel M prifadime nasledujici redlnou funkci f:

—z, pokud |z|] € M

= {0

x, jinak.

Timto zpisobem jsme definovali zobrazeni g, mizeme tedy psat g(M) = f.
Je funkce f bijekci? Pokud maji dvé ¢isla a # b rizné absolutni hodnoty, zobrazi se na razna

¢isla. Pokud je maji stejné, jedna se o opacCné Cisla, a ta se zobrazi na vzadjemné opacné hodnoty

— bud se prohodi, nebo obé ziistanou na misté. Proto je f prosta. Déle je funkce f také na, nebot
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pro realné éislo a se —a zobrazi na a, pokud |a| € M, a jinak se a zobrazi na samo na sebe. Z toho,
ze f je prostéa a na, plyne, ze je skutecné bijekci.

Vime tedy, ze g zobrazuje z P(R1) do X. Nyni staci ukazat, ze g je prosté. Necht N je podmno-
zina kladnych realnych cisel rizna od M. Urcité existuje takové kladné realné x, ze x lezi v prave
jedné z mnozin M, N. Pak se hodnota f(x) pro tyto dvé podmnoziny lisi, nebot v jednom p¥ipadé
dostaneme z a v druhém —zx.

POZNAMKY:

Potésilo mé, ze se navzdory obtiznosti a abstraktnimu tématu seridlu seslo mnoho spravnych feseni.
Resiteltim, ktefi postupovali jako ve vzorovém feseni, jsem udélil 4+i. Castou chybou byla konstrukce
funkce z P(R1) do X, ktera vyuzivala oéislovani podmnoziny M pfirozenymi &isly. Podmnozina
M muze byt i nespocetna, a proto takové ocislovani nemusi existovat. (Anh Dung ,, Tonda* Le)

Uloha 3.
Najdéte takové dvé nekonecné DUMy A, B, aby platilo A - B ~ B. Zduvodnéte, pro¢ se jedna
o DUMy, a popiste prislusnou rostouci bijekci.

(Mirek Olsék)
RESEN{:
Uvazme mnozinu vSech konec¢nych posloupnosti pfirozenych ¢isel, do které jesté pridame prazdnou
posloupnost @). Tuto mnoZinu uspofddédme primarné podle délky a sekundarné standardné lexiko-
graficky odzadu. Mame tedy

D<(0)< (1)< (2)<--<(0,0) < (1,0) < (2,0) < --- < (42,42,42) < (43,42,42) < --- .

Toto usporadani je dobré, protoze je linearni a kazdad podmnozina ma nejmensi prvek — nejprve
z podmnoziny vezmeme nejkratsi posloupnosti a mezi nimi pak najdeme tu nejmensi v lexikografic-
kém usporadani. Popsand mnozina posloupnosti je tedy DUM, oznac¢me ji jako X. Nyni definujme
zobrazeni f:w - X — X jako
(1) £((0,0)) =0,
(2) f((n,0)) = (n—1) pron >0,
(3) f(n, (z1,2,...,25)) = (n,@1,...,2x) pro k > 1.
Tato funkce je definovana pro kazdou dvojici (n,z), kde n € w a = € X, a je zfejmé prosta a na
— body (1) a (2) pokryji nejvyse jednoprvkové posloupnosti a bod (3) zbytek. Funkce f je tedy
bijekce. Je rostouci? Pokud (m, z) < (n,y) pro (m,z), (n,y) € w-X, znamen4 to, Ze nastava néktera
z téchto moznosti:
(i) z =y = 0. Pak musi byt m < n, a tedy i f((m,z)) < f((n,y)) vzhledem k bodim (1) a
(2).
(ii) 0 =z <y. f((m,z)) je nejvyse jednoprvkova, zatimco f((n,y)) je alespoii dvouprvkova.
(iii) < = < y. Posloupnost f((m,z)) bez prvniho &lenu je z a posloupnost f((n,y)) bez
prvniho ¢lenu je y; protoze z < y a uspofddani uvazujeme ,odzadu“, dostavame tak
f((m7 x)) < f((n: y))
(iv) @ < z = y. Zde musi byt m < n. Vztah f((m7 J;)) < f((n7 y)) plyne z porovnani prvnich
prvkt téchto posloupnosti.
Nasli jsme rostouci bijekci a dokéazali tak w- X ~ X, takze DUMy A = w a B = X vyhovuji zadéni.

POZNAMKY:
Jak se na feseni dalo pfijit? To se v prvni ¢asti téchto ponékud delsich poznamek pokusim popsat.
Souéin A - B si mizeme piedstavit tak, ze postupné prochazime? prvky B (rostoucim zpiisobem

2Muzete namitnout, Ze jiné nekoneéné DUMy nez w takto celé projit neumime, a budete mit
pravdu. Nicméné je tento pohled stale uzite¢ny, takze si pojdme pojdme predstavit ,prochazeni®
libovolné dlouhych DUM. Koneckoncu pfesné to umi transfinitni indukce a rekurze.
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vzhledem k jejimu usporddani), ale misto kazdého prvku projdeme kopii DUMy A, opét vzestupné
vzhledem k uspofddédni A. DUMa A musi byt nekoneénd, ale zaroven tim, ze budeme v B brat
misto kazdého prvku kopii A, chceme dostat stejny typ. Dava tedy smysl volit A co nejmensi, tedy
jako w. Za B chceme naopak zvolit co nejvétsi DUMu, aby ji nasobeni moc nezménilo. V serialu
je uvedeno, Ze 2 - w ~ w, obdobné to plati i pro n - w. Kdyby tedy mohla byt mnozina A kone¢na,
je uloha vyfesena. Bohuzel ale w - w % w a podobné ani w - (w-n) % w - n. Pro nekone¢né A je
tedy potfeba volit vétsi B. Podivejme se, jaké vétsi DUMy zname. Co takhle zkusit w - w? Podle
definice nasobeni je to mnozina vSech dvojic pfirozenych ¢isel s porovnavanim primarné podle druhé
slozky. A co w - (w - w)? Bude to vlastné to samé jako (w - w) - w? Opét pouzitim pouhé definice
nasobeni si snadno rozmyslime, ze oboji odpovida trojprvkovym posloupnostem prirozenych ¢isel
s lexikografickym uspofddéanim — v prvnim pfipadé pridavame k dvojicim éislo na tu nejméné
dutlezitou — prvni — pozici a ve druhém pied ¢islo pfidavame méné dulezitou dvojici. Ze stejného
dtvodu dava smysl definovat pro n > 1 DUMu w” = w - w" ! = w1 . w jako lexikograficky
uspoiadané posloupnosti n pFirozenych ¢&isel. Zadnou takovou DUMu nemtizeme pouzit jako B
(pro A = w), protoze vynasobeni w zvysi exponent o jednicku.

Mohli bychom pouzit mnozinu nekone¢nych posloupnosti? Tu by podle vySe pouzitych tvah
prendsobeni w urcité nezménilo, ale mame jiny problém — nekoneéné posloupnosti s lexikografickym
usporddanim netvofi ani spocetnou, ani dobfe usporfddanou mnozinu! Pro nespocetnost viz serial
a nekonec¢nou klesajici posloupnost pro vyvraceni dobrého usporadani jisté zvlddnete najit sami.
Abychom se existenci této posloupnosti vyhnuli, nezbyva uz nez zkusit konstrukci popsanou vyse.

Uloha byla obtizna a obdrzeli jsme pouze tii spravna feSeni, vSechna myslenkové shodné se
vzorovym. Nejcastéjsim chybou téch ostatnich byla volba A = B = w s bijekci w - w — w popsanou
v kapitole seridlu vénované Hilbertovu hotelu. Tato bijekce je dobrym zdivodnénim toho, Ze jsou
obé prislusné mnoziny stejné velké, ale neni rostouci vzhledem k usporddani DUMy w - w. D&
se sice Tict, ze bijekce w — M C¢isluje prvky mnoziny M, takze je ,rostouci, to jsme ale na M
pfenesli uspofadéni z w, takze o jejim vlastnim usporadani (pokud to byla DUM) z toho nic usoudit
nemuzeme. DUM X ze vzorového feSeni se obvykle nazyvd w® a jistou predstavu o ni lze ziskat
studiem zajimavého obrazku3. (David Hruska)

3https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e6/Omega-exp-omega-labeled.svg
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