Bylo nebylo

1. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLANI: 5. RIINA 2015

ULoHa 1. (3 BODY)
PraSatko Pepa hledalo dalsi ¢tyfi ¢leny tymu na Néaboj. Vydalo se do domecku, kde zilo pét
PraSétek. S témi bohuzel bydlel v chaloupce i zly vlk prevleceny za dalsi PraSatko, a toho Pepa
do tymu nechtél. Pepa si muze vybrat dvojici obyvatel domecku a jednoho z nich se zeptat, zdali
je ten druhy vlk. Toto muze udélat dvakrat, pficemz druhou dvojici si mize vybrat nezavisle
na tom, jak zvolil tu prvni. PraSatka vzdy mluvi pravdu a vlk vzdy lze. Jak se mé Pepa zeptat,
aby si mohl bez obav vybrat ¢tyfi PraSatka do svého tymu a urcité v ném nemél vlka?

ULoHA 2. (3 BODY)
Zly Honza chtél zni¢it cely PraSeéi svét. Zasel proto za ¢ernoknéznikem, aby se s nim spol¢il.
Ten mu dal nekone¢nou rovinu a pravil: ,,Nejprve obarvi tuto rovninu modrou a ¢ervenou barvou
tak, aby na kazdé kruznici o poloméru jedna lezely pravé dva modré body. Podari-li se ti to,
pomuzu ti znicit svét.“ Rozhodnéte, zda Honza ¢ernoknézniktv kol mohl splnit.

ULoHA 3. (3 BODY)
Bylo nebylo, v daleké zemi zilo 2015 zapomnétlivych krald. Kazdy z nich obyval jeden hrad a
téchto 2015 hradu tvotilo pravidelny 2015Ghelnik. Mezi kazdymi dvéma hrady vedla cesta, a
to bud dlazdéna, nebo sypana piskem. Jednou se vSichni krélové sjeli na Faerské ostrovy, aby
spole¢né pozorovali zatméni Slunce. Potom se chtél kazdy vratit do svého hradu. Béhem sjezdu
ale zapomneéli, ve kterém hradé kdo bydli, a hrady si tedy rozdé€lili ndhodné. Dokazte, ze existuji
dva kralové, mezi jejichz soucasnymi hrady vede cesta stejného typu jako pfed vyménou.

ULoHA 4. (5 BODD)
V kazdém patfe nekonecné vysoké zaCarované véze se nachazi magicky portal, na kterém je
napsano piirozené ¢&islo. Tato prirozena &isla tvoii nerostouci posloupnost! a zaroven kazdé &islo
udava, do kolikatého patra prislusny portal vede. Mezi patry véze lze cestovat pouze pomoci
portala a kazdy portal je pouze jednosmérny. V jednom z pater si mald myska usmyslela, ze se
vyda na vyzvédy, a zacCala putovat skrze portaly. Ukazte, Ze za néjakou dobu ztstane uvéznéna
ve dvojici pater, pfipadné dokonce jen v jediném.

ULOHA 5. (5 BODD)
Zly ¢ernoknéznik proménil PraSatko v krasnou divku. Navic zacaroval jeho oblibené hodiny tak,
ze se Cisla na ciferniku prehéazela. Hodiny nyni odbijeji kazdou celou hodinu, jenze napfeskacku
— presné podle ¢isel na ciferniku. PraSatko bude vysvobozeno, pokud hodiny béhem tii po
sobé jdoucich odbijeni vydaji alespon 21 tdertu. Dokazte, ze at ¢ernoknéznik zacaroval hodiny
jakkoliv, prokleti PraSatka bude za patnéact hodin urcité zlomeno.

1To znamena, ze vybereme-li si kterékoliv patro a oznaéime-li &islo na portalu v tomto patie
a, pak ve vSech patrech nad tim vybranym jsou na portalech c¢isla mensi ¢i rovna a.
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ULOHA 6. (5 BODU)
V lese je 99 chaloupek. V kazdé chaloupce zije jedna az 99 jezibab. Pritom neexistuje zadna
skupina chaloupek takové, aby celkovy pocet jezibab v nich zijicich byl délitelny stem. Dokazte,
ze v kazdé chaloupce Zije stejny pocet jezibab.

ULOHA 7. (5 BODU)
V kazdé z n sluji zije drak. Chodi je krmit 271 trpaslikii, pticemz zadni dva z nich nekrmi
presné ty samé draky a pro kazdou trojici trpaslika existuje drak, kterého chodi krmit vsichni
tri. Ukazte, ze pokud jsou draci alespon tii, existuje drak, kterého krmi vsichni trpaslici.

ULoHA 8. (5 BODU)
Je neni jeden strom?, na kterém Stépan s Mirkem hraji hru. Stépan zacina. Hra¢ na tahu vzdy
obarvi dosud neobarveny vrchol jednou ze ¢tyf barev tak, aby dva vrcholy spojené hranou
nemély stejnou barvu. Stépan vyhraje, obarvi-li se véechny vrcholy. V opa¢ném piipadé vyhraje
Mirek. Dokazte, ze Stépan ma vyhravajici strategii®.

2Definici stromu spolu se véemi ostatnimi potfebnymi definicemi lze najit na tomto odkazu
mks.mff.cuni.cz/archive/34/uvodls.pdf .
3Vyhravajici strategie je strategie, kterd vede k vitézstvi, af uz protihra¢ hraje jakkoliv.
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Bylo nebylo

1. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (213; 198; 2,79; 3,0)
PraSatko Pepa hledalo dalsi ¢tyfi ¢leny tymu na Naboj. Vydalo se do domecku, kde zilo pét
PraSatek. S témi bohuzel bydlel v chaloupce i zly vlk pievle¢eny za dalsi PraSatko, a toho Pepa
do tymu nechtél. Pepa si miize vybrat dvojici obyvatel domecku a jednoho z nich se zeptat, zdali
je ten druhy vlk. Toto miize udélat dvakrat, pricemz druhou dvojici si miize vybrat nezavisle
na tom, jak zvolil tu prvni. PraSatka vzdy mluvi pravdu a vlk vzdy lze. Jak se ma Pepa zeptat,
aby si mohl bez obav vybrat ¢tyfi PraSatka do svého tymu a urc¢ité v ném nemél vlka?
(Anicka Dolezalova)

RESEN{:

Pomoci jedné otazky dokazeme urcit, zdali dvojice obsahuje vlka. Staci se jednoho z této dvojice
zeptat, zda je ten druhy vlk. Pokud se dozvime, Ze pry ano, tak je ve dvojici urcité vlk (vlk lze
o PraSatku nebo PraSétko mluvi pravdu o vlku). Kdyz bude odpovéd zaporna, tak vime, zZe ve
dvojici jsou dvé PraSatka (PraSatka mluvi pravdu).

Nyni staci rozdélit zviratka do t¥i dvojic a PraSatktim ze dvou dvojic polozit otdzku na druhé
PraSétko z dvojice. Kdyz uslySime dvakrat ne, tak si Pepa vybere do tymu PraSatka z téchto
dvojic, jelikoz tyto obsahuji PraSatka. Pokud uslySime jednou ano, tak si Pepa vybere zbylé
dvojice (ty, které netrekly ano).

PozNAMKY:

Naprosté vétsiné reSiteld se podafrilo tispésné vyporadat s tlohou. Pro toho, kdo si spravné
precetl zadani, uz zbytek nepredstavoval tvrdy orisek. (Marian Poppr)
Uloha 2. (183; 165; 2,72; 3,0)

Zly Honza chtél znicit cely PraSeci svét. Zasel proto za cernoknéznikem, aby se s nim spol¢il.
Ten mu dal nekonecnou rovinu a pravil: ,, Nejprve obarvi tuto rovninu modrou a ¢ervenou barvou
tak, aby na kazdé kruznici o poloméru jedna lezely pravé dva modré body. Podari-li se ti to,
pomiuizu ti znic¢it svét.“ Rozhodnéte, zda Honza cCernoknéznikiiv tikol mohl splnit.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:
Vhodné obarveni roviny skutecné existuje a vypada nasledovné: Rovinu obarvime Cervené a pak
v ni modfe nakreslime nekone¢né mnoho rovnobéznych ptrimek tak, ze vzdalenost mezi dvéma
sousednimi je dva. Pro polohu stfedu libovolné kruznice nastava jeden ze dvou ptipadi:
(1) Stfed se nachézi pfesné mezi dvéma pfimkami, neboli na ose jejich pasu. Pak je jeho
vzdalenost od kazdé z pfimek rovna jedné. Jsou tedy tecnami kruznice s danym stifedem
a na kazdé takovéto kruznici nalezneme presné dva modré body v mistech jejich dotyka
s rovnobézkami.



(2) Stfed se nachazi blize k jedné z rovnobé&zek (nebo na ni lezi). Pak vzdalenost stfedu od
této primky je mensi nez jedna a kruznice modrou primku protne ve dvou bodech. Ta-
kova kruznice jiz zddnou dalsi pfimku protnout nemiize (vzdalenost od druhé z dvojice
nejblizsich pfimek je vétsi nez jedna).

Pfi zvoleném obarveni roviny tedy na kazdé kruznici s polomérem jedna najdeme presné dva
modré body. To znamend, ze Honza Cernoknéznikiv tkol splnit mize, ale nez se mu podafri
obarvit nekone¢nou rovinu, mame snad dostatek Casu a neni potieba se znepokojovat, PraSe¢imu
svétu zatim nic nehrozi.

PozNAMKY:

Ke druhé uloze se nam sesla velka spousta feseni, z nichz drtiva vétSina byla spravna. Jednotliva
feseni se od sebe témér nelisila. Specialni pochvalu zasluhuji vsichni, ktefi krom najiti vhodného
obarveni také dokazali jeho spravnost. Par resiteld si spletlo polomér kruznice s primérem a
kvili tomu rovnobézky rozmistilo dvakrat hustéji. Princip feSeni vSak nasli, a proto je tato
malickost nestdla zadné body. Naprosté minimum FeSiteld se nevyrovnalo s nekonec¢nosti roviny
a prohlasilo, ze jelikoz je nekonecna, obarvit ji prosté nejde. (Kéja Kuchytiova)

Uloha 3. (124; 103; 2,48; 3,0)
Bylo nebylo, v daleké zemi zilo 2015 zapomneétlivych krali. Kazdy z nich obyval jeden hrad a
techto 2015 hradu tvorilo pravidelny 2015uhelnik. Mezi kazdymi dvema hrady vedla cesta, a
to bud’ dldZdéna, nebo sypana piskem. Jednou se vsichni krélové sjeli na Faerské ostrovy, aby
spole¢né pozorovali zatméni Slunce. Potom se chtél kazdy vratit do svého hradu. Béhem sjezdu
ale zapomnéli, ve kterém hradé kdo bydli, a hrady si tedy rozdélili nahodné. Dokazte, Ze existuji
dva kralové, mezi jejichz soucasnymi hrady vede cesta stejného typu jako pfed vymeénou.
(Honza Krejci)

RESEN{:

Z kazdého z 2015 hradu vede 2014 cest a kazdé cesta spojuje pravé dva hrady. Proto je celkovy
pocet cest roven 2015 - 2014/2, coz je liché &islo. Proto je dlazdénych cest jiny pocet nez téch
sypanych piskem. Tudiz si po navratu z Faerskych ostrovi kralové nemohou rozdélit hrady tak,
aby kazda dvojice kralt méla své nové hrady spojené cestou jiného druhu nez pred sjezdem.
Dokézali jsme, ze existuji dva kralové, mezi jejichz souc¢asnymi hrady vede cesta stejného typu
jako pred vymeénou.

PozNAMKY:

Resitelé ptisli hned na nékolik riiznych zpisobii, jak uréit celkovy podet cest. Uvazme, Ze v daleké
zemi bylo obecnéji n € N hrad. Pak tam bylo celkem (n — 1) + (n — 2) + .-+ + 2 + 1 cest,
nebot z prvniho hradu vede n — 1 cest, z dalsiho vede n — 2 cest, které jsme jesté nezapoditali,
atd., az z predposledniho hradu vede jedind jeSté nezapocitana cesta. Uvedeny soucet je podle
zndmého Gaussova vzorce pro soucet prvnich n — 1 pFirozenych ¢isel roven (n — 1)n/2. Dalsi
moznosti, jak urcit pocet cest, je seCist poCet hran a thlopfi¢ek n-thelnika. Takto dostavame
n+n(n—3)/2 = (n?—n)/2 = n(n—1)/2. A koneé¢né lze kazdou cestu chapat jako neuspofadanou
dvojici hradu, které spojuje. Proto je celkovy pocet cest roven pocétu neusporddanych dvojic
vybranych z n prvki, coz je (g) =n(n—1)/2. (Misa Hubatova)

Uloha 4. (136; 112; 3,21; 3,0)
V kazdém patie nekonecné vysoké zacarované véze se nachazi magicky portal, na kterém je
napsano piirozené ¢&islo. Tato piirozend é&isla tvoii nerostouci posloupnost! a zaroven kazdé éislo

1To znamena, ze vybereme-li si kterékoliv patro a oznaéime-li &islo na portalu v tomto patie
a, pak ve vSech patrech nad tim vybranym jsou na portalech c¢isla mensi ¢i rovna a.
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udava, do kolikatého patra prislusny portal vede. Mezi patry véze lze cestovat pouze pomoci
portalti a kazdy portal je pouze jednosmeérny. V jednom z pater si malda myska usmyslela, ze se
vyda na vyzvédy, a zacala putovat skrze portaly. Ukazte, ze za néjakou dobu ziistane uvéznéna
ve dvojici pater, pripadné dokonce jen v jediném.

(Vejtek Musil)

RESENI:
Oznalme si a; jako ¢islo portalu v i-tém patfe. Posloupnost (a;) je ze zadani nerostouci, plati
proto a1 > a2 > ... V prvnim patie je tedy nejvétsi cislo portalu ze vSech, oznacme si jej c.

At myska zacdind svou cestu kdekoliv, po prvnim vstoupeni do portalu urcité bude nékde
mezi patry 1 a ¢ (véetng). Od té doby tento interval pater uz nikdy neopusti, nejvyse po ¢
dalsich ,teleportacich® se myska ocitne na patfe, na kterém uz nékdy byla. Od té doby se bude
pohybovat v cyklu. Nasim tkolem je ukazat, ze tento cyklus nebude mit délku vétsi nez 2.

V kazdém cyklu musi z kazdého i do kazdého jeho patra vést pravé jeden portal. Oznacme

si tedy ¢isla pater tohoto cyklu jako mi,...,mn (v libovolném poradi), ddle m nejnizsi a M
am = M. Podobné ap; musi byt nejnizsi cislo portalu ze vsech am,, proto apy = m. To ale
znamena, Ze nejvyssi a nejnizsi patro na sebe navzajem odkazuji, neboli vznikd cyklus délky
maximalné 2 (pokud m = M, pak mame cyklus délky 1).

PozNAMKY:

Reseni se seslo opravdu hodné. JelikoZ se jednalo o prvni sérii, a navic se v tiloze vyskytovalo
nekonec¢no, se kterym neni lehké pracovat, snazil jsem se byt mirny a nestrhavat body za nedo-
statecné zdtvodnéni — také proto, ze v této tloze intuice pomérné dobfe odpovida tomu, co se
skutecné déje.

Prvni ¢ast fesiteld postupovala obdobné vzorovému feSeni (z téch méla vétsina plny pocet
bodt). Druha ¢ast néjak popisovala zpusob, jakym se myska hybe — bud, Ze se bude neustéle
pfiblizovat jednomu bodu a bud se zacykli po cesté, nebo se dostane do intervalu délky 2 a
nic jiného ji nezbude, nebo Ze se bude postupné ¢im dal vic ,,vzdalovat“, az nakonec dojde do
prvniho patra a uz se nebude mit kam jinam vratit.

Z druhé skupiny méla vétsina 3—5 bodui, pricemz jsem nejcastéji strhaval za to, ze zapomnéli
na jeden ze zpusobt pohybu mysky.

Dva body dostali ti, ktefi si spravné vsimli, Zze se myska bude pohybovat stéle blize k néjakému
patru, ale nijak to nezdivodnovali, pfipadn€é za jiné zajimavé pozorovani. (Martin Cech)

Uloha 5. (117; 80; 3,10; 5,0)
Zly ¢ernoknéznik proménil PraSatko v krasnou divku. Navic zacaroval jeho oblibené hodiny tak,
Ze se Cisla na ciferniku prehazela. Hodiny nyni odbijeji kazdou celou hodinu, jenze napieskacku
— presné podle éisel na ciferniku. PraSatko bude vysvobozeno, pokud hodiny béhem tii po
sobé jdoucich odbijeni vydaji alespori 21 uderii. Dokazte, Ze at c¢ernoknéznik zacaroval hodiny
jakkoliv, prokleti PraSatka bude za patnact hodin urcité zlomeno. (Kuba Krasensky)

RESEN{ (PODLE VASKA STEINHAUSERA):

Ulohu vyiesime sporem — piedpoklddejme, Ze existuje zpiehazeni ciferniku, pro které plati, ze
soucet t¥i po sobé jdoucich hodin je nejvyse 20. Pozice na ciferniku si postupné ozna¢me a az [
tak, aby | = 12. Vime, ze trojice, které obsahuji 12, maji soucet nejvyse 20, tudiz soucet kazdé
z dvojic a + b a j + k je nejvyse 8. Protoze navic vime, ze 1 +2 4 --- + 12 = 78, tak

ct+d+---4+1>78-12-2-8=50.

Z cisel na pozicich ¢, f a ¢ vybereme nejmensi, ¢imz dosdhneme toho, Ze bude rovné nejvyse
9. Zbyla ¢cisla tvotri dvé disjunktni trojice po sobé na ciferniku nasledujicich ¢isel, které maji
dohromady soucet alespon 41, tedy jedna z dvojic mé soucet alespon 21, coz je spor.
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PozNAMKY:
Mezi doslymi fesenimi se objevilo mnoho piistupt. Uloha se snadno vzdala skoro véem pokustim
o ,,vysporovani“, at uz se jednalo o soucty cifer, nebo o opakovani ¢isel. Také se objevilo mnoho
rozebiracich feceni. K tomu bych rad rekl, ze pokud se v feseni dostanete k priliSnému rozebirani,
stoji za to se rozmyslet, jestli neexistuje jednodussi feseni (minimélné v PraSatku takové skoro
urdité existuje). Jako dalsi zpusob FeSeni bych uvedl feSeni typu ,budu se snazit nevytvorit
pozadovany cifernik“. V téchto postupech se ¢asto objevoval argument, Ze pro ¢ernoknéznika
je vyhodnéjsi, pokud ,soucet cifer bude co nejvyvazenéjsi“ nebo ,velké a malé cifry se budou
parovat“. Toto rozhodné obecné neplati. Kazdé takovéto netrividlni pozorovani je nutné v reseni
poradné zduvodnit.

(Honza Krejci)

Uloha 6. (76; 29; 2,01; 1,0)
V lese je 99 chaloupek. V kazdé chaloupce zije jedna az 99 jezibab. Pritom neexistuje zadna
skupina chaloupek takova, aby celkovy pocet jezibab v nich zijicich byl délitelny stem. Dokazte,
ze v kazdé chaloupce zije stejny pocet jezibab.

(Marta Kossaczka)
RESEN(:
Pocet jezibab v i-té chaloupce budeme znaclit a;. Pro spor predpoklidejme, Ze existuji dvé

chaloupky s rtiznym poc¢tem jezibab. Nechf jsou to BUNO?2 prvni a druhé chaloupka, tedy
a1 # az. Ozna¢me s; souCet poctu jezibab v prvni az i-té chaloupce modulo 100, tedy

s = Zai (mod 100).
j=1

Vsimneme si, Ze podle zadani s; # 0. Stejné tak s; # s; pro ¢ > j, protoze v opacném piipadé
by s; — s; = 0, neboli
ajy1+---+a; =0 (mod 100),

coz podle zadani nemuze nastat.

Vsechny soucty s; museji byt nenulové a po dvou rizné, a tedy pro kazdé j € {1,2,...,99}
existuje s; takové, ze s; = j. Pfitom a2 nabyva hodnoty mezi 1 a 99, a protoze z predpokladu
vime, ze a1 # a2, musi platit ag = s; pro néjaké i € {2,3,...,99}. Tudiz

0=s;—azx=a1+az+as+---+a; (mod 100),

coz je ve sporu s predpokladem, Ze neexistuje skupina chaloupek, v nichz zije dohromady pocet
jezibab délitelny stem.

PozNAMKY:

Seslo se pomérné hodné feseni, z nichz vétSina pouze dokézala, ze v chaloupce muze zit stejny
pocet jezibab. Takova FeSeni si vyslouzila 1 bod. Ostatni vice ¢i méné uspésné dokazovala poza-
dované tvrzeni, at uz uvedenou cestou, nebo indukci pies pocet chaloupek. (Honza Soukup)

2Jde o béznou matematickou zkratku znadici ,bez ijmy na obecnosti®.
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Uloha 7. (55; 9; 0,78; 0,0)
V kazdé z n sluji zije drak. Chodi je krmit 2"~ trpaslikt, piiemz zédni dva z nich nekrmi
presné ty samé draky a pro kazdou trojici trpasliki existuje drak, kterého chodi krmit vsichni
tii. Ukazte, ze pokud jsou draci alespon tii, existuje drak, kterého krmi vsichni trpaslici.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN{:

Necht D je mnozina vSech drakt. K libovolnému trpaslikovi ¢; pfifadime mnozinu T7; C D
obsahujici pravé ty draky, které ¢; krmi. Pro spor pfedpokladejme, zZe existuje trpaslik ¢; takovy,
ze Tj = D\ T;. Povsimnéme si, Ze z n > 3 plyne, Ze trpaslici jsou alespon ¢tyfi. Proto k ¢; a t;
muzeme pridat tfetiho trpaslika ¢, a dle zadani musi existovat drak, kterého vSichni t¥i krmi.
Protoze ale T; N T; = @, nemize takovy drak existovat. To je spor. Proto neexistuji zadni dva
trpaslici ¢; a t; takovi, Ze T; a T} jsou navzdjem dopliky do D.

Mnozina D méa n prvki, z éehoz plyne, Ze ma 2" podmnozin. Ty umime rozdélit na 271
dvojic takovych, Ze mnoziny v dvojici jsou navzajem doplnky do D. Ukézali jsme, ze z kazdé této
dvojice muzeme vzit maximalné jednu mnozinu pfifazenou néjakému trpaslikovi. Ale protoze
trpaslikii je 271 a vSechny jim pfifazené mnoziny jsou riizné, znamena to, ze z kazdé dvojice
mnozin musi byt pravé jedna pfifazena néjakému trpaslikovi. Reseni lze nyni dokondéit vice
zpusoby. My si ukdzeme dva.

STANDARDNI PRISTUP:

Pro spor predpokladejme, ze zadny drak neni krmen vsSemi trpasliky. Indukci ukdzeme, Ze pro
libovolné | > 1 existuji vSichni trpaslici, ktefi krmi pravé n — [ drakt. Potom dosazenim [ =1 a
I = n — 1 dostaneme, ze existuji vSichni trpaslici, ktefi krmi pravé jednoho draka, a stejné tak
ti, kteri krmi vSechny draky az na jednoho. Z toho vyplyva, ze nékteri dva trpaslici jisté budou
krmit doplinkové mnoziny drakt, coz je spor.

Zac¢neme diikazem pro [ = 1. Kdyby pro né&jakou (n—1)-prvkovou podmnozinu D neexistoval
zadny trpaslik, ktery krmi pravé draky z této mnoziny, pak existuje trpaslik, ktery krmi prave
toho draka, ktery v této mnoziné neni. Nazvéme tohoto trpaslika ¢; a jeho draka A. Pak ovSem
libovolni dva trpaslici t; a t; museji taktéz krmit A, aby platilo, ze t;, t; a t; krmi vSichni
alespon jednoho spole¢ného draka. Kviili tomu ovSem kazdy trpaslik krmi A, coz je ve sporu
s tim, Ze zadny drak neni krmen vSemi trpasliky. TakZe pro libovolnou (n— 1)-prvkovou mnozinu
draki existuje trpaslik, ktery krmi praveé ji, ¢cimz mame ptipad [ = 1 pokryty.

Nyni predpokladejme, ze mame pomocné tvrzeni dokazano [ — 1 > 1, a dokazme ho pro [.
Kdyby pro né&jakou (n — l)-prvkovou mnozinu drakt neexistoval trpaslik, ktery krmi pravé tyto
draky, pak existuje trpaslik, ktery krmi pravé téch [ draku, ktefi v této mnoziné nejsou. Nazvéme
tohoto trpaslika ¢; a jeho draky Ai, As,..., A;. Z indukéniho pfedpokladu existuje trpaslik ¢;,
ktery krmi vSechny draky az na Aa, ..., A;. Navic diky pfipadu [ = 1 existuje i trpaslik ¢, ktery
krmi vSechny draky az na A;. OvSem neexistuje zadny drak, kterého by krmil ¢;, ¢; i t. To je
hledany spor a tim jsme téz hotovi.

TRIKOVY PRISTUP:

Uvazujme trpaslika ¢;, ktery krmi nejméné draki. Pokud je takovych trpaslikti vice, budeme
uvazovat libovolného z nich. Necht ¢; krmi d drak, které budeme nazyvat Ay, ..., Ay. Oc¢ividné
d > 0, jinak by pro libovolné dalsi dva trpasliky ¢; a ¢, platilo, Ze neexistuje drak, ktery by
byl krmen ¢;, t; i 3, , coz je spor se zadanim. Kdyby existoval trpaslik, ktery krmi pravé draky
A1,...,Aq_1, pak dostavame spor s tim, ze ¢; krmi nejméné draka. Proto musi existovat trpaslik
t;, ktery krmi vSechny draky az na Aj,...,Ay_1. Z toho plyne, ze jediny drak, kterého krmi ¢;
ity, je Aq. Potom ale libovolny dalsi trpaslik ¢, musi krmit Ay, protoze jinak by neexistoval
drak, ktery by byl krmen t;, ¢; i ty,. Takze vSichni trpaslici krmi A4, coz jsme chtéli dokazat.

PozNAMKY:

Celkem se seslo 55 feSeni, z nichz néjaké body ziskalo deset. Mezi nejcastéjsi chyby, které resi-

telé délali, patfilo ukazani, ze pocet trojic je vyssi nez pocet drakt, dale konstrukce pfipadu,
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kdy skutec¢né vsichni trpaslici jednoho spole¢ného draka krmi, nebo naptiklad pouhé rozebrani
pfipadu n = 3 (a ani to ne vzdy spravné). Vétsina FeSitelti, ktefi ulohu vyfesili, postupovala
standardné. Pavel Turek a Pavel Hudec se pustili na obtiznou cestu s indukci podle n, ale oba
nakonec tlohu zdarné dokondili. Trikové feseni Petra Gebauera mne natolik ohromilo, ze jsem
se mu rozhodl udélit +3.

(Rado Svarc)

Uloha 8. (33; 4; 0,58; 0,0)
Je neni jeden strom?®, na kterém Stépan s Mirkem hraji hru. Stépan zac¢ind. Hraé na tahu vzdy
obarvi dosud neobarveny vrchol jednou ze c¢tyi barev tak, aby dva vrcholy spojené hranou
nemély stejnou barvu. Stépan vyhraje, obarvi-li se véechny vrcholy. V opa¢ném piipadé vyhraje
Mirek. Dokazte, ze Stépan ma vyhravajici strategii®.

(Filip Hlések)

RESENI:
Po kazdém tahu se podivdme na na$ strom (¥ikejme mu nadéle tfeba strom S) a rozdélime
ho na podstromy Si,S2,...,Sn nasledujicim zpisobem: vezmeme dosud nevyuzitou hranu a

vSechny vrcholy, k nimz se z ni da dostat po cesté bez obarvenych vrchold, a tyto vrcholy vcetné
koncovych obarvenych dame do podstromu. Opakujeme postup, dokud nevyuzijeme vSechny
hrany stromu S. Kazdy neobarveny vrchol tedy bude nalezet do pravé jednoho podstromu a
kazdy obarveny do tolika rtiznych podstromu, kolik z néj vede hran, pficemz v kazdém z nich
to bude list.

Dale si uvédomime, ze zadny podstrom neovliviiuje nic, co se déje v jiném podstromu. Mi-
zeme je tedy fesit oddélené. Nyni se pokusime dokazat, Ze je Stépan vzdy schopen zajistit, aby
po jeho tahu byly v kazdém podstromu obarvené nejvyse dva vrcholy. Takovyto stav nazveme
dobry. Dtkaz provedeme matematickou indukci podle toho, o kolikdty Stépaniiv tah se jedna:

Je-li to jeho prvni tah, miize Stépan hrat jakkoli. Ve vsech podstromech, na které tak strom
S rozdéli, bude pravé jeden obarveny vrchol. Pokud byl pfed Mirkovym tahem S v dobrém
stavu, je po jeho tahu bud stéle v dobrém stavu (jestlize Mirek hral do podstromu S;, ktery mél
ptvodné pravé jeden obarveny vrchol, nebo hrél na cestu spojujici jeho dva obarvené vrcholy),
nebo existuje i takové, ze v S; jsou t¥i obarvené vrcholy. To odpovida situaci, kdy Mirek provedl
tah nékam do podstromu Sj;, ktery mél jiz dfive obarvené dva vrcholy, a to mimo cestu mezi
témito dvéma vrcholy. Tim od S; odpojil nékolik (klidné i nula) dalsich podstromu a vytvoril
z néj podstrom se tfemi obarvenymi vrcholy.

Je-li S po Mirkové tahu v dobrém stavu a jesté neni obarveny, muze Stépan bud najit
podstrom Sj;, ktery ma pravé jeden obarveny vrchol, a obarvit napriklad kterykoli jeho list,
nebo v jiném podstromu Sy, ktery mé pravé dva obarvené vrcholy, obarvit libovolny vrchol na
cesté mezi nimi.

V opa¢ném pripadé existuje pravé jedno takové i, ze ve stromu S; jsou pravé tfi obarvené
vrcholy. Nemuze jich byt vic, protoze Mirek mohl obarvit vrchol jen v jednom podstromu.
V tomto pfipadé S jesté plné& obarveny neni, nebot v plné obarveném S by kazdy podstrom mél
jen dva vrcholy, a tedy by nemohl mit t¥i barvy.

Obarvené vrcholy pojmenujeme a, b, ¢ a oznac¢ime si P,; cestu mezi vrcholy a a b, obdobné
oznacime i Py a Pp.. VSimneme si, Ze z definice stromu vyplyva, ze Py, N Py N Peq obsahuje
alespon jeden vrchol. Je tomu tak proto, ze kdyby byl prunik prazdny, tak by sjednoceni téchto
cest (které stale musi byt podgrafem stromu) obsahovalo kruznici. Obarvime-li takovy vrchol
(volnou barvu jesté ur¢ité méame, protoze v S; jsou pravé tii obarvené vrcholy), rozdélime strom

3Definici stromu spolu se viemi ostatnimi potfebnymi definicemi lze najit na tomto odkazu
mks.mff.cuni.cz/archive/34/uvodls.pdf .
4Vyhravajici strategie je strategie, kterd vede k vitézstvi, af uz protihraé hraje jakkoliv.
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Si na podstromy, z nichz kazdy bude obsahovat nejvyse dva obarvené vrcholy. Strom S je tedy
evidentné opét v dobrém stavu.

PozNAMKY:

Na osmou tlohu se nam seslo opravdu hodné feSeni. Bohuzel pouze Filip Bialas vyresil ulohu
tak, ze jsem k tomu nemél viubec zadné pfipominky, a tim si vyslouzil +i.Nejcastéjsi chyby
spocivaly v tom, Ze nebyla strategie dostateéné popsand a obsahovala nekonkrétni formulace,
jako tfeba Ze si Stépan musi dévat pozor a pak nemtiZe prohrat a podobné. Korektni popis
strategie ke kombinatorické hie musi byt napsan tak, aby se jim mohl fidit napfiklad i pocitac.
Neékteri téz resili ulohu jen pro néjaké malé konkrétni stromy. V feseni, ktera uz néjakou obecnou
strategii predstavila, ¢asto chybél dukaz, ze vymyslend strategie funguje. Chcete-li se podivat
na vice prikladd, jak muze vypadat popis a dikaz strategie ke kombinatorické hie, muzete se
podivat na vzoraky prvni série serialu 32. roéniku®, ktera se jim vénuje. (Viki Némecek)

5mks.mff.cuni.cz/archive/32/9.pdf



