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HZaNNE

matfyz

Mily piiteli!

Rok ubéhl jako voda a mame tu konec pétatiicatého ro¢niku. Letos
nam alespon jednu tlohu poslalo neuvéritelnych 272 fesiteld, coz je
s prehledem nejvétsi icast za celou PraSeéi historii. Dékujeme Vam!

Chtéli bychom pogratulovat letosnimu vitézi Danilu KozZevnikovs,
ktery v jarni ¢asti dotdhl drobnou ztratu a porazil o 4 body loniského
vitéze Pavla Turka, ktery se umistil na druhém misté. Tteti misto po
vyborném vykonu v MySmasi nakonec tésné vybojoval Kuba Loéwit.

Pokud se ti nedafilo tak jako vitézné trojici, nezoufej. Ceny do-
stane padesat nejlepsich a mimo to budou tspésni fesitelé jarni ¢asti,
ktefi nebyli v poslednim ro¢niku stredni skoly, pozvani na podzimni
soustfedéni, které je samoziejmé tou nejlepsi moznou cenou vibec.

Prejeme Ti pékny zavér skolniho roku a pestré prazdniny. Tésime
se na Tebe v dalsim roéniku PraSete, ¢i pokud jsi jiz maturoval(a),
tak tfeba i u nas na matfyzu.

Za organizatory

Tomas Novotny
Obsah zavérecnych komentara

e Navrhy témat seridlu na pristi rok
e Vzorova feSeni 2., 3. a 4. jarni a 3. seridlové série

e Vysledkové listiny véetné zavérecného poradi

e Priloha: Letak se zadanim 1. a 2. podzimni série 36. ro¢niku

Anketa a volba seridlu

Na strance mks.mff.cuni.cz/anketa na Tebe ekd anketa o tom, co
se Ti v PraSeti libi a co bys naopak délal(a) jinak. Zpétnd vazba je
pro nas dulezita, a proto budeme moc radi, kdyz ji vyplnis. V anketé
miuize$ hlasovat predevsim o tématu seridlu na pfisti rok. Upoutavky
k jednotlivym névrhim naleznes, kdyz otocis list.

Jarni soustiedéni

Na zaveér jesté zminme dvé nedavna soustiedéni. To PraSeci probéhlo
12. — 20. biezna v zasnéZené Hojsové Strazi na Sumavé. Kromé ma-
tematickych prednasek a soutézi doslo i na rytifska klani, bloudéni
temnymi chodbami hradu Schweinburgu a zejména neustaly boj o pe-
nize, moc a slavu.

Nas sprateleny seminar iKS (iksko.org) usporadal své paté sou-
stfedéni ve Strmilové 22. — 26. biezna. Obvyklou zédplavu matematiky
nejvyssi jakosti doplnoval napiiklad pingpong nebo fotbalek, a do-
konce k nam proniklo néco stfedovékych mravi z daleké Sumavy.



Nabidka seriali pro 36. rocnik

O tématu seridlu muzes hlasovat v anketé na strance mks.mff.cuni.cz/anketal

Geometrie trojihelnika

Stéle vas neprestava fascinovat, ze se vysky v trojihelniku protinaji v jednom bodé? Nejste sami.
Nebo ze se osa strany protina s osou protéjsiho tthlu na kruznici opsané? Geometrie trojuhelnika
zna podobné zajimavych a péknych tvrzeni nepfeberné mnozstvi a tento seridl nabizi jejich vybér
i vam. Pojdme spoleéné prozkoumat kousek svéta syntetické geometrie, jehoz vyvoj zapodal uz ve
starém Recku. Vétsina technik, které si pii tomto vyletu osvojime, se vim navic bude hodit p¥i
feSeni Matematické olympiady i jinych soutézi. Muzete se tésit na spoustu obrazka a hlavné, nikdy

uZ se nezaleknete napisu ayewpdTpnTis undels eloiTw?.

Seridlem Té& provedou David Hruska a Rado van Svarc.

Grupy

Ve 20. stoleti se dvéma evropskym matematiktim Abelovi a Galoisovi podafrilo dokazat, Ze neexis-
tuje vzorecek na hledani kofent polynomi pateho a vyssiho stupné. Vyuzili pfi tom néceho, co se
da nazvat symetrii rovnic, a polozili pfi tom zéklady teorie grup. Od té doby se teorie grup stala
rozsdhlym oborem s mnoha aplikacemi, objevuje se vSude, kde se vyskytuje néjaka symetrie, na-
priklad pfi pocitani moznych sestaveni nadhrdelnikii z raznobarevnych koralku nebo poctu zpisobu
obarveni stén krychle, pfi feSeni Rubikovy kostky a dalsich hlavolamt nebo napiiklad pri Sifrovani
eliptickych kfivek. V nasem seridlu se s grupami nejdfive poradné sezndmime, podivame se, jak
souvisi s Rubikovou kostkou a dalsimi hlavolamy a zkusime si dokazat néjaké tézsi strukturalni
véty, které nam posléze umozni klasifikovat koneéné grupy malych rada.

Seridlem Té& provedou Anh Dung ,Tonda“ Le a Martin Cech.

INevstupuj, kdo neznas geometrii.
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(Od)mocnmy

. JARNI SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1. (92; 88; 2,85; 3,0)
Najdéte nejvétsi prirozené Cislo, pro které plati, ze at se podivame na jakékoli dvé jeho po sobé
jdouci cifry, dostaneme druhou mocninu néjakého piirozeného cisla. (Pepa Svoboda)
RESENT:

Nejprve si vypiSseme vSechny dvojciferné druhé mocniny pfirozenych ¢isel. Ty jsou 16, 25, 36, 49,
64 a 81. Nyni se podivame, jak je mozné je dat za sebe tak, aby vzniklo co nejvétsi ¢islo.

Cislo 25 miizeme rovnou vylouéit, protoze na néj nelze ani z jedné strany nijak navazat, muselo
by tedy byt samotné, a napiiklad samotné cislo 81, které urcité splnuje zadani, je vétsi nez 25.
Obdobné mizeme vyloucit ¢islo 36. Kdyby totiz bylo v hledaném ¢isle, muselo by byt hned na
nejlevéjsi pozici, protoze na né€j nelze nijak navazat zleva. V kazdém takovém cisle ale muzeme
posloupnost ¢islic 36 nahradit posloupnosti 816 a dostaneme ¢islo vétsi téz spliujici podminku ze
zadani.

Vsimneme si, ze kazdé zbyvajici ¢islo ma jak svého pravostranného, tak levostranného souseda
(pokud ho viibec ma) definovaného jednoznacéné (kazda cifra se jak na misté desitek, tak na misté
jednotek vyskytuje nejvyse jednou). Nyni pokud za¢neme od libovolného ¢&isla ze zbyvajici ctvetice
a budeme pridavat cislice jedinym moznym zpusobem jak napravo, tak nalevo, dokud to pujde,
vzdy se dostaneme k ¢islu 81649, coz je hledané nejvyssi mozné ¢islo.

POzZNAMKY:

Témeér vsichni fesitelé se dostali k hledanému ¢islu. Nejcastéjsi z méné dulezitych chyb bylo to, ze
mnozi povazovali i &isla 1, 4 a 9 (mnohdy zapsand jako 01, 04 a 09) za dvouciferna. Z podstatnégjsich
chyb pak ¢asto chybél jakykoliv dikaz o tom, ze nalezené ¢islo je nejvétsi s danou vlastnosti, nebo
byl ptfitomen pouze jeho ndznak. Z dobré tietiny feseni nebylo zfejmé, ze takové Cislo viibec existuje
(to jest ze neni mozné, aby se ¢éisla pii pfidavani néjak ,zacyklila“, a tedy existovalo libovolné velké

¢islo hledanych vlastnosti). (Viki Némecek)
Uloha 2. (81; 54; 2,01; 3,0)
Pro ktera prvocisla p plati, ze vyraz 2P + p? je také prvocislo? (Rado Svarc)
RESEN(:

Nejprve osetiime zvlast prvoéisla 2 a 3. Spocitame, ze 22 4+ 22 = 8, coZ neni prvodéislo, zatimco
23 132 = 17, co# je prvocislo. Déle budeme uvazovat prvoéislo p > 3.
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VARIANTA BEZ KONGRUENCH:

Necht p neni délitelné tiemi. Pak existuje m € N takové, ze p = 3m + 1 nebo p = 3m — 1. Vyraz
p? tedy mizeme zapsat jako 9m & 6m + 1. Vidime, %e prvni dva ¢leny jsou délitelné tfemi. Nyni
indukci dokdzeme, ze 3 | 2™ + 1 pro kazdé liché n (a tedy i pro p).

Nejprve provedeme bazovy krok pro n = 1:
3|28 +1=3.

Predpokladejme déle, Ze pro n tvrzeni plati. Radi bychom dokazali, ze pak plati i pro n+ 2.2 Vime,
ze

2"t2 4 1=4.2"4+1=3.2"4+2" 41,
z indukéniho predpokladu méame 3 | 2™ + 1 a zfejmé plati 3 | 3 - 27, takze dohromady 3 | 2712 + 1.
Tim je indukce hotova.

Protoze p > 3, je p liché, a tedy 3 | 2P + 1. Dostavame
312P +149m2+6m=2° + (3m +£1)% = 2P 4 p2.

Tedy vyraz je délitelny tfemi a zéroven je v&tsi nez tii (pro vSechna p > 3 plati 2P > 8), nemuze to
tedy byt prvodislo. Jedinym feSenim je prvocislo 3.

VARIANTA S KONGRUENCEMI:
Budp =1 (mod 3), pak p? = 12

=1 (mod 3), nebo p =2 (mod 3), pak p? =22 =4 =1 (mod 3).
Zaroven p musi byt liché, takze 2P =

(=1)? = —1 (mod 3). Dostédvame
2 4+p2=-141=0 (mod 3).

Protoze 2P + p? > 3 (pro vSechna p > 3 plati 2P > 8), nemtize to byt prvoéislo. Jedinym Fesenim
je tedy prvocislo 3.

POZNAMKY:

Sesla se spousta FeSeni se spravnou myslenkou, ¢asto jste ale bojovali se zapisem. Nakonec jsem
uznévala 1 nepfili§ formalni feseni. Tém, ktefi si nerozuméji s indukci nebo kongruencemi, viele
doporucuji podivat se na né tieba do nasi knihovny, jedna se o velmi uzitecné nastroje. Zkuse-
néjsim resitelim bych rada pfipomnéla, Ze ¢im leh¢i tloha, tim vic je potfeba dokazovat i véci,
které v osmicce staci konstatovat. Uplné by stacilo odvolat se na kvadratické zbytky, ale né&jaké
zdtivodnéni uvést musite. (Anic¢ka Dolezalovd)

Uloha 3. (65; 47; 1,98; 2,0)
Jsou déna kladné reslna cisla a, b, ¢ sphiujici nerovnosti ab > b® a b¢ > cb. Ukaste, ze a® > c®.
(Matéj Konecny)
RESEN(:
Protoze vsechna tfi Cisla a, b, ¢ jsou kladnd, jsou kladné i vSechny strany nerovnosti v zadani.
Navic je mizeme mocnit na libovolny kladny exponent a jejich platnost se nezméni. Umocnéme
tedy prvni nerovnost na c¢ a druhou na a (abychom ziskali u b stejné exponenty a mohli pak dat obé
nerovnosti dohromady). Dostaneme tak a®® > b%¢ a b® > cP®, celkem tedy mame a®® > b€ > @b,

Vsechna ¢isla v druhé nerovnosti jsou opét kladnd, mizeme tedy obé strany umocnit na 1/b, ¢imz
dostaneme a® > c®, coz jsme méli dokazat.

2Pozor, nedokazujeme z vyroku pro n vyrok pro n + 1, jako se obvykle u indukce dél4, protoze se
zajimame pouze o licha cisla.
4
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POzZNAMKY:

Protoze tloha byla na trojku pomérné lehka a nejtézsi cast byla rozmyslet si, ze vSechny upravy
opravdu zachovavaji nerovnost, rozhodl jsem se byt pfisny a strhnout bod vSem, ktefi tyto upravy
nijak neokomentuji — stacila pozndmka, ze vSechna ¢isla jsou kladna a muzeme tedy upravy provést.
Za stranku popsanou vypocty bez jakéhokoliv komentare obecné malokdy dostanete plny pocet
bodu.

Mateéj Dolezdlek si vyslouzil imaginadrni bod za to, Ze opravdu poradné zduvodnil, Ze uvedené
Gpravy lze provést — je tomu tak proto, Ze mocninné funkce f(z) = z™ je rostouci na kladnych
¢islech.

Neéktefi nerovnosti logaritmovali a pak je nasobili, coz ale samoziejmé obecné nefunguje: i pro
kladna ¢isla totiz logaritmus nabyva zaporné hodnoty a pfi nasobeni nerovnosti je tfeba védét, zda
nasobite kladnym, ¢i zdpornym c¢islem. Naslo se vSak i par resitell, ktefi logaritmovali a vyhnuli se
diskutovani znaménka tim, zZe nerovnosti nasobili pouze Cisly, ktera byla ze zadani kladna. Na zaveér
bych chtél vSechny fesitele pochvalit, a sice proto, ze vsichni postupovali od znamych nerovnosti k
neznamé a nikoliv naopak. (Martin Cech)

Uloha 4. (76; 72; 4,59; 5,0)

Dokazte, ze

\/2+ V34 + V2016 < 2.
(Matéj Konecny)
RESEN(:
Nejprve si dokazeme zdanlivé nesouvisejici pomocné tvrzeni. Pro kazdé pfirozené n > 2 plati
n + 2 < 2™. Dikaz provedeme pomoci matematické indukce. Pro n = 3 tvrzeni plati, nebot

342 < 23, V indukénim kroku pfedpoklddejme, ze uvedené tvrzeni plati pro néjaké n = k > 2,
dokazeme jej pro n = k + 1. Plati

(E+1)+2=k+2+1<28 1 <2FH

¢imz je pomocné tvrzeni dokazano. Protoze jsou obé strany pomocné nerovnosti nezaporné, mizeme
ji odmocnit a pro kazdé prirozené n > 2 dostavame ekvivalentné

Vn+2<2 1]

Nyni oznaéme asgis = -°'v/2016. Déle definujme konecnou posloupnost a, = ¥Yn+ apt1 pro
n = 2015,2014,...,2. Nyni indukci dokazeme, ze an, < 2 pro kazdy ¢len této posloupnosti. Plati
azoe = 2°%/2016 < *°'V/22016 = 2, coz povazujeme za bazovy krok pro n = 2016. V indukénim
kroku ukézeme, ze pokud tvrzeni plati pro n + 1 > 2, tak plati i pro n. Mame totiz

an = ’\‘/n+an+1 < VYn+2<2 dle [l
Odtud dostavame a2 < 2, ale az je vlastné leva strana kyzené nerovnosti, coz jsme méli dokazat.

POZNAMKY:

Udélovala jsem plny pocet bodt i fesiteltim, ktefi uvedené pomocné tvrzeni nedokazovali, nebot
jsem uvérila, ze je vidét, ze exponencialni funkce roste rychleji nez linearni.

Objevili se i Fesitelé, ktefi nalezli extrém funkce ¥/m pomoci diferencidlniho poctu. To je samoziejmé
dovolend technika, chci jen poukéazat na to, ze v PraSeti zadavame tlohy tak, aby derivovat nebylo
nutné.

(Misa Hubatovd)
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Uloha 5. (33; 25; 3,76; 5,0)

Pepa ma na karti¢kdch napsanéd vdechna piirozend ¢&isla od jedné do 102016, Z dlouhé chvile se
rozhodl umocnit je na vSechna na 2016 a nasledné secist. Urcete poslednich 1008 cifer cisla, které
mu vyjde. (Rado Svarc)

RESEN(:
Poslednich 1008 cifer né&jakého &isla a je zbytek po déleni a ¢islem 101998 neboli @ mod 101008,
V nasem pfipadé tedy potiebujeme zjistit

102016

Z 2-2016 (mod 101008).
i=1

01008

Pokud si nasi sumu rozdélime na ¢asti po 1 ¢lenech, tak dostaneme

102016 101008 _7 1pl008

Z 2016 _ Z Z (j - 101008 | ;)2016,
i=1 =0 i=1

Vlastnosti kongruenci zarucuji, ze soucet ani sou¢in modulo n nezménime, pokud sé¢itance, respek-
tive ¢initele vymodulime n (jinak FeGeno, pokud se divame na poslednich n cifer vysledku, mizeme
se divat jen na poslednich n cifer ¢lent), proto plati

101008 _1 11008 101008 _1 11008

Z Z (- 101008 +i)2016 — Z Z ;2016 (mod 101008)7
j=0 i=1 j=0 i=1

a protoze j se v této dvojsumé nevyskytuje, tak plati

101008_1 101008 101008
E i2016 = 101008 . 2 i2016 (InOd 101008).
=0 1=1 i=1

Takze vidime, ze poslednich 1008 cifer naseho souctu jsou samé nuly.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a pouzivala stejnou myslenku, nékolik mélo jedinct navic
postupovalo po cifrach. Vyhoda tohoto feSeni je, ze se da lehce dokazat i silnéjsi tvrzeni, a to,
%e poslednich 2015 cifer budou samé nuly. Spatné Feseni se vétsinou starala jen o posledni cifry

s¢itanci, coz samozrejmé nejde. (Honza Soukup)

Uloha 6. (41; 31; 3,46; 5,0)
2016

Dokazte, ze (\/5 - 1) se da zapsat jako rozdil druhych odmocnin dvou po sobé jdoucich pri-

rozenych cisel. (Rado Svarc)

RESEN(:

2n R
Indukciou ukazeme, zZe pre kazdé n prirodzené sa vyraz (\/5 — 1) d4 napisat ako an — bnv/2,

kde an, by, st prirodzené &isla, pre ktoré plati a2 = 2b2 + 1. Potom budeme mat
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Z toho uz okamzite dostaneme pozadované tvrdenie pre n = 1008.

Pren=1 je
2
(\/5—1) Yo _2V241=3-2/3.

Predpokladame, Ze tvrdenie plati pre n, a dokdZzeme, Ze potom plati aj pre n + 1.
(\/57 1)2n =an — bn\/i
(Va-1)"" = (vE-1)" (Vi) =
= (an = b2V2) (3= 2v2) = 3an + 4b, — (2an + 3bn) V2.

Oznacime ap+1 = 3an + 4bn, @ b1 = 2ap, + 3by. Kedze an, by, st prirodzené, tak aj an+1, bn+1
st prirodzené. Ostéva ukazat, ze plati “%+1 = 2bi+1 + 1. Plati:

a2 =2b2 +1,
9a2 + 24anbn + 16b2 = 8a2 4 24anby + 18b2 + 1,
(3an + 4bp)? = 2 (2an + 3b,)% + 1,
aZ 1 =262 4 +1.
Tym je dokaz hotovy.
JINE RESEN{:
) 2016
Podla binomickej vety rozvinieme (\/5 — 1) . S¢itame ¢leny s parnou mocninou /2 a ¢leny

s neparnou mocninou V2 a dostaneme

2016

(va-1)" " =4-Bv3,

kde A, B su prirodzené, pretoze zaporné ¢leny su prave tie, pri ktorych je v/2 s neparnou mocninou.
2016
Podla binomickej vety rozvinieme i (\/§+ 1) . S¢itame ¢leny s parnou mocninou v/2 a &leny

s neparnou mocninou v/2 a dostaneme

(va+ 1)2016 = A+ BV2.

) 2016 ) ) ) ) 2016
To plati, pretoze <\/§ + 1) ma po roznasobeni rovnaké koeficienty ako (\/5 -1 az na

2016 2016
znamienko pri neparnych mocninach v/2. Vynasobime (\f — 1) a (\/Q + 1) :

<\/§71)2016 <\/§+1>2016:<A73\/§> <A+B\/§>’

(a-) (a0))™ -,
(2 - 1)2016 — 42 _op?
A? —1=2B%
A teda dostédvame

(\/571)2“6 = (A-BV2) = VAT - V2B? = VAT - /A2 1.

Hladana dvojica prirodzenych ¢&isel je A2 a A2 — 1.
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PozNAMKY:

Mnoho rieseni pouzivalo indukciu vSemoznymi spésobmi. Castou chybou potom bolo, Ze ni¢ ne-

predpokadali o &slach pod odmocninou. Po vynésobeni (vVk — vk — 1)(v/2 — 1) s¢itali najprv leny

s V2 a potom tie bez. Nakoniec obe ¢isla umocnili na druhti. Takto dostali dve ¢isla, ktoré sa

navzajom lisili o 1. Bohuzial ale zabudli dokézat, Ze s prirodzené (na to bolo treba postupovat

trocha opatrnejsie alebo eSte raz pouzit iny, zvlast elegantny postup, ktorym by si vysluzili +4).
(Marta Kossaczka)

Uloha 7. (6; 4; 3,33; 5,0)
Piirozené é&islo n nazveme tiituctové, jestlize pro kazdé prvodislo p, které déli n, plati, ze p36 délin a

p37 uz ne. Rado a Matéj maji kazdy kone¢nou mnozinu svych oblibenych t¥ituctovych &isel. Zjistili,

ze oba maji ve svych mnozinach stejny pocet ¢isel. Navic se soucin vsech ¢isel v Radové mnoziné
rovna soucinu vsech c¢isel v Matéjové mnoziné, zatimco soucty cisel v jednotlivych mnozinach jsou
ruzné. Ukazte, Ze se soucet Cisel z Matéjovy mnoziny lisi od souctu c¢isel z Radovy mnoziny alespon
o milidn. (Rado Svarc)
RESEN(:

Uvazujme mnozinu prvoéisel P = {2,3,5,7,13,19,37} a vSimnéme si, Zze pro kazdé p € P plati
p—1] 36. To znamena, e pro kazdé n € N a p € P existuje k takové, ze n36 = k=1 = (nk)p_l.
Pokud p | n, tak mdme n36 = 0 (mod p), v opaéném ptipadé z Malé Fermatovy véty plyne
n36 = (nk)p71 =1 (mod p).

Symbolem wvp(n) budeme znacit p-valuaci ¢isla n.3 7 definice t¥ituctového ¢&isla vime, Ze pro p
prvodislo a n tfituctové plati v,(n) € {0,36}. To také znamena, ze kazdé x t¥ituctové lze zapsat
jako y36 pro né&jaké y € N. I toho vyuzijeme v diikazu nasledujiciho pomocného tvrzeni.

Lemma. Bud X néjakd mnozina tiituctovych cisel a p € P. Ozna¢me & pocet takovych x € X,
pro néz plati p { x. Potom plati

Z z=¢ (mod p).

zeX
Diikaz. Definujme X, = {z € X : p| x} jako mnozinu véech ¢isel z X délitelnych p a X, jako jeji
doplnék v X. Potom
PSP P
zeX reXy g;eXI’7

Podivejme se na rovnost modulo p. Vime, ze kazdé = € X, je kongruentni s nulou, takze i cela
suma nadm do souctu prispéje nulou. Proto

ZmE Z z (mod p).

zeX zGX;7

Protoze kazdé z € X je tiftuctové, existuje takové y € N, ze x = 336, Tedy

> am X

/ 36
xeXp Yy 6X1/>

Ale pro = € X;) plati p { z, takZe pokud = = y3%, pak i p{ y. A podle prvniho odstavce vime, ze

dooz= > 1=|X]| (mod p),

/ ’
zeXp IGXP

pak y36 =1 (mod p), tedy

3To znamena nejvétsi pfirozené &islo a takové, ze p® | n.
8
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ale protoze |X,| = £, dostavame

Saz¢ (modp),

coz jsme chtéli dokazat. O

Vime, Ze soudin ¢isel z mnoziny R (jako Radova ) je stejny jako souéin ¢&isel z mnoziny M (jako
moje). Oznac¢me tento soulin jako II. Nyni uvazujme pevné prvocislo p € P, definujme p jako
pocet ¢isel z R délitelnych p a analogicky u jako pocet Cisel z M délitelnych p. Nakonec oznac¢me
¢ = vp(II). Protoze pro tiituctova &isla n je vp(n) € {0, 36}, vidime, Ze ¢ = 36p, ale symetricky i
¢ = 36u. A z toho vyplyva p = u.

Definujme Sjs jako soucet cisel z M a Sp jako soucet ¢isel z R. Potom podle lemmatu plati
Sy = |M| — p (mod p) a Sgp = |R| — p (mod p). Ale protoze p = pu a |M| = |R|, dostavdme

Sy =Sr (mod p).

Posledni kongruence plati pro kazdé p € P, a proto podle Cinské zbytkové véty plati i pro jejich
soufin, tedy
Sy =Sr (mod2-3-5-7-13-19-37).

Ale protoze vime, ze Sy # Sg, musi se lisit alespon 0 2-3-5-7-13-19-37 = 1919190 > 1000000,
¢imz jsme dokazali tvrzeni ze zadani.

Poznamka. Kdybychom misto Malé Fermatovy véty vyuzili Eulerovu vétu pro éisla 5, 7, 8, 13,
19, 27 a 37, dostali bychom silngjsi odhad, Ze se sou¢ty musi lisit alespont o 69090840. (A také
bychom si vyslouzili +i.)

POzZNAMKY:

Jak sami vidite, iloha nakonec az tak tézka nebyla, pfesto pfisla pouze ¢tyfi spravna reseni. Je to
asi proto, ze zadani vypadalo hodné nepfistupné (,,Co je to za divné podminky?“, ,Proc¢ zrovna
exponent 367“). Pokusim se nastinit, jak se na feSeni dalo prijit.

Na rozdil od skutec¢ného vyzkumu, kdy clovék nevi, které parametry jsou dulezité, a které naopak
nikoli, u olympiddnich tloh je typicky nutné vyuzit vsechny podminky ze zadani. Pokud tedy zadani
obsahuje mnoho riznych podminek, tak sice vypada neprivétive, ale jen premysleni nad tim, proc
jsou zadané zrovna takové podminky, mize ¢lovéka navést na spravnou cestu.

Pro¢ je naptiklad exponent zrovna 367 KdyZ na konkrétni konstanté vlastné moc nezdlezi, byva
v olympiadach zvykem pouzit aktualni letopodet.* Takze ¢im je é&islo 36 zajimavé? Je to druha
mocnina, ale predevsim ma& relativné hodné délitelii. A protoze kazdé cislo v Maté&jové i Radové
mnoziné je tvaru y3¢, mizeme si s pomoci aritmetiky exponentii predstavit, ze pracujeme s réiznymi
mocninami (druhymi, tfetimi, ¢tvrtymi, Sestymi, ... ), coz navadi na néjaké pouziti Malé Fermatovy
véty.

Dalsi zajimava podminka je ta, ze se souciny &isel v obou mnozinach rovnaji. Uloha je jisté z teorie
Cisel a tam se typicky vyuzivaji prvocisla. Tak se podivejme na néjaké pevné prvocislo p a uvédomme
si, ze (diky tFituctovosti) obsahuji obé mnoziny stejny pocet ¢isel délitelnych p. A protoze maji obé
mnoziny stejnou velikost, je v nich i stejny pocet ¢isel nedélitelnych p.

Tim jsme viceméné vytézili zadani (jesté je potieba véfit, ze kdyz je milion napsany slovem, tak
to viceméné znamend néjaké veliké ¢islo, a moc se tim nezabyvat). Najednou uz toho ale vime
opravdu hodné, a to jsme zatim zadnou prevratnou myslenku nepfedvedli, jen pfimocaré uvahy.

4Dokonce i do feSeni/vysledkl se ¢asto vloudi — vidite-li podivnou tlohu, jejimz FeSenim maji byt
néjaka konkrétni éisla, zkuste, zda pravé aktudlni letopocet ndhodou nevyhovuje.
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A presto se tloha najednou zda byt mnohem pfistupnéjsi: Mame néjaké dvé mnoziny specidlnich
Cisel takové, ze pro kazdé prvocislo p je v obou stejny pocet prvki délitelnych p i stejny pocet prvka
nedélitelnych p.
Ted uz musi pfijit ten napad, Ze mezi déliteli ¢isla 36 je plno &isel tvaru p — 1, zkusit se podivat na
soucty modulo piisluind prvoéisla, vzpomenout si na Cinskou zbytkovou vétu a zajasat, Ze soucin
pouzitych prvocisel je skutec¢né vétsi nez milién.
Doufam, ze vsichni, ktefi se strasidelnéjsiho zadani zalekli, ho pristé naopak zkusi vyuzit ve svij
prospéch.

(Matéj Konecny)

Uloha 8. (17; 7; 1,82; 1,0)
Najdéte vsechna prirozend a takova, Ze pro kazdé prirozené n vétsi nez 4 plati
2n —n? | a™ —n®
(Rado Svarc)
RESEN(:
Méjme a, které vyhovuje podmince v zadani. Zvolme n = p(p — 1) + 2, kde p je liché prvocislo,
které nedéli a a pro které plati p > |2“ — a2|. Protoze p > 3, je n > 8 > 4, takze n muzeme dosadit
do vztahu v zadani a plati 2" — n? | a® — n®. Pro kterékoliv b takové, Ze p { b, odvodime platnost
vztahu
pPP=H2 — (p(p—1) +2)° =6 2" (mod p);
jednak totiz z Malé Fermatovy véty dostaneme
pPP=DF2 = (PP p2 = b2 (mod p),
jednak z pravidel pocitani s kongruencemi plyne
(p(p—1)+2)"=2" (mod p).

Pokud za b dosadime 2, dostaneme 2" — n? = 22 — 22 = 0 (mod p), takze p | 2® —n? | a™ — n®.
Ovsem pokud za b dosadime a, dostaneme a™ — n® = a? — 2% (mod p), takZe spolu s p | a® — n®
dostavame p | a® — 2. Ale protoze p > |2% — a?|, musi byt a? = 2°.

Odtud vidime, #e a musi byt mocninou dvojky, tedy a = 2¢ pro néjaké nezaporné celé d. Dosazenim
ziskdme 22¢ = 22" neboli 2 = 2d.

Indukci ukazeme, #e pro k > 3 je 2¥ > 2k. Pro k = 3 skuteé¢né dostdvame platnou nerovnost
8 > 6. Pokud pro k > 3 tvrzeni plati, potom skuteéné 2¥+1 = 2.2% > 4k > 2(k + 1), kde posledni
nerovnost plyne z k > 1.

Aby tedy mohlo platit 2¢ = 2d, musi byt d < 3. Navic d = 0 zjevné nevyhovuje, co nas nechava
s moznostmi d=1ad=2nebolia=2aa=4.

Lehce ovSsem ovéfime, ze tyto dva ptripady podmince ze zadani vyhovuji. Pro a = 2 dostavame
v zadani vztah 2" — n? | 2" — n?2, ktery plati trividlné. Pro a = 4 chceme zjistit, zda je splnéno
2" —n2 | 4" —n?. To ale plyne z rovnosti

4" _ ot — (2n)2 _ (n2)2 _ (2n _ n2) (2n +n2) )
Jedind mozna feseni jsou tedy a = 2 a a = 4.
POZNAMKY:

Ulohu vytesilo pét lidi, tii zptisobem podobnym vzorovému (za coz byli odménéni +i) a dva lehce

mocninou dvojky, z ¢ehoz nasledné odvodili, ze pfi a > 4 by dostali vétsi cislo délici mensi kladné
&islo. (Rado Svarc)

10



Pruseciky

3. JARN{ SERIE VZOROVE RESENf{

Uloha 1. (81; 74; 2,75; 3,0)

Umistéte do roviny kruznici a libovolny pocet primek tak, aby vzniklo pravé pét priseciku a ty
tvorily vrcholy pravidelného pétithelniku. (David Hruska)

PRrRvN{ RESEN{:

Umistime do roviny kruznici. Podivame se, kde by mél vrcholy néjaky pravidelny pétithelnik ji
vepsany. V jednom z vrcholi zkonstruujeme te¢nu ke kruznici. Dalsi pfimku prolozime dvéma sou-
sednimi vrcholy. Posledni pfimku prolozime zbyvajicimi dvéma vrcholy. Ze symetrie pravidelného
pétithelnika plyne, ze pfimky jsou rovnobézné, a tedy zadné dalsi pruseciky nevzniknou.

DRUHE RESEN{:

Stejné jako v prvnim feseni umistime do roviny kruznici a podivame se, kde by mél vrcholy né&jaky
pravidelny pétithelnik ji vepsany. Jeden z vrcholl si vybereme. Potom vytvofime Ctyri pfimky —
kazdou z pfimek prolozime vybranym vrcholem a jednim ze ¢tyf zbyvajicich vrcholt.

o

11
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POzZNAMKY:

Uloha byla jednoduché a spravnych feseni piisla spousta. Nékteii se pustili i do konstrukce pétit-

neni viibec samoziejmé — tieba pravidelny sedmithelnik pomoci pravitka a kruzitka zkonstruovat

nelze. (Tonda Cesik)
Uloha 2. (71; 58; 2,44; 3,0)
V trojuhelniku ABC' plati |<<{BAC| = 32°. Vyska na stranu AB protind osu thlu u vrcholu A na
kruznici opsané trojuhelniku ABC'. Urcete velikost tthlu BC A. (David Hruska)

RESEN(:

Oznacme prusecik vysky na stranu AB s opsanou kruznici a osou uhlu <{BAC jako P a patu vysky
z C na p¥imku AB jako V. Body A, B, P a C lezi v tomto poradi na jedné kruznici (viz obrazek),
coz plyne ze zadani a z toho, ze AP je osou uhlu BAC'. Z véty o obvodovych thlech plyne

|<<BCP| = |[<BAP| = 16°.

|[<BAC| _
— =
Nyni z trojihelniku AVC vime

180° = |[KBAC| + |[<AVC| + |<BCP| + |[<BCA| = 32° +90° + 16° + |[<{BCA].

Uhel BCA ma tedy velikost 42°.

POZNAMKY:
Chtél bych podgkovat t&ém, kteii k FeSeni pfikladaji obrazky. Velmi to usnadiiuje opravovani (a vam
psani feSeni). Navic v obrazku jsou véci dohledatelné — jako tfeba kdyz se preklepnete pfi psani
uhlu apod.

Znovu chci pfipomenout, Ze feSeni spoc¢tené pocitacem ¢i GeoGebrou nebereme a bude hodnoceno
nulou, i kdyby bylo spravné. (Honza Kadlec)

12
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Uloha 3. (48; 40; 2,48; 3,0)
Na kruznici k lezi body A a B tak, ze AB neni prumérem k. Uvnitt kratsiho oblouku AB se
pohybuje bod Y. Spolu s nim se po k pohybuje i bod X tak, ze XY je vzdy priimérem k. Ukazte,

Ze existuje kruznice ¢ takova, ze prisecik AX a BY lezi na £ pro vSechny uvazované polohy bodu
X aY. (Rado Svarc)

RESENI:

Prise¢ik X A a BY oznacime P. Useka XY je primérem kruznice, thel X BY je tedy pravy. Uhel
AXB je pro vSechny polohy bodu X stejny, protoze je to obvodovy thel pfislusny k tétivé AB.
To znamenad, ze v trojuhelniku X BP se dva uhly pfi pohybu bodu X neméni, neméni se tedy ani
ten tfeti. Nyni si sta¢i vS§imnout, Zze body A a B se nepohybuji a tse¢ka AB je ze vSech moznych
bodu P vidét pod stejnym thlem. Protoze vsechny body P jsou ve stejné poloroviné urcené touto
useckou, lezi spolu s body A a B na jedné kruznici, jejiz polomér je dany velikosti thlu APB.

POZNAMKY:

Vsechna spravna reSeni, kterd nam prisla, vice ¢i méné kopirovala vzorak. V mnohych fesSenich se
stalo, ze autor naSel kruznici, na které bod P lezi, ale uz neukézal (a mnohdy ani nemohl, nebot
by to nebyla pravda), ze se tato kruznice pii pohybu bod@ X a Y nepohybuje.

Velmi ¢astym nesvarem bylo zavadéni znaceni, aniz by pfedem bylo popsano jinak nez nacrtkem,
jaké body a uhly dané symboly znaci. VétSinou je pfi pouzivani néjakého bodu, thlu ¢ pfimky,
ktera neni pojmenovana uz v zadani, vhodné, aby pfed jeho prvnim pouzitim bylo napsano, ktery
bod presné pojmenovavame. (Viki Némecek)

Uloha 4. (63; 55; 4,21; 5,0)

Na kruznici w se stiedem O lezi body A, B, C' a D tak, ze AB a C'D jsou navzajem kolmé prumeéry.
Bod M lezi uvnit¥ tusecky AB. Necht N je pruseéik CM s w ruzny od C. Te¢na k w vedend bodem
N protne kolmici z M na AB v bodé P. Ukazte, ze |PO| = |MC)|. (Rado Svarc)

RESEN(:

Ze vseho nejdiiv si uvédomme, ze pokud body O a M splynou, dokazované tvrzeni urcité plati.

Dale tedy predpokladejme, ze bod O je rizny od M. Nyni dokdZeme, ze ¢tyithelnik OCMP je

rovnobéznik, a tim vyfesime i nasi Glohu (protéjsi strany rovnobézniku jsou stejné dlouhé).

Dvé protéjsi strany OC a M P naSeho ¢tyfahelniku jsou ze zadani rovnobézné (obé jsou kolmicemi

na AB). Dokézeme to i pro druhou dvojici stran CM a PO. Nejprve si pov§imnéme, ze thly OM P
13
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a ONP jsou pravé. To proto, ze usecka M P je kolma na AB a NP je zase te¢nou na w v bodé N.
Podle Thaletovy véty tak body O, M, N a P lezi na spole¢né kruznici s prumérem OP. Proto také
|[<KOPM| = |KONM]| (jedna se o obvodové uhly nad stejnou tseckou). Stejné velké jsou i thly
ONC a OCN, jelikoz trojuhelnik OCN je rovnoramenny. Tedy thly OCN a OPM jsou shodné.
Piimky CM a OP tak protinaji dvé rovnobézky pod stejnym thlem, jsou proto samy rovnobézné
a OCMP je rovnobéznik.

POZNAMKY:

Mozna jste si povsimli, Ze na kruznici s prumérem OP lezi i bod D. Tuto pozoruhodnou vlastnost
jsme zaml¢eli, nebot ve vzorovém FeSeni nebyla potfeba. Nékteti z Vas ji vSak vyuzili spolu s faktem,
ze Ctyruhelnik OM PD je obdélnik. Jesté vice resitelt pak dokazovalo shodnost trojuhelnik M NO
a NMP.

Nakonec musim velké ¢asti FeSitelii vycinit, nebot pouze tfi z vas zminili, ze body M a O mohou
splynout. Jakkoli je tento pfipad jednoduchy, ve spravném reseni by nemél chybét, protoze obecny
ditkaz pro néj obvykle nefunguje nebo je pfinejmensim problematicky (napfiklad jiz nemuzeme

argumentovat uhly OMP ¢ MOC). (Vasek Rozhori)
Uloha 5. (54; 48; 3,76; 5,0)
Uvnitf ¢tverce o strané 1008 lezi 2016 tusecek délky jedna. Ukazte, ze existuje piimka rovnobézna
s nékterou stranou étverce, kterd protina® alespoii dvé ze zadanych tisecek. (Rado Svarc)
RESEN(:

Ocislujme si tsecky ¢isly od 1 do 2016. Pro kazdou tsecku ¢ ozna¢me x; jeji kolmy primét na dolni
stranu ctverce, y; na stranu pravou.

5Prisecikem s useckou mize byt i jeji krajni bod.
14
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i/
/ Yi

Ti

Jelikoz usecky maji délku jedna a usecky ¢, x; a y; tvofi (pfipadné degenerovany) pravouhly troj-
thelnik, z trojihelnikové nerovnosti dostavame, ze

zi+yi 21
pro kazdé i od 1 do 2016. Secteme-li tyto nerovnice, dostaneme

2016
> (@i + i) > 2016. [1]

1=1

Pro spor predpokladejme, ze zddnd pfimka rovnobéznd se stranami Ctverce neprotind dvé ruzné
usecky. Potom se ale zadné dva kolmé praméty tsecek na jednu stranu ctverce nesméji protinat
(ani dotykat krajnim bodem), tudiz nezabiraji celou stranu. Proto musi platit

2016 2016
> @i < 1008, > yi < 1008.
=1 =1

Jejich seCtenim dostaneme

2016
> (@i + i) < 2016.

1=1

Coz je ovSem spor s [1]. Tudiz hledana pfimka musi existovat, coz jsme méli dokazat.

POZNAMKY:

Prestoze uloha patfila mezi leh¢i pétibodovky, prislo pomérné dost castecné ¢i zcela Spatnych
feSeni. NejcCastéjsi chybou bylo dokazani existence primky pro ,nejhorsi“ pfipad, tj. situace, kdy
jsou vSechny tsecky rovnobézné se stranami. OvSem jednak je tieba vyfesit vSechna rozmisténi
useéek (nebo alesponi dokdzat, ze je skuteéné ,nejhorsi“) a také tento pfipad nemusi byt nutné
nejhorsi. Pri dodrzovani rovnobéznosti vsech tsecek se stranami by nebylo mozné umistit ani 2015
usecek, pri¢emz pokud by jedna z tsecek byla o libovolné maly kousek kratsi, tak lze dokonce
umistit vsech 2016.

Druhym prohieskem bylo opomenuti rovnosti u trojihelnikové nerovnosti, za coz jsem strhnul
bod tém, ktefi neukazali, ze soucet vsech délek musi byt ostfe mensi nez 2016, tudiz jejich spor
nefungoval. (Tomés Novotny)

15
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Uloha 6. (41; 40; 4,68; 5,0)
Konvexni ¢tyfuhelnik ABCD splituje |AB|+|CD| = |BC|. Ozna¢me priise¢ik os tthlii ABC a BCD

jako E a prusecik polopfimek BA a CD jako F. Dokazte, ze FAED je tétivovy ¢tyfahelnik.
(Rado Svarc)

RESENT:
Diky podmince |AB| + |CD| = |BC| umime na BC najit takovy bod R, Ze plati |AB| = |BR]
a |RC| = |CD|. Protoze |AB| = |BR|, |<ABE| = |<EBR)| a |BE| = |BE|, jsou z véty sus
trojuhelniky ABE a RBE shodné. Analogicky dostaneme shodnost trojuhelnikit DCE a RCE.
Potom ale |<BAE| = |<{BRE| a |<CRE| = |<{CDE|. A dale

|[<FAE| =180° — |<BAE| = 180° — |<<BRE| = |<ERC| = |<EDC| = 180° — |[<EDF|.
Z toho uz plyne, ze FAED je tétivovy ¢tyithelnik.

F F

R R

NASTIN JINEHO RESEN{:

Opét zkonstruujeme bod R tak jako v predchozim feSeni. Protoze trojuhelniky ABR a RCD jsou
rovnoramenné, je osa {ABR zéaroven osou usecky AR. Protoze FE lezi na ose {ABR, lezi i na ose
AR. Analogicky F leziina ose RD. Proto je E stiedem kruznice opsané AARD, takze lezi i na ose
AD. Protoze E je pruseéik os uhlt <{FBC a <{BCF, jedna se o stfed kruznice vepsané ABFC.
Proto lezi i na ose thlu <CFB.

Pokud |FA| # |FD|, pak E je jediny priise¢ik osy AD a osy <{AF D, takze se jedna o Svréktv bod
v trojihelniku AF D. Tudiz lezi na kruznici opsané AAF D a jsme hotovi. Pokud |F'A| = |FD|, jsou
A, R a D body dotyku kruznice vepsané ABFC' se stranami. Proto |<EAF| = |<EDF| = 90°,
takze A a D lezi na kruznici nad primérem EF a jsme hotovi.

PozNAMKY:

Potésilo mne, ze naprostd vétsina doslych feseni si vyslouzila ¢tyfi body a vice. Mnozi jste thlili
pres thly {TAED a <{AF D, coz bylo obvykle trochu slozitéjsi a osklivéjsi. Ti, ktefi postupovali
jednim ze vzorovych pfistupt, jez vyzadovaly jen velmi malo thleni, si vyslouzili i¢ko. P¥i druhém
pfistupu bohuzel vsichni aZ na Frantiska Coufa zapomnéli na vyjimku v pfipadé |AF| = |DF|,
¢imz si vyslouzili paradoxni ohodnoceni 4 + 3. (Rado Svarc)
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Uloha 7. (17; 15; 4,12; 5,0)
Uvnitf strany AC trojihelniku ABC' lezi bod D. Necht P je priisecik os thliit BAC a BDC a Q je
prusecik os uhla BCA a BDA. Ukazte, ze stred M usecky PQ spliiuje |M D| > |MBj.

(Rado Svarc)

RESEN(:
Osy vedlejsich thla jsou na sebe kolmé, takze DQ L DP. Bod M je proto jakozto stfed prepony
stfedem kruznice opsané pravouhlého trojuhelniku PQD. Protoze bod @ lezi na pfislusnych osach

uhld, je stfedem kruznice pfipsané strané BD v trojuhelniku CBD, takze BQ je osa thlu vedlejsiho
k <<{DBC. Analogicky je BP osou thlu vedlejsiho k <{ABD. Pro thly u vrcholu B spocteme

360° — |<TABC|
2

<{ABC
|<<PBQ| = = 180° — g > 90°,
protoze |[<TABC| < 180°. Jelikoz je <P BQ tupy, lezi bod B uvnitt kruznice nad primérem PQ. To
znamena, ze UseCka M B je kratsi nez polomér zminéné kruznice, coz je mimo jiné hodnota |M D).

POZNAMKY:

Témér vSechna spravna feSeni postupovala podobné jako vzorové, které neni slozité, ale trochu
trikové. Asi proto se seSlo jen sedmnéct feSeni a jejich velkd vétsina byla hodnocena péti body.
Pouceni z feSeni plyne asi takové, Ze osy thla jsou dobré — generuji dalsi osy a ¢asto i pravé uhly.
A na konec moje prosba a vyzva vSem geometriim: ,Kreslete do feSeni obrazky! Zejména pokud

pouzivate hodné znaceni a definujete si objekty, které nejsou v zadani. (David Hruska)
Uloha 8. (14; 3; 1,36; 1,0)
V roviné lezi 2016 jednotkovych kruznic tak, ze se zadné dvé nedotykaji a kazda protina alespon
tii jiné. Kolik nejméné prisecikit mohou urcovat? (Rado Svarc)
RESENT:

Dokéazeme, ze hledanym cislem je 2016. Dikaz se bude skladat ze dvou c¢asti. Nejprve dokazeme,
ze 2016 pruseciku 1ze dosdhnout (najdeme takové rozmisténi kruznic) a potom dokazeme, ze kazdé
rozmisténi obsahuje alesponn 2016 prusecika.

Definice. Méjme néjaké rozmisténi n kruznic v roviné. Takové rozmisténi oznacime jako vyhovu-
jict, pokud se zadné dvé kruznice nedotykaji a kazda protina alespon 3 dalsi.

Tvrzeni. Existuje vyhovujici rozmisténi 2016 jednotkovych kruznic, které urcuje 2016 priisecikii.
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Dukaz. Pouzijeme 504 kopii konfigurace ¢tyt kruznic z obrazku, pficemz jednotlivé kopie se na-
vzadjem nedotykaji ani neprotinaji. Protoze kazda kopie urcuje 4 pruseciky, budeme mit skutecné
2016 prusecika.

Nyni je jen tfeba ukézat, ze jsou kruznice skute¢né jednotkové. A na to nejprve musime konfiguraci
poradné popsat:

Méjme jednotkovou kruznici k se stfedem O, které vepiSseme pravidelny Sestithelnik ABCDFEF'.
Nésledné nakreslime kruznice opsané trojuhelnikim ACO, CEO a EAO.

Nyni dokdzeme, ze kruznice ACO (analogicky pak i CEO a EAO) je jednotkova. Ozna¢me tuto
kruznici l. S k mé [ spoleénou tétivu AC'. A protoze ABCDEF je pravidelny Sestithelnik se stfedem
O, jsou trojuhelniky AC'B a ACO shodné, tedy specialné tétivé AC na kruznici k i [ p¥islusi stejny
obvodovy thel, a proto jsou k a [ shodné, coz znamena, ze [ je také jednotkova.

Nez se pustime do spodniho odhadu, dokdzeme si jedno pomocné lemma.

Lemma. Méjme vyhovujici rozmisténi n kruznic a k bud néjakd z nich. Dale ozna¢me xj, pocet
pruseciku, které lezi na k, a libovolny z téchto prisecikii nazvéme A. Pak bodem A prochézi nejvyse
xy, kruznic.

Dukaz. Kazda kruznice | # k, kterd prochazi A, tam k protind. A protoze se ziddné dvé kruznice
nedotykaji, ma I s k i druhy prusecik (ozna¢me ho B). Bodem B neprochézi zadna dalsi kruznice,
kterd prochazi A, protoze dva rizné body urcuji maximalné dvé rizné jednotkové kruznice. Proto
kazdé kruznici rizné od k a prochézejici A muzeme prifadit unikatni pruseéik na k rtzny od A.
Takovych prusecikii je zx — 1, a proto je kruznic prochézejicich A maximalné x (k a x; —1 dalsich).
Tvrzeni. Kazdé vyhovujici rozmisténi n jednotkovych kruznic urcuje alespori n pruseciku.
Dikaz. Pokud néjaké dvé kruznice splyvaji, tak vytvareji nekone¢né mnoho pruseéiki, tedy dale
predpokladejme, ze zadné dvé kruznice nesplyvaji.

Kazdy prisecik od nas dostane jedno euro,® které spravedlivé rozdéli véem kruznicim, které pies
néj prochazeji. (Tedy pokud priseéikem prochazi z kruznic, kazda dostane %€) Spocitame dvéma
6Nebo libovolnou jinou ménu podle toho, co zrovna mame k dispozici.
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zpusoby, jak bohatd je nase konfigurace. Celkovy pocet eur je ziejmé stejny jako pocet pruse-
¢ikt. Nyni odhadneme pocet eur pomoci poctu kruznic. Dokazeme, ze kazda kruznice ma celkovou
hodnotu alespon 1€.

Vezméme si néjakou kruznici k a oznacme xj pocet prusecikil, které na ni lezi. Podle lemmatu
kazdym prusecikem prochazi maximéalné xj kruznic, a proto k od kazdého pruseciku dostane alespon
i €. To znamena, ze celkem dostane alespon xj - i = 1€. A tedy celkovy pocet eur v nasi
konfiguraci je vétsi nebo roven poctu kruznic. Tedy i pocet pruseciku je alespon pocet kruznic, coz
jsme chtéli dokézat. O

Dikaz. (Alternativni, podle Filipa Bialase.) Méjme vyhovujici rozmisténi n jednotkovych kruznic.
Kazdé kruznici pfitadime néjaky prusecik tak, Ze zZddnym dvéma kruZnicim nepfifadime stejny
prusecik.

Zvolme si néjaky smér v roviné tak, aby nebyl rovnobézny s zaddnou spojnici dvou stfed kruznic
nebo dvou priisec¢ikli. To jisté muzeme udélat, nebot stfedt i pruseciki je jen koneéné mnoho
(predpokladéme, ze zddné dvé kruznice nesplyvaji). Stfedem kazdé kruznice vedme piimku s timto
smérem. Pro kruznici k oznac¢ime pfislusnou p¥imku p(k). Plati p(k) # p(l) pro k # [, protoze
smér pfimky neni rovnobézny se spojnici zddnych dvou stfedt. Nyni kruznici k prifadime takovy
z pruseciku lezicich na k, ktery je k p(k) nejblize. (ProtoZe k neni rovnobézné s zddnou spojnici
dvou priseciki, je toto zobrazeni dobfe definované.)

Sporem ukazeme, ze nase zobrazeni je prosté. Predpokladejme, ze mame dvé rizné kruznice k,[ a
obéma jsme prifadili stejny prisecik A. Ten lezi na obou z nich, a tedy existuje jesté jejich druhy
spole¢ny prusecik B. Oznacme Sy, S; stfedy k,l a S stfed usecky SiS;. Stfedova soumeérnost se
stfedem v S na sebe pfevede kruznice k, 1, pruse¢iky A, B i pfimky p(k), p(l). Pfedpokladali jsme,
ze d(A,p(k)) < d(B,p(k)) a zarovenn d(A,p(l)) < d(B,p(l)). Po pouziti stfedové soumérnosti se
z prvni nerovnosti stane d(B,p(l)) < d(A,p(l)), coz je spor s druhym pFedpokladem.

O

POZNAMKY:

Prekvapilo mé, jak malo feseni prislo — od iKSkait, vitéztt MO a aspirant na misto v IMO tymu
jsem cekal vic. Mozna si roli zahral nabity program cely mésic pfed terminem odeslani.
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Ackoliv to zni jako klisé z pozndmek opravovatele, skuteéné si nemyslim, ze by tloha byla nedatelna.
Na konstrukci se rozhodné pfijit d4 (stacilo to na 1 bod) a je docela uvéfitelné, ze to 1épe nepujde.
To je samozfejmé tfeba dokazat. Dikaz s eury mi prijde dost trikovy (prestoze dvé ze t¥i spravnych
feSeni pouzivala ten), ale feSeni Filipa Bialase se mi moc libi pfedevsim svou pfimocarosti:

Chci ukézat, ze pruseciku je alespon tolik jako kruznic. Tak se pfirozené nabizi kazdé kruznici
priradit unikatni prusecik. Dava smysl ptifazovat kruznici prusecik, ktery na ni lezi. Tak si vezméme
néjaké takové zobrazeni a podivejme se, co se stane, kdyz dvéma kruznicim pfifadi stejny prasecik.
Ten prusecik lezi na obou kruznicich, ale tyto kruznice maji jesté druhy spoleény prusecéik. Takze
by bylo super, kdyby zobrazeni jedné ptiradilo jeden priise¢ik a druhé ten druhy. A ted si staéi
vzpomenout, Ze olympiddni ilohy z kombinatorické geometrie se obvykle fesi néjakym extremalnim
principem, a prijit s tou spravnou myslenkou. (Matéj Konecny)
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Do nekonecna a jesté dal 3

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENf{

Uloha 1. (15; 14; 4,13; 5,0)
Rekneme, #e mnozina X C R je shora omezend, pokud existuje realné cislo, které je vétsi nez
vSechny prvky dané mnoziny. V opa¢ném pripadé iikame, ze je X shora neomezend. Necht je ddna
shora neomezena mnozina X C R. Dokazte, Ze existuje jeji spocetnda podmnozina, ktera je stale
shora neomezena. Vysvétlete, jak pfitom pouzivate axiom vybéru. (Mirek Olsdk)

RESEN(:
Pozadovanou mnozinu sestrojime postupnou konstrukci. Tu nejprve popiseme neformalné a teprve
potom se podivame na to, kde se v ni vyuzil axiom vybéru.

Powmoct VICEZNACGNE FUNKCE:

Mnozina X musi obsahovat ¢islo vétsi nebo rovné nule, jinak by byla shora omezena nulou. Ozna¢me
takové Cislo ag. Dale musi X obsahovat i ¢islo vétsi nebo rovné jedné, jinak by byla shora omezena
jednickou. Oznac¢me takové ¢islo a;. Kdyz toto provedeme pro kazdé n € w, bude mnozina A =
{an : n € w} mit obé pozadované vlastnosti. Je spocdetna, protoze jsme ji sestrojili jako obraz
spocetné mnoziny. (K tomuto se vracime na konci této ¢asti vzoraku.) A pro kazdé kladné redlné
¢islo @ je ary) > [2] > a. (Pouzity symbol oznacuje horni celou ¢ést ¢isla x, tj. nejmensi celé Cislo,
které je vétsi nebo rovno z.)

Kdy jsme pouzili axiom vybéru? Pochopitelné ve chvili, kdy jsme z prvki mnoziny X volili ngjaky,
ktery je vétsi nez dané n. Nejsnazsi zpusob formalniho zapisu je nejprve definovat vicezna¢nou
funkei” f:w — X, kterd prirozenému ¢islu n prifadi vSechna cisla lezici v X vétsi nebo rovna
n. Z ni umime podle tvrzeni z kapitoly Postupné vybirani vybrat béznou jednoznacnou funkci
fiw — X. Ta kazdému ptirozenému éislu pfifazuje néjaky konkrétni vétsi nebo stejné velky prvek
X. Nic nam tedy nebrani definovat a, = f(n).

Axiom vybéru jsme tedy vyuzili skryté — ve formé tvrzeni o vybéru funkce z vicezna¢né funkce,
v jehoz diikazu je axiom vybéru esencialni souc¢asti. Mohlo by se zdat, ze ho potfebujeme i na dikaz
spocetnosti sestrojené mnoziny. Kdyz totiz vime, Ze existuje ne nutné prosté zobrazeni z w na A
a chceme ukéazat existenci prostého zobrazeni A do w, nabizi se vyuzit cviceni 1, jehoZ feSeni také
vyuziva vybér funkce z viceznacné funkce. Nic takového ale délat nemusime. Pro prvek a z mnoziny
A muzeme totiz definovat g(a) jako nejmensi takové n, Ze an = a. VyuZitim dobrého usporadani
mnoziny w jsme se tak vyhnuli pouziti axiomu vybéru pfi konstrukci prostého zobrazeni g: A — w.

PRIMYM POUZITIM AXIOMU VYBERU (PODLE FILIPA BIALASE):

Nabizi se i jiny zpusob konstrukce. Muzeme si fici, ze se podivame mezi nulu a jednicku; pokud
tam lezi alespon jeden prvek X, néktery vybereme a pfihodime ho do konstruované mnoziny. Pak

"Viz teti dil seridlu, kapitola Postupné vybirani.
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se podivame mezi jednicku a dvojku a pokud tam najdeme néjaké ¢islo, zase ho pfidame k tém uz
vybranym. Tento postup se da formalizovat pfimo pomoci axiomu vybéru.

Priniky mnoziny X s intervaly (¢,% + 1) pro ¢ € Z ozna¢me X;. Mnozinu Y sestrojime tak, Ze na
X pouzijeme axiom nahrazeni se zobrazenim f, které kazdému x € X prifadi to X;, v némz x lezi.
Tim jsme ziskali mnozinu Y, ktera obsahuje pravé ta X;, ktera jsou neprazdna. Proto jde o mnozinu
obsahujici neprazdné disjunktni mnoziny, takze mtizeme pouzit axiom vybéru. Ziskavame mnozinu
reprezentantiu B.

Ta ma obé pozadované vlastnosti. Spocetna je, protoze kazdému jejimu prvku mizeme pfifadit celé
éislo (a sice ¢islo intervalu X, jehoz reprezentantem tento prvek je). A kdyby byla shora omezena,
Slo by ji omezit néjakym celym cislem n; potom bychom ale védéli, ze vSechny mnoziny X; pro
i > n byly prazdné, takze X neobsahovala zadné cislo vétsi nez n. To je ve sporu s neomezenosti
X.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla v poradku. Mirné mé prekvapilo, Ze mélokdo zvolil cestu pomoci vice-
znacnych funkci, i kdyz se v seridlu vyskytovaly opakované a prace s nimi mi pfijde intuitivnéjsi
nez pfimé pouzivani axiomu vybéru. Vétsina feSitelit postupovala podobné jako druhé ze vzorovych
feSeni.

Opakované jsem se setkaval s nékterymi chybami. Dva z fesitelii se spokojili se zkonstruovanim ros-
touci posloupnosti a prohlésili, Ze ta je nutné shora neomezenéa. To ale neni pravda — protiptikladem
je posloupnost a, = —1/n. Druhym problémem byla snaha konstruovat posloupnost ,postupné“:
Nejprve vybereme prvek xg, potom prvek x; vétsi nez o + 1, ... Ano, pfesné takto by ¢lovék
k tloze pristoupil, kdyby nemusel vysvétlovat, jak vyuziva axiom vybéru. Uvédomme si ale, Ze
kdykoliv mame pevné ¢islo x, pak k nalezeni ¢isla vétsiho nez x + 1 axiom vybéru nepotfebujeme
— jedna se o kone¢ny vybér, o kterém se pise hned na druhé strance tfetiho dilu seridlu. K ¢emu
je tedy axiom vybéru potfeba? K tomu, abychom dokazali provést vsech spocetné mnoho vybéri.
Pokud chceme posloupnost vytvaret postupné, je nejsnazsi zacit viceznac¢nou funkci, ktera kazdému
z € X prifadi vSechny prvky X vétsi nez = + 1. Timto zpisobem tlohu zcela spravné vyresili Petr
Gebauer a Radek Olsak. Tém, ktefi nevysvétlili, jak axiom vybéru pouziji, a tvrdili, Ze ho potfebuji
pii kazdém jednotlivém vybéru, jsem strhl dva body.

(Kuba Krasensky)

Uloha 2. (9; 6; 3,22; 5,0)
Dokazte, ze Ize mnozinu vsech kladnych realnych ¢isel rozdélit na dvé disjunktni neprazdné mnoziny
A a B tak, aby byly obé uzaviené na s¢itani. Tim myslime, Ze musi platit ap+a1 € Aabg+b1 € B
pro vSechna (ne nutné rizna) ag,a1 € A, bo,b1 € B. (Mirek Olsék)

RESENT POMOCE BAZE R NAD Q:

Necht M je baze R nad Q, tj. kazdé redlné ¢islo se da pravé jednim zptisobem zapsat jako linearni
kombinace prvku z M, kde koeficienty jsou racionalni a jen kone¢né mnoho z nich je nenulovych.
Existenci baze M jsme dokazali v kapitole Netrividlni feseni Cauchyho rovnice.

Vyberme néjaké ¢ € M a rozdélme mnozinu Rt na dvé podmnoziny A, B nasledujicim zptisobem:
Mnozina A bude obsahovat kladna redlna ¢isla, kterd maji nezadporny koeficient u ¢, a mnozina B
ostatni kladné realna ¢isla.

Ukazeme, ze zvolené podmnoziny spliuji podminky zadani. Zfejmé jsou disjunktni a jejich sjed-
nocenim je Rt. Maji-li dvé ¢isla stejné znaménko koeficientu u ¢, plati totéz i pro jejich soudcet,
nebot linedrni kombinaci sou¢tu dostaneme séitanim koeficientt ,po slozkach®; proto jsou A a B
uzaviené na scitani. Zbyva jesté ukazat, ze A a B jsou neprazdné. Necht d € M je nenulové a
rizné od ¢ (nula v bazi stejné byt nemize, protoze pak by Slo napf. nulu zapsat vice zptisoby jako
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k- 0 pro riizna k). Dale vybereme q € Q takové, ze q - d > |c|. Potom 0 < q-d + ¢ € A a zaroveni
0 < g-d—c € B, takze jsou obé mnoziny opravdu neprazdné.

RESENT POMOCT ZORNOVA LEMMATU (VOLNE PODLE PETRA GEBAUERA A KUBY LOWITA):
Mnozinu M nazveme dobrou, pokud spliuje néasledujici podminky:
(1) M C RT.
(2) M je uzaviend na s¢itani.
(3) M neobsahuje zadné raciondlni ¢islo.
Ozna¢me S mnozinu vSech dobrych mnozin, na které definujeme uspofddani inkluzi. Necht R je
fetézec v S. Potom (J,cr M = T také nalezi S, nebot:

(1) T CRT.

(2) Jestlize a,b € T, znamen3 to, ze najdeme L, M € R tak, ze a € L, b € M. Protoze R je
fetézec, plati L C M nebo M C L; vétsi z mnozin L, M tudiz obsahuje a i b. Potom tato
vétsi mnozina obsahuje i a + b, takze a + b € T. Mnozina T je tudiz uzaviena na scitani.

(3) Kdyby T obsahovala raciondlni ¢islo ¢, muselo by ¢ lezet v nékteré mnozing M € R, coz
je spor. Proto T neobsahuje zadné racionalni cislo.

Miizeme tedy aplikovat Zornovo lemma na mnozinu S. Protoze {v/2-n : n € w} € S, mtizeme nalézt
maximalni prvek Mo spliujici navic {\/in :n € w} C Mp. Ukdzeme, ze My a Rt \ My predstavuji
vyhovujici rozdéleni mnoziny RT. Obé& zminéné podmnoziny jsou zfejmé neprazdné a disjunktni,
jejich sjednoceni tvoti Rt a My je uzaviena na séitani, staci proto ukazat, ze je RT\ My uzaviend na
s¢itani. Pro spor predpokladejme, Ze existuji a, b € RT\ M takova, ze a+b = mg € My. Kdybychom
do My pridali prvek a spolu se vSemi soucty tvaru na+m, kde n € w, m € Mo, dostali bychom zase
mnozinu uzavienou na séitdni. Diky maximalité dobré mnoziny My tedy museji existovat n; € w
a m1 € Mp takova, ze m1 +nia = q1 € Q. Obdobnym argumentem zajistime existenci ng € w a
mo € My takovych, ze ma + nab = g2 € Q. Nyni plati

ningmo + nami +nime = na2(nia +mi) + ni(neb +ma) = n2q1 +n1g2 € Q,
cozZ je ve sporu s uzavienosti mnoziny Mo na s¢itani.

POzZNAMKY:

Vsechna dosla feSeni se podobala jednomu nebo druhému vzorovému feseni. Cést toho prvniho, ve
které dokazujeme neprazdnost dil¢ich podmnozin, mizeme zkratit volbou baze, kterd obsahuje 1
a V2, a naslednym pouzitim téchto prvku jako ¢, d. Pak totiz miZeme pfimo vyjmenovat nékterd
¢isla, ktera patii do A ¢i B. Takovou bézi ziskdme pomoci Zornova lemmatu jako maximéalni linedrné
nezavislou mnozinu obsahujici 1 a v/2.

Dvéma Gspésnym FeSenim vyuzivajicim Zornovo lemma jsem udélil 4+i. Chtél bych zde upozornit,
ze je dulezité zajistit, aby ,mnozina“, na kterou chceme aplikovat Zornovo lemma, byla opravdu
mnozinou, tedy aby se dala zkonstruovat pomoci zadanych axiomt. V nasem pripadé se pouzita
mnozina sestroji axiomem vydéleni z R*. Mnohdy to tak zfejmé neni a hrozi, ze pracujeme s ne-
vlastni tfidou, na niz Zornovo lemma pouzit nemuzeme.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

Uloha 3. (9; 6; 3,44; 5,0)
Dokazte, e Ize cely prostor R? ziskat jako sjednoceni néjaké mnoziny navzajem disjunktnich kruznic
s polomérem 1. (Mirek Olsék)
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RESEN{ (PODLE FILIPA BIALASE):

Po tfech dilech seridlu vime, ze |R X R x R| = ¢, tudiz mizeme sestrojit dobfe uspofadanou
posloupnost bodt prostoru, kterd ma délku ¢ a kazdy bod se v ni nachéazi pravé jednou.

Nyni chceme transfinitni rekurzi prifadit kazdému bodu x, kruzZnici ko takovou, ze zo € ko pro
kazdy ordinal « < ¢. Navic pozadujeme, aby kazdé dvé kruznice byly bud totozné, nebo disjunktni.
Vezméme tedy néjaky bod z. a mnozinu jiz piifazenych kruznic M, = {kg:8 < o}. Pokud
Za € U Ma, pak vezmeme jako ko onu jiz vybranou kruznici, kterd obsahuje zo. Staé¢i tedy roziesit
pfipad, kdy z jeSté neni pokryt zadnou kruznici. Zavedeme soustavu soufadnic se stfedem v zq
a uvazujeme vSechny roviny, které obsahuji osu z. Kazda takova rovina je urcena svou odchylkou
od osy z, kterou miizeme brat z intervalu [0, 7). Ziskdme tak kontinuum rovin prochéazejicich zq.
Jelikoz jsme zatim zvolili méné nez kontinuum kruznic, pficemz kazda kruznice lezi celd pravé
v jedné roving, existuje rovina neobsahujici zddnou z dosavadnich kruznic. Tuto rovinu oznacéme p.

Kazda z kruznic k£ nélezicich do M, mutzZe mit s rovinou p maximalné dva spolec¢né body. Bodu
v roviné p, které jsou jiz pokryty, je tedy jisté méné nez kontinuum. Mnozinu téchto bodt ozna¢me
Y. Bod z« lezi na kruznici k. pravé tehdy, kdyz se jeji stfed nachéazi na kruznici ¢ se stfedem z, a
polomérem 1. Mame tedy kontinuum moznych kruznic. Hledana kruznice k. ale nesmi obsahovat
zadny bod z Y, takze stfed k, nesmi lezet na zadné z jednotkovych kruznic se stfedem v Y. Kazda
jednotkova kruznice se stiedem v Y muze mit s £ maximalné dva pruseciky, takze mame mdame
dohromady méné nez kontinuum zakazanych stfedt. Proto lze skutecné zvolit vyhovujici kruznici.

POZNAMKY:

Uloha se velice podobala jednomu piikladu v seridlu (pfed hrou bez neprohravajici strategie), je-
nomze bylo potfeba vyftesit vic technickych potizi. Klicem bylo si uvédomit, ze kontinuum jako
kardinal ma vlastnost, ze kazdy mensi ordinal ma ostfe mensi kardinalitu. V kazdém kroku mame
tedy vybrano pouze ,malo“ kruznic a zbyvd nadm ,hodné“ prostoru k pridani dalsi kruznice. Po-
stupt, jak pfidat onu kruznici, jste navrhli vice. Jeden z nich byl uveden ve vzorovém feSeni.
(Anh Dung ,,Tonda“ Le)
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ReZeni €okoladovych vyzev ze serialu

Uloha. (¢okolddova vyzva z druhého dilu) Necht « je ordinal a n p¥irozené é&islo. Ozna¢me [a]™
mnozinu viech n-prvkovych podmnozin a a [a]<* mnoZinu vSech koneénych podmnozin a. O zob-
razeni f:[a]” — [a]<% fekneme, Ze je dokolddové, pokud existuje (n + 1)-prvkova mnozina X C «
takova, ze

(Ve € X)(z & f(X\ {z}))-

Dokaz, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) Vsechna zobrazeni f:[a]™ — [a]<%“ jsou ¢okoladova.
(il) a > wn.

Reseni. Dokazeme tvrzeni (obyé&ejnou) indukci podle n. Napred uvazujeme n = 0. Pak [a]™ je
jednoprvkova a zobrazeni f je jednoznacéné uréené hodnotou f(0). Plati posloupnost ekvivalenci

a<we ac <Y e (3f0) € [a]<Y)(Vz € a)(z € f(D)).

Posledni vyrok lze chépat tak, Zze zadna jednoprvkovd mnozina {z} nesvédéi o ¢okoladovosti f,
takze f neni cokoladova. Tim jsme dokazali tvrzeni pro n = 0.

Nyni predpokladame, ze n > 0 a Ze pro vSechna nizsi n je jiz tvrzeni dokdzané. Jednotlivé implikace
dokazeme zv1ast.

(i)=(ii): Pfedpokladame, Ze a < wp, a dokdZeme, Ze lze najit zobrazeni, které neni ¢okoladové.
Z definice wy, plyne |a| < |wp—1]|. Definice ¢okolddového zobrazeni je zavisld jen na mohutnosti «,
takze bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat o < wn—1. V opacéném piipadé bychom namisto
o pouzili typ({g(x) : € a}) stejné mohutnosti, kde g je prosté zobrazeni o — wy—1.

Definujeme ne¢okoladovou f: [a]™ — [o]<%. Z indukéniho piedpokladu existuje pro kazdé 8 < wn—1
necokoladové zobrazeni fg: 8"t — [B]<®. Uvazme Y € [a]™ a necht 3 je jeho nejvétsi prvek.
Pak stanovme

) = Fs(Y \{B})-
Pro¢ toto zobrazeni neni ¢okolddové? Uvazme (n+ 1)-prvkovou mnozinu X a necht 3 je jeji nejvétsi
prvek. Protoze fg neni ¢okoladdové zobrazeni, najdeme = € X \ {8} takové, ze z € fg(X \ {z, 8}).
Proto i € f(X \ {z}), takZe ani f neni ¢okolddové.
(ii)=-(i): Mé&jme f:[a]™ — [a]<¥; ukdZeme, Ze je Cokoladové. Uvazme vSechny n-prvkové podmno-
ziny wp—1. Téch je méné nez |wy|, takze existuje B € o\ wn—1 takové, ze

B¢\ (Y)Y € fwn]"}.
Definujeme zobrazeni fg: [wn—1]""! — [wn—1]<% predpisem

fe(Y) = f(Y U{B}) Nwn—1.

7 indukéniho pfedpokladu je fg cokolddové, takze existuje mnozina X, kterd to doklada. Pro
ukézani cokoladdovosti funkce f pak staéi pouzit mnozinu X U {8}. Kdyz vynechdme (3, bude platit
B & f(X) z definice 8. Kdyz vynechdme prvek z mnoziny X, vyplyne &okolddova vlastnost z
cokoladovosti fg.
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Uloha. (¢okoladova vyzva z tietiho dilu) MnoZina (blize neuréené velikosti) prasitek nastoupi
na vSechny prvky pfedem urcené DUMy. Kazdé vi, na kterém prvku stoji, a vidi jen prasatka na
vyssich prvcich. Déale kazdé dostane na hlavu ¢erny nebo bily klobouk, a jen na zdkladé klobouk,
které vidi pfed sebou, si tipne barvu svého klobouku. Ukaz, ze at je tato DUM jakakoli, existuje
strategie, se kterou se pri jakémkoli rozlozeni klobouku splete jen koneéné mnoho prasatek.

Reseni. Diky principu dobrého uspoiadani existuje dobré uspofddani na mnoziné vech moznych
rozdani klobouku. Prasatka si predem dohodnou takové usporadani a dale nasledujici strategii:
Kazdé prasatko najde v dohodnutém uspofddani nejmensi mozné rozlozeni kloboukt, které se
shoduje s klobouky, které vidi. Na zakladé toho pak tipne barvu svého klobouku.

Pro spor predpokladejme, Ze nekone¢né mnoho prasatek tiplo barvu svého klobouku $patné. Z nich
nam stadi vzit prvnich w (tak, jak stoji v fadé); ocislujme je po, p1,p2, ... Prasitko pg vidi spravnou
barvu klobouku pi, takze vzhledem k tomu, Ze se prasdtko p; netrefilo, bylo nejmensi mozné
rozlozeni nalezené pg jiné nez to nalezené p;. Na druhou stranu, kazdé rozlozeni mozné pro pg je
mozné i pro pi, takze prasatko pp muselo najit mensi rozlozeni nez pi. Obdobné ale lze ukazat,
ze p2 naslo mensi rozlozeni nez p1, dale p3 naslo jesté mensi nez p2 a tak dale. Dohromady mame
nekonecnou klesajici posloupnost rozlozeni kloboukt v dobrém usporadani — a to je spor: V dobrém
uspofadani se nemuze vyskytovat nekonec¢na klesajici posloupnost.
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Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (68; 67; 2,40; 2,0)
Byla nebyla jedna krychle beze zbytku pokryta n trojuhelnikovymi tapetami. Tapety se smi ohybat

pres hrany krychle,® ale nesmi se trhat ani prekryvat samy se sebou ani s ostatnimi tapetami.
Rozhodnéte a dokazte, zda opravdu byla, ¢i nebyla, pro

(@) n=14,
(b) n=3. (Anh Dung ,,Tonda“ Le)
RESENT:

(a) Tapetami pokryjeme sit krychle jako na obrazku a ze sité poté slozime krychli, takze takova
krychle byla.

1

(b) Pro spor predpoklddejme, ze takovéa krychle byla. Vrchol krychle nemtize byt prekryty vniti-
kem zadné tapety, protoze kolem vrcholu krychle je dohromady tihel 270°, zatimco kolem vnitiniho

bodu trojuhelniku 360°, takze by se tapeta pomuchlala. Vrchol proto musi byt pokryty jen hranami
a vrcholy. Pritom kazd& hrana pokryje 180° z ihlu kolem vrcholu, takze u vrcholu muze byt jen
jedna. To znamend, Ze alespon 90° je pokryto jednim nebo vice vrcholy trojuhelniki. Dohromady
to znamend, ze vrcholy krychle musi byt pokryty thly o velikosti alespon 8-90° = 720°, ale vrcholy
t¥ech trojuhelnikti maji dohromady jen 3 - 180°, coz je méné. Tim dostavame pozadovany spor, a
takova krychle tedy nebyla.

POZNAMKY:

V podstaté vsichni, kdo poslali prvni ¢ast, ji méli spravné. Ve druhé casti to bylo o poznani slabsi.
Spravnych feseni bylo par a byla jen dvou typt. Vétsina jich byla témér stejna jako vysSe uvedené.
Druhy postup, ktery vedl k cili a ktery zvolili dva nebo t¥i fesitelé, byl také podobny, akorat sporu
bylo dosazeno tim, ze by sedm z deviti vrcholi danych trojihelnikti muselo byt pravych.

Ve vétsiné nespravnych feSeni byla snaha néjakym zpusobem rozebrat vSechny moznosti a Fict,
ze jelikoz zadnd z nich nevysla, tak krychle existovat nemohla. Ale o zkoumanych mozZnostech se
délaly ruzné predpoklady, jako naptiklad ze trojuhelniky musi byt pravouhlé, ze budou na krychli
néjak ,rozumné® umisténé atd. Uspésné rozebrat vechny moznosti bylo u tohoto pfikladu opravdu
téméi nedosazitelné (ostatné, nikomu se to nepovedlo). (Stépan Simsa)

8Vsimnéte si, e neni mozné tapetu nalepit pies vrchol krychle, aniz bychom ji pomuchlali.
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Uloha 2. (58; 51; 3,14; 3,0)

m+m n
a) Ukazte, ze pokud je pro m an prirozena pomér ontm celoc¢iselny, pak i pomér — je celociselny.
5m +
m—+n m

(Rado Svarc)

(b) Je dén trojuhelnik a bod uvnitf néj. Timto bodem vedeme rovnobézku s kazdou stranou.

Tyto rovnobézky déli trojihelnik na tii rovnobézniky a tfi trojuhelniky. Soucet obsahu téchto

trojuhelnikii ozna¢me s, obsah celého trojuhelnika oznacme S. Urcete nejmensi moznou hodnotu
S

pomeéru §.

(David Hruska)

RESEN(:
(a) Pomér gz;:% je celé cislo. Protoze n,m € N, bude tento zlomek urcité kladny. Upravujme

tedy rovnici pro k € N:

n+m
bm+n
5n +m = 5km + kn,

n-(5—k)=m- (5k—1).

)

Pokud k = 5, pak 0 = 24m. Protoze m € N, nemuze tato situace nastat, takze obé strany rovnice
1ze vydélit m a vyrazem 5 — k:

n 5k—1
m  5—k’
Pomér - je kladny, takze pomér Ssk:kl musi byt také kladny, a z toho lehce vyvodime, ze k& < 4.

Prislusné ¢tyfi moznosti snadno rozebereme:
.on _ 51-1 _
k=1: 2 =22" =1,

m 5—-1
k=2: 2 =521 -3
k=3: 2 =531 7
k=4: 2 =541 19

Pro vSechny mozné hodnoty k je pomér % celociselny.

(b) Ozna¢me trojuahelnik jako ACB a bod uvnitf jako D. Trojahelniky vytvorené rovnob&zkami
priléhajici po fadé na strany a, b, ¢ ozna¢me jako DGH, IJD a FDE.

B

=
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Diky rovnobéznosti jsou si vSechny ¢tyfi dané trojuhelniky podle véty uu podobné. Oznacme koe-
ficienty podobnosti trojahelnika IJD, DGH, FDE s trojuhelnikem ACB po fadé «, 8, 7. Protoze
AIDF je rovnobéznik, tak |AI| = |FD|, analogicky |JC| = |DG|. Plati

|AI| 4+ |IJ]| 4+ |JC| = |AC|, =z ¢&ehoz plyne |FD|+ |IJ|+|DG|=|AC|.

Po vydéleni posledni rovnosti |[AC| dostdvame o + 8 + v = 1. Oznacme si1, s2, s3 po Fadé ob-
sahy trojuhelnika IJD, DGH, FDE. Pomér obsahii dvou podobnych trojuhelnika se rovna druhé
mocniné jejich koeficientu podobnosti, a proto mtzeme psat:

s sit+satss  a?-S+pB2.5+42.8 2 2
g = S = S =a”+ B+

Chceme tedy minimalizovat tuto sumu kvadrat za podminky a + 8+ v = 1. Ukdzeme, zZe je vzdy
vétsi nebo rovna % Podminku vyuzijeme ve tvaru (a4 8+ )% = 1:

a2+,82+72

3(a? + 5% +4%)

[\

)

Vv

(a+ B+

Roznasobime, prevedeme na jednu stranu a nasledné upravime na ¢tverce.

202 + 26 + 29% — 208 — 20y — 237 > 0,
(@a=B)2+(a—7)*+(B—7)*>0.

Posledni nerovnost zjevné plati, a protoze jsme pouzili jen ekvivalentni Upravy, plati i pavodni

nerovnost a? + 2 + 2 > % Jinymi slovy je pomér % vzdy alespon é Rovnost nastavéd prave

1

ACB, takze skute¢né umime dosdhnout toho, aby % =3

POZNAMKY:
Ulohu jsme bodovali nasledovné:

(i) jeden bod byl za podminku pro k a druhy za dofesSeni tlohy,

zbylé dva za dikaz minim&lnosti.

Prvni ¢ast byla vétsinou bez problému. Chtéli bychom jen podotknout, ze pokud existuje jen mélo
moznych vysledkl, jako v tomto pripadé, je vhodné je otestovat a vypsat. Zkontrolujete si tim své
feSeni, mnohdy se stane, ze néco prehlédnete.

Piekvapilo nas, kolik z vés poslalo i feSeni (b). Bohuzel sice ¢asto bylo feceno, ze nejmensi hodnota
nim bodem D uz se ,malé trojuhelni¢ky jen zvétsuji“ a dokladali jste to degenerovanymi ptipady
s bodem ve vrcholu nebo na strané, coz ma k dukazu daleko.

Spravnym krokem bylo vyjadifeni poméri podobnosti, coz vedlo na minimalizaci funkce t¥i pro-
ménnych s jednou podminkou. Minimalni hodnotu % bylo mozné uhodnout a nasledné dokazat
pomoci standardnich metod (AG, Cauchy—Schwarz, pfipadné uvedeny rozklad na ¢tverce). Tézsi
cesta vedla pfes hleddni minima funkce dvou proménnych (po dosazeni z podminky). Hledat mi-
nimum funkce dvou proménnych neni obecné jednoduché a na feSitele ¢ihd nékolik nastrah, ale
nakonec jsme nestrhavali body tém, ktefi se o to pokusili a dosli k spravnému zavéru, i kdyz tfeba
ne uplné formélné. (Jan Kadlec U Jan Soukup)
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Uloha 3. (41; 19; 1,90; 1,0)

Rozhodnéte, zda lze na Sachovnici 8 X 8 umistit dva
(a) kréle
(b) prince (krale bez moznosti diagonédlnich taht)

a nasledné s nimi provést posloupnost tahu tak, aby se v kazdé mozné pozici ocitli pravé jednou.
Tihne vzdy libovolna z figur zpiisobem povolenym pro kréale resp. prince. Sachové ohrozovani ani
vyhazovani se nebere v ivahu a figury nesmi stat na stejném policku. Pozici rozumime usporadanou
dvojici poli¢ek, na kterych kralové nebo princové pravé stoji. (Tedy naptiklad jejich prohozenim
vznikne jind pozice.) (David Hruska)

RESEN(:
(a) Dva krale lze umistit na Sachovnici a provést s nimi zadanou posloupnost tahi.

RESENI (PODLE LUCIE KRAJCOVIECHOVE):

Rozlisujme cerného a bilého krale. Ukazeme, jak je mozné projit bilym kralem vSechna neobsazena
policka pravé jednou pro kazdou pevnou polohu c¢erného krale a kazdé pocatecni policko bilého
krale. Az to budeme mit, za¢neme tim, ze dopfedu napladnujeme trasu ¢erného kréle. Po kazdém
jeho kroku projde bily kral zbylych 63 policek. Pokud nikdy neskonc¢i na policku, kam se chysta jit
Cerny kral, ocitnou se pfi tomto postupu kralové v kazdé pozici pravé jednou.

Zbyva ukazat slibované cesty pres vSechna policka. Uzavrend cesta budeme fikat libovolné posloup-
nosti riiznych poli¢ek, v niz kazda dvé po sobé jdouci policka jsou sousedni (kral mezi nimi muze
pfejit jednim tahem) a navic posledni policko sousedi s tim prvnim. Za¢ne-li kral na libovolném
policku néjaké uzaviené cesty, muze se po ni pohybovat jednim ze dvou sméru tak, ze projde kazdé
policko cesty pravé jednou a skonéi na policku sousedicim s tim, kde zacal.

Uvazme libovolnou pozici ¢erného a bilého kréle. Uzavienou cestu bilého kréle pres vsechna policka
Sachovnice se pokusime upravit tak, aby prochazela vsechna policka kromé toho, na kterém stoji
¢erny kral. Stoji-li ¢erny kral na takovém policku cesty, Ze z néj cesta pokracuje jednim smérem
vertikdlné a druhym horizontalné, muzeme ono policko z cesty vypustit a vznikne uzaviena cesta
(vertikalni a horizontalni soused spolu budou stéle diagonalné sousedit). Bohuzel neni mozné na-
vrhnout cestu pres vSechna policka takovou, aby na kazdém policku vertikdlné nebo horizontalné
y,zahybala“. Nicméné existuje dvojice uzavienych cest pres vSechna policka takova, ze pro kazdou
polohu erného kréle jedna z cest ma popsanou vlastnost (viz obrazek).

T e e el i e roleh e -
ERIGE RN 1L [La Lot
r2? | Yh Pt IR IE=E T
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e~ ta = ik iiak sk oL
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Na zavér popiseme kompletni strategii pro tahy krali, kterd povede k tomu, Ze se ocitnou v kazdé
pozici pravé jednou. Umistme kréale na libovolna dvé policka Sachovnice a zvolme libovolnou uza-
vienou cestu pres vsechna policka, po které se bude pohybovat ¢erny kral. Po kazdém jeho pohybu
projde bily kral vSechna ostatni policka Sachovnice tak, aby neskon¢il na policku, kam bude pfistim
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tahem chtit jit ¢erny kral. To udéla tak, ze si vybere jednu z dfive zminénych uzavienych cest tak,
aby zahybala na policku, kde stoji ¢erny kral. Dale si zvoli smér obchazeni cesty, pfi némz neskonci
na policku, kam se chysta jit Gerny kral (vSimnéte si, Ze pfi obou smérech prochazeni uzaviené cesty
skonéi na jiném poli¢ku), a vSechna policka cesty v tomto sméru projde s vynechanim policka, na
kterém stoji ¢erny kral. Timto postupem se ocitnou kralové v kazdé pozici pravé jednou.

(b) UkéazZeme, Ze dva prince nelze umistit na Sachovnici a provést s nimi pozadovanou posloupnost
taht. Pro spor predpokladejme pocatecni umisténi a tahy takové, Ze se princové ocitnou v kazdé
pozici pravé jednou.

Ruznych pozic je pfesné 64 - 63 (prvni princ ma 64 moznosti a druhy uz pouze 63, protoze nemuze
stét na stejném policku). Uvazme obvyklé Sachovnicové obarveni a nazvéme pozici stejnobarevnou,
jsou-li v ni princové na polickéach stejné barvy. V opa¢ném pripadé hovofime o riznobarevné pozici.
Vsimnéme si, ze libovolny tah ze stejnobarevné pozice vede do riuznobarevné, protoze tah kazdého
prince zméni barvu poli¢ka, na kterém se nachazi. Analogicky z riznobarevné pozice v§echny mozné
tahy vedou do stejnobarevné.

Z toho plyne, ze se v kazdé posloupnosti tahii stfidaji stejnobarevné a rtiznobarevné pozice, a proto
béhem libovolnych 64 -63 taht princové projdou 32-63 = 2016 (ne nutné rtiznych) stejnobarevnych
a stejny pocet ruznobarevnych pozic.

Dale po¢itejme, kolik stejnobarevnych pozic existuje. Tento pocet je presné 64 -31 = 1984 (prvniho
prince miizeme umistit kamkoliv a druhého jiz pouze na zbylych 31 poli¢ek shodné barvy). Princové
proto museli béhem 64 - 63 taht navstivit nékteré stejnobarevné pozice vicekrat, coz je ve sporu
s predpokladem. Zadna takova posloupnost tahii tedy neexistuje.

POZNAMKY:

Prvni ¢ast tlohy se témér vsichni pokouseli fesit podobné jako v autorském feSeni. Malokdo ovsem
potradné vysvétlil, pro¢ pro bilého kréle vzdy existuje cesta, ktera projde kazdé policko pravé jednou
a navic neskonéi tam, kde by prekazel cernému kréli. Néco takového rozhodné neni zfejmé a na
této uloze to byla nejnarocnéjsi cast.
Vsimnéte si, ze Cerny kral se v nasem reSeni pohybuje jako princ a bily pouzije jen 64 diagonalnich
taht. Z naseho feSeni druhé casti ulohy plyne, ze je potieba alesponn 2016 — 1984 = 32 diagonalnich
taht, ale neni jasné, zda této hranice lze dosdhnout.

(Filip Hlasek)

Uloha 4. (76; 74; 2,39; 2,0)
(a) Rozhodnéte, zda ze zvyraznénych oblasti na obrazku ma vétsi obsah Sedd, nebo srafovang.
(David Hruska)

(b) Rado m4 pizzu ve tvaru ¢tverce 30 X 30. Patvarem nazvéme mnohothelnik (ne nutné konvexni)
se stranami rovnobéznymi se stranami pizzy. Rado roziezal pizzu na nekolik patvari se souctem
obvodu 600. Ukazte, ze néjaky kousek pizzy ma obsah alespon 36.

(Rado Svarc)

31



BXI Matematicky korespondenéni semindf 35. ro¢nik (2015/2016), 4. komentére BB

RESENI:

(a) Malé kruhy maji poloviéni polomér nez velky kruh. Oznac¢ime-li r polomér malého kruhu, bude
obsah velkého kruhu 7(2r)? a obsah &tyt malych kruhi 4-712. Obsah velkého kruhu mtzeme rovnéy
vyjadrit jako soudet ploch malych kruhd s plochou $edé oblasti (tj. prostoru nepokrytého malymi
kruhy) bez plochy Srafované ¢ésti, kterou bychom jinak zapocitali dvakrét, protoze se na ni vzdy
prekryvaji dva malé kruhy. Diky rovnosti plochy velkého kruhu a ¢tyf malych kruhd dostavame
rovnost mezi plochou Sedé a srafované oblasti.

(b) Pro spor predpokladejme, ze existuje rozfezani na patvary Pi, Pa,. .., Py, které maji vSechny
obsah mensi nez 36. Oznac¢me S(P;) obsah a O(F;) obvod patvaru P;.

Lemma. Pro kazdy patvar P; existuje ¢tverec o strané a; takovy, ze obsah ¢tverce bude roven
obsahu patvaru a obvod ctverce bude nejvyse obvod patvaru.

Dikaz. Nejprve kazdy patvar P; nahradime nejmensim obdélnikem (se stranami rovnobé&znymi se
stranami pizzy), ktery cely tento patvar obsahuje. Zjevné je obsah tohoto obdélniku vétsi nebo roven
obsahu patvaru. Obvod obdélniku bude nejvyse roven obvodu patvaru, protoze jedna z nejkratsich
cest pomoci rovnobéznych a svislych tiseCek mezi dvéma vrcholy patvaru vede po hrané obdélniku.

Nyni nahradime obdélnik ¢tvercem o stejném obvodu. M4-li obdélnik rozméry (¢ — z) X (¢ + ),
bude mit étverec stranu délky c. Obsah Gtverce ¢2 je vétsi nebo roven obsahu obdélniku

(c—x)(c+x)=c? — a2

Nakonec ¢tverec zmensime tak, aby mél stejny obsah jako ptvodni patvar. Zmensenim jeho obvod
jediné klesne. O

Po nahrazeni patvart pomoci ¢tverci podle lemmatu dostavame:

n n
900 =Y S(P;) => a7,
i=1 i=1
n n
600 =Y O(P;) > 4a;.
i=1 i=1
Zkombinovanim téchto vztahi dostaneme:

3= 3 =
524@- < 5 600 =900 = > az,
=1 i=1

n n
6 Zai < Z a?.
i=1 i=1
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Pro spor jsme predpokladali, ze obsah kazdého patvaru je mensi nez 36. To znamen4, ze strana a;
prislusného ctverce o stejném obsahu je mensi nez 6, ¢imz dostavame spor s poslednim vztahem.

POZNAMKY:

Reseni prvni ¢asti pfislo opravdu hodné a témét vechna byla spravné. Néktefi sice zbyteéné poéitali
obsahy Sedé a vysrafované ¢asti, ale i ti se nakonec dobrali spravného vysledku. Snad bych jen opét
pripomnél, ze je dulezity slovni komentaf — na zadefinovani znaceni i na vysvétlovani, jak jsme
k danému vzorecku dosli. Misty to vypadalo skoro jako v anglické sérii, tj. feSeni bez jediného
slova.

Druhé ¢ast byla o poznani zapeklitéjsi. Mnozi se ve svych feSeni zbyteéné zdrzovali u popisu
rozdéleni na 25 ¢tvercu a pak cely dikaz shrnuli do néjaké, lehce nekonkrétni, jedné véty, kterd
vlastné nic nedokazovala. Rad bych pfipomnél, ze u existencialnich tloh je opravdu uzite¢né feseni
sepisovat sporem a ne postupnym zdivodnovanim, pro¢ nase rozdéleni je optimalni. Véfim, ze hned
nékolik fesSeni si mohlo vyslouzit vice bodl, pokud by byly sepsany ty samé myslenky jako diukaz
sporem. (Martin Téopfer)

Uloha 5. (43; 29; 2,88; 3,0)
(a) David na svych cestach zabloudil do zemé, kde je kone¢né mnoho silnic, kazda z nich zac¢ing
a konéi kiizovatkou a kazd4d kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou byt klikaté a mimotroviiové se
kiizit.) Rekl si, Ze by si ji rad prohlédl, ale trochu se obaval, aby se tam tiplné neztratil. Naplanoval
si to tak, ze vyrazi ze kiizovatky u hospody Na mytince, na lichych kfizovatkach odbo¢i vlevo a na
sudych vpravo.® Miize si byt jisty tim, Ze se po néjakém case ocitne opét u hospody Na mytince?

(David Hruska)

(b) Bludisté sestavad z konecné mnoha poli¢ek ¢tvereckované sité a je po obvodu ohrani¢eno zdmi.
RovnéZ mezi nékterymi dvojicemi sousednich politek mohou byt zdi. Ctverecky jsou orientovany
podle svétovych stran. Na nékterych polickach se nachazeji branci. Po¢atecni pozice kazdych dvou
brancii spojuje cesta, kterd nevede skrz zed. Generdl Koriadra miize udilet povely SEVER, JIH,
VYCHOD nebo ZAPAD. Vsichni branci se poté pokusi pohnout o jedno policko danym smérem.
Branec, ktery se pohnout nemiiZe, protoze mu v kroku bréni zed, ziistane stit. Ukazte, Ze general
majici dobry vyhled na celé bludisté umi vydavat povely tak, aby vsichni branci po kone¢ném poctu
povelt stali na jednom policku. (Rado Svarc)

RESEN{:

(a) David se urcité k hospodé Na mytince vrati.

Oznalme stav, ve kterém se David muZe nachézet, jako usporddanou trojici (s,d,p), kde s je
silnice, po které momentalné jde, d je smér, kterym po ni jde, a p je parita udavajici, kam odboci
na néasledujici kfizovatce. Silnic je koneéné mnoho a pro kazdou z nich jsou jen ¢tyfi mozné stavy,
takze i stavi je koneéné mnoho. Proto David jednou pfijde do stavu, ve kterém uz byl. Od té doby
bude nutné chodit v cyklu, protoze kazdy stav jednoznacné urcuje stav nasledujici.

Nyni pro spor predpokladejme, ze hospoda Na mytince v tomto cyklu neni. Ozna¢me z prvni stav
cyklu, do kterého se David dostal. Tento stav urcité neni tim prvnim celé Davidovy cesty, protoze
jinak by v cyklu byla i hospoda Na mytince. Uvédomime si, ze stav kromé nasledujiciho jednozna¢né
urcuje také stav predchézejici. To je pravda proto, ze chceme-li zjistit pfedchozi stav, staci pouze
oproti tomu souc¢asnému zménit paritu, podle ni zjistit, na kterou stranu jsme na posledni k¥izovatce
odbodili, a podle toho se jednoznac¢né vratit na hranu, ze které jsme prisli.

Proto neni mozné, aby se David dostal do stavu x poprvé z néjakého stavu mimo cyklus a podruhé
ze stavu, ktery uz v cyklu je. To je kyZeny spor.

9David si bude v duchu poéitat, kolik ki¥izovatek jiz prosel, a podle tohoto poétu se bude rozhodovat.
Klidné se mu tedy muze stat, ze prijde na stejnou kfizovatku podruhé, ale rozhodne se odbocit
jinym smérem.
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(b) Problém budeme Ffesit indukci podle poétu brancu.

Je-li na ¢tvercové miizce jen jeden branec, je Gloha vyfesena. Pokud jsou na mfizce dva branci A
a B, povede mezi nimi po libovolném poctu pirikazi cesta beze zdi. Nyni se podiviame na néjakou
z nejkrat$ich cest P mezi A a B a jeji délku (pocet poli) si oznacime d.

Déle budeme pokracovat indukei podle d. Pokud d = 0, jsou A a B na stejném policku. Pokud
d > 0, miuzeme brance A navigovat po cesté P. Potom mohou nastat nasledujici situace:

(1) Branec B nemohl alespoii jeden z rozkazi kvuli zdi vykonat. Potom se ale urcité zmensila
délka nejkratsi cesty mezi A a B, a tedy uz z indukéniho pfedpokladu umime A a B dostat
na stejné pole.

(2) Branec B prosel stejnou trasu jako branec A. V takovém p¥ipadé se ale posunul o vektor,
ktery spojuje pocateéni pole A a B. Kdybychom tedy krok opakovali stile s timto vy-
sledkem, museli by se pokazdé branci posunout o ten samy (nenulovy) vektor, coz je spor
s koneénosti bludisté. Tato moznost tedy muze nastat pouze konecnékrat za sebou, a tedy
jednou nastane moznost (1). Poté jiz dokdzeme dostat A a B na stejné policko.

Nyni pfedpokladejme, ze pro n nebo méné brancti umime brance dostat na stejné policko. Budeme
se o to snazit pro n + 1. Nejprve z indukéniho predpokladu umime zaridit, aby se prvnich n
branci seslo na jednom policku. Od této chvile se uz budou vzdy pohybovat spole¢né, protoze jak
povely, tak schopnost/neschopnost dany povel vykonat, sdileji. Mizeme je tedy nadéle povazovat
za jednoho brance. Dva brance uz vSak na jedno policko umime dostat z indukéniho pfedpokladu.

POzZNAMKY:

V &asti (a) se témér ctvrtina Fesitelt pokusila (samoziejmé netispésné) ukazat, ze se David k hospodé
jiz nikdy nevrati. Naopak vsechna spravna feSeni vypadala podobné jako vzorak. Jen mnohd z nich
nemluvila o jednozna¢ném urceni predchoziho stavu, coz vyustilo v rozbor pfipadu, kterych nastésti
nebylo mnoho, a tak byly typicky rozebrané spravné.

U druhé ulohy pfislo mnoho nefunkénich feseni spocéivajicich tfeba v tom, Ze vSechny brance na-
zeneme do jednoho rohu. Pfedné roh (nebo i v8echny) miiZe byt ohrani¢en zdmi tak, Zze se do néj
vibec neda dostat, ale také samo nahanéni do rohu muze byt pro dostate¢né slozité bludisté netri-
vialni. Z ostatnich feSeni na indukci podle po¢tu branct pfisla téméf vSechna (za coz dostala jeden
bod), s druhou ¢asti byly obcas problémy napfiklad v tom, Ze feSeni pouze opakovala trasu P,
dokud se branci nesetkaji na jednom poli. NenaSel jsem ale jediny dikaz, ze néco takového obecné
funguje. (Viki Némecek)

Uloha 6. (56; 47; 1,93; 2,0)
(a) Budn > 2 pfirozené ¢islo. Dokazte, ze
.2 .3
22 < 3
S—— SN——
n-krat  (n — 1)-krdt

Takzvané patrové mocniny, které se v dokazovaném vztahu vyskytuji, se vyhodnocuji shora, tedy

napi. 32* = 3(2%) = 38 = 6561. (Matéj Konecny)
(b) Ukazte, Ze pro kazdé pFirozené n a kazdou n-tici kladnych redlnych éisel x1,x2,. .., zn plati

A+z)(A+zr4z2) - Q+zr+ae 4 +an) > \/w1x2-~-xn(n+1)"+1.
(Rado Svarc)
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RESEN{:
(a) Tvrzeni dokdzeme indukci podle n. Necht a, = 22’ a b, =33

——

n-krat (n — 1)-krét
Pro nejmensi uvazované n, tj. n = 3, tvrzeni plati, protoze

2
az =2% =2 =16 < 27=3% = b3.

V indukénim kroku dokézeme, Ze z platnosti pro n (an < by) plati tvrzeni i pro n + 1:

apt+1 = 29n < 39 < 3b" =bpt1-

Tim jsme tvrzeni dokézali.
(b) Vyuzijeme rovnost

. 1+z1 4+ 42—
1+ml+---+xi:(n71+1)x#+xi
n—i+1

1 e i
a pouzijeme AG nerovnost na n — i+ 2 ¢isel: jedno z; a n —i+ 1 zlomku Lﬂm Tim
n—i
dostaneme:

_— 1 . n—i+1
Ttz 4t > (n—i+2) +§/<W> ;.

Po umocnéni na n — i + 2 ziskdme

. — 3 n—i+2
(1+$1+~'~+Jii)n_l+2>(n Z+2)

- m(l oyt aio)" T

Proi € {1,2,...,n} dostavame nésledujicich n nerovnosti:

(n+1)nt!

nn

(1 +zp)"H!

Y

Z1,

Atar+a2)" > ——— (L +21)" laa,

IV

(n— 1)
(n_ l)n 1

v

(1421 + 22 +3)" (1+ 21 +22)" ?as,

33
(141 + a2+ . +2n1)® > gtz ozt + Tn_2)’Tn_1,

22
(I+a1+a2+ ... +an)? > THz ot o)z,
Jejich vynasobenim a zkracenim pfislusnych c¢lent ziskdme nerovnost
Q+z)?Q+ar+22)?. Qtar+ - +z0)? > (n+1)"Morze. . 20,

coz je jen zadand nerovnost umocnénd na druhou (umocnéni na druhou je ekvivalentni uprava,
protoze ¢leny na obou stranédch jsou kladné).
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PozNAMKY:

Prvni tloha nebyla obtizna — prakticky kazdy, kdo védél, jak funguje mocnéni, ji vyfesil. Druha
uloha byla o poznani tézsi. Spravna feSeni pfisla pouze dvé. Obé byla na prvni pohled odlisna od
vzorového (jedno vyuzivalo vcelku zvlastni indukei a druhé chytrou substituci), ovSem p¥i bliz§im
prezkoumani se ukazalo, Ze postupuji stejné jako vzorak, jen to jinak maskuji. To ostatné dava smysl
— v kazdém fungujicim feSeni musi nastavat spravny pfipad rovnosti, ktery je v tomto pfipadé velmi
specialni, konkrétné

1 14+ x1 1+z1 4+ 22

T = —,x2 = , XT3 = sy Ty =T1F X2+ F Tp—1-
n n—1 n—2

Jen tézko si lze predstavit feseni, které skutecné tyto pfipady rovnosti zachovava a pfitom se ideou
vyrazné lisi od vzorového. (Rado Svarc)

Uloha 7. (62; 39; 2,27; 2,0)
(a) Kolik nejvice prisecikil se stranami (ne nutné konvexniho) 333-thelniku mize mit piimka,
ktera neni s zadnou z nich rovnobézna?
(David Hruska)
(b) V ostrouhlém nerovnoramenném trojihelniku ABC je |<X{ABC| = 60°. Necht O a H znaéi po
Fadé stred kruznice opsané a prusecik vysek. Pokud P a @ jsou pruseciky primky OH se stranami
AB a BC, ukazte, ze |PO| = |HQ)|.
(Rado Svarc)

RESENT:

(a) Pifimka muZe mit s kazdou stranou 333-thelniku nejvyse jeden priisecik, takze celkovy pocet
prusecikt maze byt maximalné 333. Ukazeme, ze dokonce nemuzeme mit vice nez 332 pruseciku.
Prochazi-1i pfimka vrcholem, pak mimo dvé hrany sdilejici tento vrchol mtze pfimka mnohothelnik
protinat nejvice v 331 bodech. Tudiz maximalni pocet vSech pruseciku je nejvyse 332.

Nyni pfedpokladejme, ze piimka zadnym vrcholem neprochézi. Useky piimky, které lezi vné 333-
thelniku, obarvime Cervené a ostatni modfe. Prvni a posledni tseky jsou nekonec¢né, tudiz nutné
musi byt ¢ervené. Navic sousedni tseky maji riaznou barvu, a proto mame sudy pocet priseciku.
Nejvetsi sudé Cislo mensi nebo rovno 333 je 332. Proto i takto muze pfimka vytvorit maximalné
332 pruseciku.

Poctu 332 prusecikt umime dosahnout 333-thelnikem tvaru ,,pily“:

A\ /\

(b) Necht K, L jsou kolmé projekce bodu O na BA, resp. BC, a M, N kolmé projekce bodu H
na BA, resp. BC. Zfejmé K, L jsou stfedy stran BA a BC. V trojuhelniku BMC plati:

|BM| = cos <MBC,

|BC| = cos 60°,

|BC|
2

|BC| = =|BL.
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A C
Takze v osové soumérnosti podle osy tthlu ABC se M zobrazi na L, tedy toto zobrazeni posila
kolmici na BA bodem M, pfimku HM, na kolmici na BC bodem L, pfimku OL. Analogicky
se prfimka HN zobrazi na OK, tudiz jsou body H, O soumérné podle osy uhlu ABC. V této

soumeérnosti je tedy pfimka HO svym vlastnim obrazem, takze jeji pruseciky s AB a AC jsou
svymi vzéjemnymi obrazy. Proto jsou body P, Q soumérné dle této osy, tedy |PO| = |HQ)|.

PozNAMKY:

Vétsina doslych FeSeni ¢asti a) byla spravna a témér vSechna z nich vyuzila argument ve vzorovém
a nekonvexni thly v 333-thelniku. Néktefi bohuzel po dukazu, Ze maximum nemuze byt 333,
zapomnéli uvést vyhovujici usporddani pfimky a mnohothelniku, a tim zbytecné ztratili jeden
bod.

Céast b) této ulohy nebyla moc tézka. Kromé trikového vyuziti osové soumérnosti ve vzorovém
feseni se da ukédzat, ze trojuhelniky K PO a HNQ jsou shodné, nebot thly v geometrické tloze
s trojuhelnikem spolu s ortocentrem a stfedem kruznice opsané se daji vétsinou snadno vypocitat.
Castou chybou bylo prohlaeni, ze dva ¢tyithelniky jsou si podobné, maji-li stejné vnitini tihly, coz
neni obecné pravdou (napf. ¢tverec a nepravidelny obdélnik). Néktefi spravné odhalili zajimavy
vztah mezi ortocentem a stfedem kruznice opsané, a to Ze se jedna o kamarady. Neboli spojime-li
je s jakymkoliv vrcholem trojihelniku, dostaneme stejné thly jen v opa¢ném poradi.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)
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Hudec
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Volhejn
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Kopfova
Wybitul
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Dolezalek
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Poljak
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44,32
41,15
38,26
38,08
32,42
31,85
24,52
22,51
21,83
18,07
16,17
14,98
14,53
13,47
13,38
12,80
11,58
10,32
9,13
8,51
8,51
8,40
8,32
7,00
6,96
6,66
6,51
6,40
5,02
4,74
4,43
3,14
2,93
2,67
2,51
2,51
2,17
1,45
1,45
1,19
1,15

494
274
672
205
143
659
249
229
22
172
16
86
15
13
13
13
171



42.
43.—49.
43.—49.
43.—49.
43.—49.
43.—49.
43.—49.
43.—49.

Adéla
Ondfej
Marie
Vojtech
Samuel
Ales
Katefina
Martin

Kostelecka
Bursa
Dohnalova
Filipi
Krajci
Kreil
Vankova
Zimen

O W R W

GLesniZlin
GTNovakBO
GNadKavaPH
GDasickaPA
GAlejKosic

G Humpolec
GJaroseBO
GJMasar JI
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o |

0,76
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
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Podrobné vysledky jednotlivych sérii naleznes na nasem webu.0
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. Danil

. Pavel

. Jakub

. Petr

. Filip

. Pavel

. Radek

. Lucia

. Jachym
. Lenka

. Victoria Maria
. Samuel
. Lucien

. Richard
. Filip

. Lucie

. Vaclav

. Veronika
. Matéj

. Hedvika
. Daniele
. Tomas

. Frantisek
. Alexandr
. Tomas

. Jana

. Ondrej

. Vojtéch
. Vendula
. Martin

. Vaclav

. Petr

. Vojtéch
. Adam

. Simon

. Matuas

. Katerina
. Michal

Kozevnikov
Turek
Loéwit
Gebauer
Bialas
Hudec
Olsak
Krajcoviechova
Solecky
Kopfova
Najares Romero
Krajci

Sima
Hladik
Cermak
Kundratova
Steinhauser
Hladikova
Dolezalek
Ranosova
Venier
Domes
Couf
Jankov
Konecny
Pallova
Motlicek
Lanz
Kuchynova
Zimen
Volhejn
Jezek
Lengal
Mendl
Chvatil
Komora
Nova
Topfer
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2 GKepleraPH
3 GTomkovaOL
4 GCeskoliPH
G Meélnik
GOpatovPH
GJarkovPH
GMensaPH
GJHroncaBA
PORG PH
MendelG OP
GZborovPH
GAlejKosic
PORG PH
GaOA MarLaz
MendelG OP
G TGM Zlin
G Dacice

3 GMikul23PL
1 G Humpolec
2 GBudégjovPH
3 LSciARoiti

3 MendelG OP
3 EKO GPraha
2 MatiéniGOS
3 GJirsikaCB

1 GJSkodyPR
3 G Sumperk

2 GZborovPH
2 GMLerchaBO
1 GJMasar JI

3 GKepleraPH
2 GBNémcovHK
2 GZborovPH
0 GCoubTébor
1 GBNémcovHK
2 GLettMart

3 G Vimperk

3 GJPekareMB
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200,68
192,44
190,38
188,39
186,92
182,25
179,17
179,09
175,79
173,28
172,68
172,56
169,71
165,12
163,87
161,97
160,97
157,84
156,92
153,04
152,55
148,74
147,31
147,10
143,95
143,85
141,42
140,94
140,11
137,58

474
864
859
391
669
361
317
205
201
351
414
188
364
253
186
179
545
332
173
379
170
330
701
162
456
158
157
432
153
149
147
147
144
252
141
141
353
278
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40.
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43.
44.
45.
46.
47.
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51.
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74.
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78.
79.
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82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
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Ondrej
Tomas
Denisa
Pavel
Jakub
Veronika
Matej
Katefina
Marco
Kamila
Martin
Marie
Evzen
Tomas
Eleonora
Jachym
Ales
Kristyna
Ondrej
Dominika
Jiri
Martin
Jan
Timur
Ondrej
Vit
Pavel
Filip
Minh Duc
Martin
Marian
Slavomir
Adéla
Viktoria
Michal
Ondrej
Ondrej
Alzbéta
Jaroslav
Marek
Viola
Daniel
Barbora
Jaromir
Daniel
Erik

Jiri
Anna
Martina
David
Dominika
Zuzana

Krabec
Celko
Chytilova
Havlin
Domes
Roubinova
Kraft
Charvatova
Souza de Joode
Kyzlikova
Spisak
Dohnalova
Wybitul
Drobil
Krutova
Bares

Kréil
Lhotanova
Dusek
Mokroszova
Ceska
Pasen
Hriza
Sibgatullin
Bursa
Kalisz
Cécha
Chudoba
Pham
Bakos
Poljak
Hanzely
Kostelecka
Brezinova
Chudoba
Bucek
Svoboda
Neubauerova
Paidar
Pospisil
Vavrycukova
Kopf
Liskova
Mielec
Pistak
Kocandrle
Vala

Sirova
Smehylovéa
Neugebauer
Zumrova
Tréglova

1 G KomHavif
2 GPBystrica

2 GJSkodyPR

1 NPorg

1 MendelG OP
2 G Kadan

1 GMikul23PL
1 GBNémcovHK
0
2

GZborovPH
2 GAlejKosic
3 GNadKavaPH
2
G Dacice
GJaroseBO
GTomkovaOL
G Humpolec
G RoznRadh
PORG PH
G FrydCTés
CMGProstéj
GRaymanaPV
G Kadan
PCGKarVary
GTNovakBO
FSG Pirna
GMikul23PL
PORG PH
NPorg
GPBystrica
GJSkodyPR
4 GRaymanaPV
4 GLesniZlin
1 GAlejKosic
1 GLitomérPH
2 GJaroseBO
3 GJaroseBO
2
2
3
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GNadKavaPH
SPSMasarLI
GJateéniUL
3 G Dobfis
4 SlezkéG OP
3 GJPekareMB
3 GVolgogrOS
4 GZborovPH
1 GMikul23PL
2 G Mikulov
2 Glilemnice
2 GHlinZilina
3 SlezkéG OP
2 SPS PansPH
3 G Zatec
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137
136
243
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244
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119
115
114
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280
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166
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375
88
237
87
86
84
164
131
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Marek
Zdenék
Anna
Filip
Jan
Zuzana
Daniel
Alzbéta
Filip
Daniel
Adam
Matej
Martina
Jan
Barbora
David
Matej
Hana
Kristina
Lenka
Adéla
Vojtéch
Jan Antonin
Filip
Adam
David
Dan
Matous
Vit
Nikola
Jan
Anna
Anna
Dominik
Peter
Krystyna
Tereza
Ondrej
Martin
Andrej
Jakub
Filip
Anna
Monika
Alexander
Sarka
Katefina
Leos
Samuel
Miroslav
Josef
Linh Giang

Maly
Vostrel
Musilova
Strakos
Petr
Urbanova
Herman
Manova
Matéjka
Borak
Doubrava
Kvorka
Kalasova
Sorm
Mouleova
Krolikowski
Konvalinka
Jirovska
Szabova
Vincenova
Seidelmannova
Jilek
Musil
Oplt
Spanél
Krajicek
Raff
Trnka
Gadurek
Kalabova
Klasek
Sebestikova
Jandova
Krasula
Sukenik
Waniova
Vickova
Meduna
Simet
Hornik
Uchac¢
Miiller
Mirkova
Machalova
Csizmar
Michalova
Zéakova
Smetana
Hruby
Hrabal
Kral

Tran

3 G Neratov

1

0 PORG PH

3 G TGM Zlin
3 GKepleraPH
3 GUBalvanJN
3 GSroKosice

1 G UherBrod
2 GZborovPH
1 GSpitalsPH
0 GMasarykKM
2 GSkolDubni
1 GJHroncaBA
4 GJaroseBO

2 G Plasy

2 G Karvina

2 GOA Sedlca
2 NPorg

2 GVarZilina

2 GTomkovaOL
2 VOSRychnovKn
3 VOSKutHora
0 PORG PH

3 GBud¢jovPH
4

BG Ostrava
GVodéraPH
GJaroseBO
PORG PH
FSG Pirna
SlovanG OL
GCON CesBud
G Leg PB

G Krnov
GOkrZilina
G HavlCTés
GJaroseBO
GMikul23PL
GMikul23PL
GAnMeTr
ZSVranéNV1
GMikul23PL
G LPika PL
GJHroncaBA
GMikul23PL
G Kralupy
SlovanG OL
G Jaromér
GFraZilina

2 GTomkovaOL
1 MendelG OP
1 GMikul23PL
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145.
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151.
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163.-164.
163.—164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
171.
172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.
180.
181.
182.
183.
184.
185.
186.
187.
188.
189.
190.
191.
192.-193.
192.-193.
194.-195.

Vojtéch
Valerie
Duc Long
John Richard
Jana
Tereza
Vladimir
Aneta
Jakub
Jan
Nodari
Anh Minh
Simon
Daniel
Ha Mi
Antonin
Katerina
Jakub
Denisa
Marian
Jakub
Lubomir
Radim
Marek
Vojtech
Matéj
Jana
Adam
Johana
Monika
Andrej
Petr
Peter
Matthew
Zuzana
Jan
Tomas
Lubica
Katefina
Radek
Bara
Matus
Michal
Barbora
Hana
Marie
David
Tomas
Samuel
Andrea
Tomas
Klara

Janku
Skopalova
Hoang
Ritter
Mensikova
Lukasova
Lukacko
Némcova
Curda
Dittrich
Gogatishvili
Tran
Hutar
Ridzon
Dao
Strpka
Cizkové
Zapotocky
Jandova
Okal
Krops
Smréek
Novotny
Murin
Filipi
Coufal
Rezabkova
Dobrovi¢
Dvorakova
Sucha
Zidek
Zahradnik
Macko
Dupraz
Svobodova
Cesnek
Hampl
Hladka
Parizkova
Wagner
Tizkova
Varhanik
Poft
Halkova
Kucerova
Freibergova
Snajdr
Jurco
Baran
Binova
Pishovaky
Cihlarova

4 CMGPgBrno
4 G VysMyto
1 GMikul23PL
2 G MasNamTR
3

1 GMikul23PL
2 GVarZilina
2 GBoskovice
1 PORG PH

4 GJaroseBO
2 GZborovPH
4 GJaroseBO
1 PORG PH

2 GKepleraPH
GSmejkalUL
G Sumperk
G Rokycany
GOpatovPH
GMikul23PL
SSNvh
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1 GMikul23PL
4 GJHroncaBA
1 GDasickaPA
3 G HavlBrod
4 PORG PH

3 GTajBanBys
1 G Trutnov

1 GMikul23PL
1 GJKTyla HK
1 GSmejkalUL
4 GJHroncaBA
1 NPorg

4 G FrydINOs
1 GJaroseBO
3 GDukelBR

3 GTajBanBys
1 Mati¢niGOS
2 GMikul23PL
2 G Bilovec

2 G Bytca

1 G Teplice

2 SPSStav LI

1 GKienovaBO
3 G Dé&cin

1 GMikul23PL
1 G Prachati

2 GRaymanaPV
1 G CesLipa

1 RGZS Prost
2 G Klatovy
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31
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31
37
30
90
28
28
106
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65
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133
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22
22
21
21
21
21
20
20
20
20
20
19
19
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203.
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227.—-234.
227.—-234.
227.—-234.
227.—234.
235.
236.
237.
238.
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240.—272.

Martin
Jakub
Katefina
Soria
David
Magdaléna
Katefina
David
Jan
Jaroslav
Jaroslav
Radovan
Jan
Pavel
Jan
Monika
Anh
Veronika
Petra
Henrieta
Zuzana
Kamila
Katefina
Jan
Martin
Akos
Sebastian
Karel
Filip
Matéj
Stefan
Oldfich
Vojtéch
Pavlina
Vitek
Adam
Klara
Dominika
Magdaléna
Veronika
Samuel
Tomas
Karolina
Premysl
Sérka

Nevesli se.

Strnad
Horyna
Vankova
Buresova
Vojacek
Bartova
Skorvankova
Zacek
Dopita
Konecny
Kortus
Picek
Lindauer
Nedélnik
Sedlak
Berkova

Le Hoang
Blovska
Snoblova
Michelova
Sraierova,
Zenaté
Sauerova
Suta
Hubata
Zahorsky
Hlavaty
Miiller
Pastierovic
Zidek
Hollan

Kos

Brenik
Cabounova
Dragoun
Hlas
Holesovska
Jurcova
Sejkorova
Strakova
Karaba
Dolak
Slabénakova
Kopecny
Altmanova

2 G Dobris

3 GNVPlaniPH
4 GJaroseBO

2 GHeyrovPH
1 GSOS FrMys
1 GDasickaPA
3 G Rokycany
3 GZborovPH
3 GBudéjovPH
1 G Celakov

1 GMikul23PL
1 GBalbinaHK
2 PCGKarVary
2 GJaroseBO

4 GOPavla PH
1 GKepleraPH
4 GJaroseBO

2 GMikul23PL
2 GJate¢niUL
4 GAlejKosic

1 GCeskoliPH
1 GNeumannZR
1 GPSJazykHK
3 GJSkodyPR
0 GMikul23PL
2 G VJM Sahy
1 GPSJazykHK
1 GMikul23PL
3 G LStauraZVv
4 G FrydINOs
2 G Bytca

3 GKepleraPH
1 GMikul23PL
1 G Hofrovice
1 GMikul23PL
1 GMikul23PL
1 GJNerudyPH
1 G Prachati

1 GUKlafarZR
1 G Benesov

2 SSNvh

3 GNovéStras
0 ZS ValKlob
4 CRG CesBud
2 G Rokycany
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