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HZaNNE

matfyz

Mily p¥iteli!

Mame za sebou podzimni ¢ast letosniho ro¢niku. Po pohadkovém za-
¢atku jsme se pres véemozné poméry dostali az na Sachovnici. A v za-
véru kazdy mohl zkombinovat své jazykové a matematické znalosti
v anglické sérii. Ti nejodvaznéjsi se nezalekli ani seridlu a statecné
pronikli o néco blize k tajim nekonecna. Beze ztraty jediného bodu
podzimni Casti prosel Filip Bialas, ktery tak drzi prvni misto, tésné
nasledovan Pavlem Turkem a Danilem KoZevnikovem.

déni, které se bude konat 12. az 20. bfezna tentokrat na Sumavé.
Ve hie jsou ovSem uz nyni mista na soustfedéni podzimnim. Na to
jsou zvéani fesitelé z nematuritnich roénikt na zakladé vysledki jarni
casti. Naskyta se tak skvéld Sance i pro mladsi, méné zkuSené, ale
pilné fesitele. Proto nevahej a pust se do feSeni dalsi série. Tentokrat
Ti pfindsime kromé sedmé série zabyvajici se pruseciky a posledniho
dilu seridlu i pfilezitost znovu si ozivit a zuroc¢it nabrané zkusenosti
ze vSech predeslych sérii v podobé zavérecného mysSmase.

Hodné zabavy a dobrych napadia pfi feseni poslednich letoSnich sérii
Ti pfeje

Kéaja Kuchynova
Co je dale v komentarich?

e Vzorova FeSeni 4. podzimni a 1. jarni série
e Vzorové feSeni 2. seridlové série
e Posledni dil seridlu — Do nekonec¢na a jesté dal III.

e Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 3. a 4. jarni série a 3. seridlové série

e Priloha: Pozvanka na jarni vylet

Naboj

Jestli znas tymovou matematickou soutéz Naboj, stac¢i Ti védét, ze se
letos uskutecni v patek 15. dubna a Ze registrace za¢ind uz v pon-
déli 14. biezna. Pokud ne, tak jen stru¢né — potrebujes k sobé dalsi
Ctyfi matematické nadsence, abyste spolu mohli dvé hodiny fesit zaji-
mavé ulohy, pfi¢emz se soutézi ve dvou kategoriich (Juniofi a Seniofi)
a hned v Sesti statech — Ceské republice, Slovensku, Rakousku, Polsku,
Madarsku a Némecku. U nés se tymy schazi v Praze a Opavé, a pokud
se chces prihlésit, co nejrychleji registruj sviij tym na www.naboj.org,
kde také najdes vice informaci. Mist je jenom konec¢né a o soutéz byva
zajem!
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Jarni vylet

Jak uz bylo feceno v minulych komentarich, i letos se uskutecni tradi¢ni jarni vylet, o kterém se
dozvis§ vice v pfilozené pozvance. V sobotu 9. dubna uz budes mit urcité vyresené vsechny ulohy
o prisecicich i nekone¢nu, a tak si pfed mySmasem pfijed provétrat hlavu na éerstvém vzduchu ve
stfedoceskych lesich. Kromé pfirody potkas i spoustu milych PraSatek, coz uz je opravdu dobry
duvod k vyletu.



Areas and perimeters

4™ AUTUMN SERIES MODEL SOLUTIONS

Problem 1. (102; 102; 2,98; 3,0)
There are two unit squares. In the first one a circle is inscribed. The second one is divided into 49
congruent squares and in each of them a circle is inscribed. Decide what is bigger: the area of the
circle in the first square, or the sum of the areas of all circles in the second one?

(Marta Kossaczka)

SOLUTION:

Let r be the ratio of the area of a square to the area of its inscribed circle. The second square is
divided into 49 small squares, which are similar to the first unit square. In each of them, the ratio
of the area of the square to the area of the inscribed circle is r. Therefore the ratio of the area of
the second square to the sum of the areas of all circles is also r. Since both unit squares have the
same area, the area of the large circle is equal to the sum of the areas of the small circles.

POzZNAMKY:

Vétsina fesitelt jen spocitala obsahy kruht, objevilo se ale i n€kolik feseni podobnych vzorovému,
coz mé potésilo. Vyhoda vzorového feseni je kromé elegance i to, ze by takovy pristup fungoval pro
slozitéjsi utvary nez je kruh, u kterych bychom tfeba ani nebyli schopni jednoduse vypocitat jejich
obsah.

Cést feseni poditala s obecnou délkou hrany é&tverci misto jednotkové, kterd byla zminéna
by urcité nebylo od véci si pofadné precist zadani, i kdyz je anglicky.

(Martin Téopfer)

Problem 2. (105; 105; 2,94; 3,0)
Three circles with perimeter 36 are given. Each two of them touch as shown in the picture. What
is the perimeter of the area between the circles (grey in the picture)?

(Rado Svarc)

SOLUTION:
First, note that the perimeters of the three circles are equal, and so are their radii (let us denote them
by 7). Therefore, the centers of the circles are vertices of an equilateral triangle. The endpoints of

3
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each of the three arcs forming the grey area clearly lie on the sides of the triangle because the tangent
point of two circles lies on the line segment joining their centers. Thus, the angle corresponding
to each arc is 60°. Since 60° is 1/6 of 360°, the length of each arc is % of the perimeter of the
circle. So the length of each arc is 6, and because the grey area is bounded by three such arcs, the

perimeter we are trying to determine is 18.

POZNAMKY:

Témér vsichni resitelé sepsali tlohu tak, Ze jsem se rozhodl dat jim plny pocet bodta. Na druhou
stranu témér v poloviné vsech feseni chybélo jakékoliv vysvétleni, proé¢ je trojihelnik vytvoreny
stfedy kruznic rovnostranny. Angli¢tina byla v drtivé vét$iné pripadd srozumitelnd, rdd bych ale
upozornil na dvé nejéastéjsi chyby. Za prvé, rovnostranny trojuhelnik je ,equilateral triangle“, velmi
Casto jsem misto toho vidél v feseni napsano ,isosceles“, coz znamend trojuhelnik rovnoramenny.
Za druhé, polomér, tj. ,radius“, ma dvé mozna mnozné c¢isla, ,radiuses“ a ,radii“. Druha uvedena
moznost je vSak mnohem béznéjsi a téz vhodnéjsi. (Viki Némecek)

Problem 3. (54; 41; 2,26; 3,0)
Divide a unit square into 2015 (not necessarily congruent) rectangles with perimeter 2.
(Rado Svarc)

SOLUTION:

Along the perimeter of the unit square we place four rectangles with sides WIM and % (thus with

perimeter 2- (ﬁ + ig%) = 2)—see the picture. The remaining space forms a smaller square with
side 1 —2- ﬁ = 38%. This square can be divided into 2011 rectangles with sides 20% and %'

All of them have perimeter 2, so we divided the unit square into 2015 rectangles with perimeter 2.

4023
4024 ¢
2011
1 2012
4024 1
2012

PozNAMKY:

Zhruba t¥i ¢tvrtiny feSeni byly spravné a vSechna dospéla ke stejnému obrazku. Vétsina resitelt
také komentovala, jak dosla k délkam stran. To neni nutné — staci dokéazat, Ze nalezené reSeni
opravdu funguje, coz muze tfeba v olympiddé usetfit cas. Jak se na to teda pfijde? Po zjisténi, ze
2015 obdélnikt vedle sebe nefunguje, dostaneme napad, ze dame Ctyri obdélniky okolo a zbytek
rovnomérné nakrajime. Pak krat$i stranu obdélnika na obvodu oznaéime jako x a znalost obvodu
a strany rozdélovaného ¢tverce uz ndm daji rovnice pro x které maji jednozna¢né feseni 1/4024. U
neuspésnych feseni bylo nejc¢astéjsim problémem nepochopeni pojmu ,unit square®, coz znamena
jednotkovy Ctverec neboli ¢tverec o délce strany 1. Rozdéleni obecného ¢tverce je ale o dost jedno-
dussi aloha. (Josef Svoboda)

4
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Problem 4. (58; 53; 4,41; 5,0)
The exterior angle at the vertex A of a triangle ABC equals 3p. Let D, E be points on its sides
AB and C A respectively, such that |[<TADC| = 2|<ABE| = 2¢. Prove that the ratio of perimeters

of triangles ADE and ABC is equal to 5741 - (Martin ,E.T.“ Sykora)

SOLUTION:

The interior angles of the triangle ADC have to sum up to 180°, therefore |[<{DCA| = . We notice
that |<<ECD| = ¢ = |<EBD]| and this is sufficient for the quadrilateral DBCE to be cyclic. Thus

|<<CBA| = |KCBD| = 180° — |A{DEC| = |<{DEA|.

Furthermore, triangles AED and ABC share the angle by vertex A, and so they are similar by AA.
Let k denote the scale factor of those similar triangles, that means

_|AE| _|AD| _|ED|
" |AB| ~ |AC| ~ |BC|

Hence we get

perimeter(ADE) _ |AD| + |DE| +|EA| _ k-|AC|+k-|BC|+k-|AB| _ _ |AE|
perimeter(ABC) ~ |AB| + |BC|+ |CA| |AB| + |BC| + |CA| 4Bl

POZNAMKY:
Ulohu 8lo téz vytesit zcela bez pouziti tétivového &tyitihelniku. Vsimneme-li si, Ze trojihelniky
AEB a ADC jsou podobné podle uu , dostaneme |AE|/|AD| = |AB|/|AC|. Navic trojuhelniky
AED a ABC sdileji thel pfi vrcholu A, tudiz jsou podobné dle sus.
Neékteii fesitelé pouzili nékolikrat sinovou, popripadé kosinovou vétu, ¢imz ale ziskali vyrazné
Jazykova poznamka na zavér — slovo sentence znamena gramatickd véta , nikoli matematicka.
Doporucuji si osvojit slova theorem, claim. (Misa Hubatovd)

Problem 5. (48; 44; 4,60; 5,0)
A convex quadrilateral ABCD is given. Let M and N denote the midpoints of AB and CD
respectively. Furthermore, let the intersection of AN and DM be X and the intersection of BN
and CM be Y. Prove that the sum of the areas of triangles ADX and BCY is equal to the area
of quadrilateral MXNY . (Rado Svarc)

5
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SOLUTION:

The quadrilateral ABCD is convex so the points X and Y lie inside it. Let [X1X2 ... Xy] denote
the area of the polygon X1Xs...X,. We seek to prove that [ADX] + [BCY]| = [MXNY]. Add
[AX M] + [BY M] to the both sides of the equation to get an equivalent statement

[ADM] + [BCM] = [ABN].
Let D/, N’ and C’ be the perpendicular projections of D, N and C respectively onto the line
AB.! Note that DD'C'C is a trapezoid, where CN = ND and NN’ || CC' || DD’. So NN’

is the bimedian of the trapezoid and NN’ = (CC’ + DD’)/2. Now we can compute [ABN] and
[ADM] + [BCM]:
1 1 "+ DD’
[ABN] = S AB - NN' = EABCC+
1 AB 1AB

1 1
ADM BCM]=-AM -DD' 4+ -BM -CC' = =—DD' + =—cC¢’
[ I+ ] 2 + 2 2 2 * 2 2
Therefore [ABN] = [ADM] + [BCM].
D N C

POZNAMKY:
Uloha byla pomérné jednoducha, ¢emuz odpovida veliky pocet feSeni za plny pocet bodi. Mnoho
Fesiteldi zd@ivodnilo rovnost NN’ = (CC’ + DD’)/2 jen velmi vagné (N je stied CD, proto ... ).
Body jsem za to nestrhéval (pokud bylo zdtivodnéni alespon néjaké), ale pozor na to, podle mé to
Gplné zfejmé neni. Pfitom existuje mnoho riznych ditkazl, od téch méné elegantnich (dokresleni
pruseciku AB a CD ¢&i trigonometrie) pies tvahy o linearité kolmé projekce az po velmi elegantni
pozorovani se stfedni prickou lichobézniku.

V podstaté vsichni Fesitelé také zapomnéli zduvodnit, pro¢ X a Y lezi uvnitt ABCD, prestoze
s tim pracovali (rozkladali obsahy vétsich trojuhelnik na souéty obsahti mensich).

(Matéj Konecény)

Problem 6. (40; 34; 4,00; 5,0)
A triangle with heights h1, ha, h3 and perimeter p is given. Prove that the inradius of the triangle
with sides 1/h1, 1/ha, 1/h3 is equal to 1/p. (Rado Svarc)
SOLUTION:

Let a1, a2 and a3 be the sides of the original triangle so that h; is the height corresponding to

a; and let p be its inradius. By combining various formulae for the area of a triangle, we get
aiThi = B2, which implies ,% = ;—;. This means that the new triangle is similar to the original one
with coeficient ﬁ. Therefore, the inradius of the new triangle is equal to ﬁ = %.

1D’ is the foot of the D-altitude in the triangle AMD and N’ and C’ are defined similarly.
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PozNAMKY:
Uloha nebyla p#ilis obtizna a mnoho fesitelt ji udolalo — néktefi pékné, néktefi méné. Kratka a/nebo
tuhledni feseni, ve kterych se neobjevovaly odmocniny, jsem odménoval imaginiarnim bodem.

Rad bych upozornil na to, ze nékteri psali ,sentence sss“, coz je cechismus, ktery se do anglictiny
spravné preklada jako ,,SSS theorem®. (Pokud by se objevila napf. véta sus, piekladala by se jako
»SAS theorem*.) Déle plati, Ze pfestoze se pro Héréna Alexandrijského v angli¢tiné pouziva jméno
Hero of Alexandria castéji nez Heron of Alexandria, jeho vzorec se stile prekladd jako Heron’s
formula.

Nakonec bych rad do budoucna ucastniky poprosil, aby si davali pozor na to, co povazuji za
znamé. V feSeni této tlohy se Casto objevil vzorec 1/p = 1/h1 + 1/ha + 1/h3 a tvrzeni o tom, Ze
prevracend hodnota obsahu trojuhelnika je rovna

4. H(Hfi> (Hfi) (Hfi), kde H= —— 4 —— 4 .
h1 ha hs 2h1 2ho 2h3

Ja jsem ani jedno z téchto tvrzeni neznal, a prestoze jejich dikaz neni slozity, rozhodné neni ani
trividlni. Vim, Ze neni jasné, co vse se da prohlasovat za znamé, ale v nasem seminafi obecné plati,
ze pokud si nejste jisti, ze je to opravdu hodné zndmé, a neni to uvedené v tvodnim textu, tak
bychom byli radi, kdybyste alespon ocitovali zdroj, ze kterého cerpate. To udélali jen sourozenci
Kopfoui, které timto vefejné chvalim. OvSsem pokud jste skutecné citovanou vétu pouzili spravné,
body jsem nestrhéval. (Rado Svarc)

Problem 7. (23; 16; 3,22; 4,0)
Matéj drew a convex 2016-gon. Rado is curious about its area. They agreed Rado can choose two
points on its perimeter and draw a line passing through them which splits the 2016-gon in two
parts. Then Matéj tells Rado the smaller one of the areas of these parts. Is it enough for Rado
to repeat this 2013 times to determine the area of the 2016-gon? To choose a point X on the
perimeter means to choose two adjacent vertices A and B of the 2016—gon and the ratio r € {0, 1)
such that r = |AX|/|AB].

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

SOLUTION:

Suppose the vertices of the polygon are Aj, Aa,...,A2016 in clockwise order; let the midpoint
of segment A;A; 11 be S; for ¢ = 1,...,2016 (where Azg17 = A1). Suppose X is a point on the
perimeter of the 2016-gon but not on the sides A1 A2 and A2916A1. We will use [X] to mean Matéj’s
answer if Rado chooses the line A1 X. Line A; X divides the 2016-gon into two polygons, let X,
be the one that contains Azg16 and X g the one that contains Az. Also, let [X1] and [Xr] be their
areas respectively. Write [ABC] for the area of a triangle ABC.

From the problem statement we have [X] = min ([X1], [XR]). Next, note that

1
[A1A;8;] = [A1A;11S5:]) = a[AlAiAiJrl]

because median divides a triangle into two parts with the same area (the two triangles have the
same length of one side and of the respective height).
Now we will prove one auxiliary lemma.

Lemma. If X andY are points on the perimeter such that [X] < [Y] then the polygon among
X1, XR that does not contain Y has area [X].

Proof. WLOG? assume that X; does not contain Y. Because X contains Yz we have
min([X ], [Xg]) = [X] < [Y] =min([Y.], [Yr]) < [Yr] < [XR],

2Without Loss Of Generality
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so really [X] = min([X 1], [XRg]) = [XL]. (|

Now, let us describe a strategy that Rado can use. First we can ask about lines A; A1gos and
A1Ai1009. By the lemma above, in the case of [A1008] < [A1009] we know that [A100s] represents
the area of (A10os)r and otherwise [A1009] represents the area of (A1009)r. Because [(A2)r] =
[(A2016) 1] = 0, in both cases we are in the situation where we know the area of (A;)r, and (4;)r
for some i, j that satisfy ¢ — 7 < 1008 (either ¢ = 2016 and j = 1008 or ¢ = 1009 and j = 2).

Aq

((S)L] = [(Aj41) ] + $[A14;A541]

A;

Suppose we know the area of (A4;)r, and of (A;)r and first assume that [(A;)r] < [(4i)r]. If
we ask about the line A;.S; we get

1551 = min((A;)r] + 141 A; Ay 1], [(Ag1)2] + 541445 41))
Because
[(Aj41)L] + %[AlAjAﬂﬂ > [(A)L] + %[AlAjAjH} > [(Aj)r] + %[AlAjAjHL

we know 1
1851 = [(A7)r] + 314145 A1),

From this we can compute [(Aj+1)r] = [(A;)r] + 2 ([S;] — [(4;)R])- If [(A;)r] > [(Ai)L] we can
ask about the line A1S;_1 and analogically compute the area [(A;_1)r]. In any case, the difference
between i and j decreases by one with this step so after at most 1008 steps we will have i = j and
we will know the area of the 2016-gon is [(A4;) ] + [(A:) r]-

We have used at most 2 + 1008 questions so the answer is yes, Rado can determine the area of
the 2016-gon in 2013 questions.

PozNAMKY:

Neékolik lidi bohuzel pochopilo tlohu spatné a napriklad nechali Rada délat geometrické konstrukce,
aby nasli spravnou dvojici bodi, na které se ma zeptat. Ale jediny zpusob, jak Rado mtze vybrat
prislusné body, je popsan v zadani. Nemalé ¢asti téch, ktefi ilohu vyftesili spravné, trochu pokul-
havala argumentace, ale rozhodl jsem se strhévat body az za vétsi pochybeni.

8
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Vétsina spravnych feSeni byla vice méné podobnd tomu vzorovému. Dalsi ¢ast feSeni také za-
fixovala Ai, ale pak se snazila najit takovou stranu A;A; 1, uvnitf které lezi bod X takovy, ze
A1 X puli obsah zadaného 2016-uhelniku. V tomto trojuhelniku jde zjistit obsah celého mnoho-
thelniku tfemi dotazy A1 A;, A1S;, A1A;+1. Za elegantni feseni si vyslouzil imaginarni bod Vdclav
Steinhauser, ktery si naopak zafixoval stranu a hledal takovy spravny tieti vrchol, aby z vysledného
trojuhelniku mohl dopocitat obsah celého mnohothelniku.

Neékolik fesitelu si v8imlo, Ze otdzek staci polozit mnohem méné (rekord drzi Frantisek Couf
s 18 otézkami), naptiklad s vyuzitim ternarniho vyhledavani® — otdzkami ale nebylo potieba Setfit

a takovéto snahy casto jen zkomplikovaly sepisovani. (Stépan Simsa)
Problem 8. (14; 3; 1,07; 0,0)

A unit square is cut into rectangles. Each of them is coloured by either yellow or blue and inside
it a number is written. If the color of the rectangle is blue then its number is equal to rectangle’s
width divided by its height. If the color is yellow, the number is rectangle’s height divided by its
width. Let x be the sum of the numbers in all rectangles. Assuming the blue area is equal to the
yellow one, what is the smallest possible x? (Rado Svarc)

SoLUTION (BY FILIP BIALAS):
First, we will prove that sides of each rectangle must be parallel to the sides of the unit square.
Let G be a graph, whose vertices are the rectangles. Two rectangles are connected if their sides
intersect at more than one point. If a rectangle is not adjacent to the lower side of the unit square
then there is a neighbour below it. Eventually we will reach the lower side which is parallel to the
sides of the initial rectangle.

Consider the unit square described in the problem. Let’s say that there are r yellow and s blue

rectangles. Denote the heights and widths of yellow rectangles by a1,as2,--- ,a, and by, ba,--- , b
and the heights and width of blue rectangles by c1,c2,--- ,cs and dy,da, - - - ,ds, respectively. Then
T S
1 1
ZaibiZE, Zdici=5,
=1 i=1

w—i:ﬂJri:ﬁ
_._ b; — ci'
=1 =1

By the Cauchy-Schwarz inequality in the fractional form:

And therefore

Which yields a lower bound

Now we will show that at least one of the sums >.7_; a; and Y 7_, d; is greater or equal to 1.
Suppose not. Consider the projection of the yellow rectangles onto the right side of the unit square.
It does not cover the whole side because the sum of the heights of the yellow rectangles is less

3https://en.wikipedia.org/wiki/Ternary_search
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than 1. So there is a horizontal strip which does not contain any yellow point. Similarly, there is
a vertical strip which does not contain any blue point. The intersection of these two strips is not
coloured, contradiction. Without loss of generality assume >, a; > 1.

S S
Zdi > Zcidi _!
=1 =1 2
» 2 s 2
x>2 <Zal> +2 <Zdi> > Z
i=1 i=1

The value g is attained if we cut the unit square horizontally in the middle, so the minimum is
indeed %

Vv
|

POZNAMKY:
Dosla t¥i spravna feSeni, priCemz vSechna jsou podobna vzorovému. Ostatni se mé pokusili presvéd-
Cit, ze = je mensi, pokud jednotkovy Ctverec rozdélime na méné obdélnikl, coz je sice intuitivni,
ale dokazat se to nikomu nepodarilo. Chtél bych pochvélit Filipa Bialase za pékné napsané reseni
i elegantni zdivodnéni rovnobéznosti, ¢imz si zaslouzil +i.

Nevim pro¢, ale nemalo fesitelti pouzilo termin ,,weight* pro sifku, pfestoze jsme primo v zadani
uvedli ,width®. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

10



Cestovani a bloudéni

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1. (106; 103; 2,90; 3,0)
Hloupy Honza bloudil svétem, kdyz tu nahle nasel podivnou c¢tvercovou Sachovnici. K nékolika
polickim byla po uhlopri¢ce pripevnéna oboustranna zrcatka. Navic z boku svitily do Sachovnice
dva lasery. Opodal se valelo dalsi oboustranné zrcatko a Honza se jej rozhodl na Sachovnici umistit
podobné jako ostatni tak, aby po pripevnéni zrcatka prvni paprsek vychazel z Sachovnice v policku,
kterym predtim vychazel druhy, a naopak. Kolika zpiisoby to mohl udélat?

(Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESENT:

Nejprve se podivame, jak paprsky prochéazeji sachovnici bez pridani zrcatka. Protoze mame k dis-
pozici pouze jedno zrcatko a potfebujeme zménit trasu obou paprski, musime zrcatko umistit na
pole, kterym prochéazeji oba paprsky. Takova pole jsou na sachovnici tii a u kazdého mame dvé
moznosti, jak na néj zrcadlo umistit. Kdyz projdeme vsech Sest moznosti, tak snadno zjistime, ze
na kazdém ze tii poli existuje pravé jedno vhodné natoéeni zrcétka (zakreslené na obrizku dole),
pri kterém si paprsky vymeéni vystupni pole. Opacné natocCeni zrcatka zpusobi, ze jeden paprsek
bude vychazet tam, kde druhy paprsek vchazi. Honza tak ma tfi zpusoby, jak zrcatko na Sachovnici
umistit.

11
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PozNAMKY:

Témeér tietina Fesiteld si zaddni trochu ,poupravila® a zrcdtka umistovala tak, aby jeden paprsek
vychézel tam, kde druhy ptuvodné vchéazel, a nikoli vychazel. Jelikoz si touto zménou tlohu nijak
nezjednodusili a nalezli totéz rozestaveni zrcatek, pouze opacné natocenych, zadné body jsem za
tuto drobnou nepozornost nestrhavala. Pochvalu zasluhuji vSichni ti, ktefi krom nalezeni spravného

umisténi zrcatek také odtvodnili, Zze vice moznosti jiz neexistuje. (Kéja Kuchyriové)
Uloha 2. (98; 90; 2,72; 3,0)

V Dracim kralovstvi je patnact mést. Mezi né€kterymi z nich léta pfima obousmeérna draci linka.
Z kazdého mésta vede alespon sedm takovych linek. Dokazte, ze je mozné se s jejich pomoci piemistit
mezi kazdymi dvéma meésty v kralovstvi.

RESEN:

Postupujme sporem. Predpokladejme, ze existuje dvojice mést a, b, mezi kterymi se nelze s pomoci
dradich linek prepravit. Skupinu mést, do kterych se lze dostat z a, oznaé¢me A (samotné mésto a
do ni také pocitame), skupinu mést B definujeme analogicky. Kdyby néjaké mésto lezelo zaroven
v A i B, dalo by se s jeho pomoci zfejmé prepravit mezi a a b, Cili zddné takové neni. Déle
A obsahuje alesponl osm mést — a a dalsich alesponn sedm mést. Podobné je na tom B. V obou
skupinach dohromady jsme tedy napocitali alespon Sestniact mést, coz je ovSsem spor se zadanim.
Na&s predpoklad vede ke sporu, takze dokazované tvrzeni skutecné plati.

POZNAMKY:

S tlohou nebyly velké problémy, vétSina fesSitelti si s ni poradila na plny pocéet bodi. Pozor na
spravné obraceni (negaci) dokazovaného tvrzeni pfi diikazu sporem — néktefi fesitelé méli tendenci
psat: ,,Aby tvrzeni neplatilo, stacilo by, aby existovaly alespon dvé oddélené skupiny mést ..., coz
je sice pravda, ale pro nas je podstatné, Ze je to (za pfedpokladu neplatnosti dokazovaného tvrzent)
dokonce nutné. Jediné tak lze z nalezeného sporu opravnéné usoudit, ze puvodni tvrzeni skutecné
plati. Vétsinou mé vsak tito Fesitelé presvédcili, ze tentokrat slo spiS o nesikovné vyjadfeni, nez
o logickou chybu.

Nejcastéjsi chybou, za kterou se uz body strhavaly, bylo uvedeni jednoho pfikladu rozmisténi
dracich linek, ve kterém dokazované tvrzeni plati. To ovSsem neni dikaz, o ktery nam slo. Prestoze
se spravna feseni vyraznéji nelisila, rozhodl jsem se davat kladny imaginarni bod za zcela spravna
feseni, kterd néjakym zpusobem zobecnila zadani nebo si v§imla, Zze se mezi kazdymi dvéma mésty
d4 prepravit s pouzitim nejvyse dvou dracich linek. (David Hruska)

Uloha 3. (85; 60; 2,13; 2,0)
Bara a Kuba chodi dokola po trase, ktera je tvoiena dvojici rovnobéznych stran ¢tverce a jeho
uhlopfickami (jako na obrdzku). Béra zadind uprostfed levé strany ¢tverce v bodé X a Kuba
uprostied pravé v bodé Y. Bara obejde celou trasu rovnomérnou chuzi za 2015 vterin, Kuba za
2016. Oba zaroven vyrazi po trase smérem nahoru a zastavi se za 2015 - 2016 vtefin. Spoditejte,
kolikrat se mezitim na trase potkaji.

Xe oY

(Matéj Konecny)
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RESENI:

Bara jde stejnym smérem a o néco vétsi rychlosti nez Kuba. Muzeme si tedy piedstavit, ze Bara
zacind na trase za Kubou a postupné ho dohani. Potkat se pak mohou dvéma riznymi zpusoby:
bud Bara Kubu dojde, nebo na sebe narazi ,na kfizovatce* v pruseciku thlopficek.

Snadno vypocitame, ze Béara za 2015 - 2016 vtefin obejde trasu presné 2015 - 2016/2015 = 2016-
krat a Kuba 2015 - 2016/2016 = 2015-kréat. Bara se tedy za celou dobu posune vi¢i Kubovi pfesné
o jednu délku trasy vpred. Protoze zac¢ind polovinu trasy za Kubou, na konci bude polovinu trasy
pfed nim, a predejde ho tedy pravé jednou.

Nyni uz jen nahlédneme, Ze na kiizovatce se nikdy nepotkaji. Staci se zfejmé zabyvat pripadem,
kdy kazdy z nich pfijde po jiné thlopticce. V takovém piipadé by mezi sebou museli mit presné
polovinu trasy, takze rozdil jejich urazenych drah by musel byt lichym nasobkem poloviny délky
trasy. Jak jsme ale vidéli, toto nastane pouze na zacatku a na konci, kdy jsou oba chodci na svych
vychozich pozicich. Kuba s Béarou se tedy potkaji pravé jednou.

POZNAMKY:

Vétsina fesiteld méla o uloze dobrou predstavu a feSeni uvidéla, ale fada z nich méla problém ho
spravné zduvodnit. Seslo se relativné dost réiznych piistupt. Casto se objevovaly formulace jako
,,v kazdém kole ziska Bara naskok jednu vtefinu“, ze kterych nebylo jasné, co pfesné maji znamenat.
(Ve svém, nebo Kubové kole? Barinu, nebo Kubovu vtefinu?) Vétsinou se mi ale nakonec podafilo
je rozlustit a body jsem za né strhavat nemusel. Nejvice bodu asi dohromady ztratili Fesitelé, ktefi
zapomneéli vytesit jeden nebo druhy zpusob, jak se Bara s Kubou mohou potkat. (Ondra Cifka)

Uloha 4. (77; 72; 3,66; 4,0)
V bludisti je 2016 mistnosti a k chodeb. Kazda chodba spojuje pravé dvé mistnosti a kazda dvojice
mistnosti je spojena nejvyse jednou chodbou. Tom do jedné mistnosti vhodi Jerryho a do jiné umisti
kus syra. Jerry se snazi dostat k syru. Pokazdé, kdyz Jerry projde néjakou chodbou, uzamkne Tom
chodbu, kterou si sam vybere, a Jerry ji uz nikdy nemtze projit. Urcete nejvétsi k takové, aby se
pro jakékoliv bludisté s 2016 mistnostmi a k chodbami povedlo Tomovi zabranit Jerrymu v ziskani
syra. (Matéj Konecny)

RESENT:

Uvazme nejprve bludisté, ve kterém je kazda dvojice mistnosti spojend pravé jednou chodbou. Pak
pocet chodeb v bludisti je roven poctu vsech raznych dvojic, které mizeme utvorit z 2016 mistnosti,
tj. (20216) = 1008 - 2015. V tomto bludisti je ale kazd4 z mistnosti spojena s kazdou jinou, tudiz at
Tom umisti kus syra a Jerryho jakkoli, Jerry prvnim pohybem ziska syr.

Pro K = 1008 - 2015 — 1 plati, ze pro jakékoli bludisté s 2016 mistnostmi a K chodbami Tom
zabrani Jerrymu v ziskdni syra néasledujicim postupem. Na zac¢atku umisti Tom Jerryho a syr
do dvou ruznych mistnosti nespojenych chodbou. Kdykoli Jerry dojde do mistnosti, ze které vede
neuzamcend chodba k syru, Tom tuto chodbu uzamkne. Jinak Tom uzamkne jakoukoli jinou chodbu.
Proto Jerry neziska syr. Tedy nejvétsi k takové, aby se pro jakékoli bludisté s 2016 mistnostmi a k
chodbami povedlo Tomovi zabranit v ziskani syra, je K = 2031119.

POZNAMKY:

Chceme-li ukazat, ze Tom ma vyhravajici strategii, pak je tfeba popsat, jak ma Tom reagovat na
libovolny pohyb Jerryho. Tedy nestaci rici, ze Tom vzdy uzamkne chodbu spojujici Jerryho a syr,
nebot Jerry mohl navstivit mistnost, kde se pravé nachdzi, jiz diive, a chodba k syru tak jiz mohla
byt uzamknuta.

Pokud chceme dokazat, ze 2031119 je nejvétsi k takové, aby se pro jakékoli bludisté s 2016
mistnostmi a k chodbami povedlo Tomovi zabrénit v ziskéni syra, je podstatnou (a pfitom snadnou)
¢asti spravného fesSeni vysvétlit, pro¢ pro vétsi k£ Jerry vyhraje. Pokud zdivodnéni tohoto v feSeni
chybélo, nehodnotila jsem je plnym poctem bodu. (Misa Hubatovd)
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Uloha 5. (51; 39; 3,73; 5,0)
Labyrint sestava z nékolika mistnosti spojenych chodbami tak, ze se z kazdé mistnosti da dojit
do kterékoliv jiné.* Béhem dlouhého pobytu v labyrintu Vasek z nudy napsal do kazdé mistnosti
délku nejkratsi trasy, ktera zacina v této mistnosti a navstivi vSechny ostatni mistnosti. Ukazte, ze
pomeér cisel z libovolnych dvou mistnosti je maximalné 1,5. (Rado Svarc)
RESEN(:
Ulohu dokazeme sporem. Nechf existuji dvé mistnosti A, B s &isly a, b takové, ze a/b > 1,5.
Uvazme trasu X délky b, kterd vychazi z bodu B, prochézi vSechny mistnosti a kon¢i v bodu C
(podle zadani takova trasa existuje). Bod A se na této trase ziejmé alespon jednou (ale moznd
vicekrat) vyskytuje. Ozna¢me BA ¢éast X od za¢atku do prvniho vyskytu bodu A na trase. Dale
ozna¢me AC zbytek trasy X, ¢ili ¢ast od prvniho vyskytu A az do konce trasy (uvédomme si, ze
AC muze byt prazdna). Potom ziejmé |BA| 4 |AC| = b.

Opaéné trasy budeme znaéit ~1. Uvazme trasu BA~! spojenou s X (jeji délka je tedy |BA|+b)
a trasu AC spojenou s X! (jeji délka je tedy |AC| + b). Obé& zadinaji v A a ziejmé projdou
véechny mistnosti (obsahuji totiz X nebo X 1), tudiz a musi byt mensi nebo rovno délkdm téchto
tras (uvédomme si, Ze a mize popisovat néjakou Uplné jinou trasu, jen s kratsi délkou). Proto

a <|BA| +b,
a < |AC| +b.

Po secteni nerovnosti dostaneme
2a < |BA| + b+ |AC| + b.

Protoze plati |[BA|+|AC| = b, po tpravé mame a < 1,5b. Timto dostavame spor, a proto je pomér
¢isel z libovolnych dvou mistnosti maximalné 1,5.

POZNAMKY:

Na tlohu §la vétsina lidi uvedenym zptisobem, at uz diikazem sporem, nebo pfimym. Druh4 moznost
byla vyuzit uplné nejkratsi trasu prochézejici vSechny mistnosti, nicméné hlavni myslenka dukazu
zustava porad stejna. Vétsina feseni byla spravna, ale néktera fesila pouze specialni bludiste, typicky
bludisté v pfimce, a ta tedy nemohla dostat plny pocet bodu. (Honza Soukup)

Uloha 6. (30; 16; 2,67; 3,0)
V krélovstvi jsou ¢tyfi vesnice A, B, C a D, které v tomto pofadi tvoii konvexni étyfuhelnik. Stépan
v poledne vyrazi ze vsi A do vsi C, Filip v jednu hodinu vyrazi ze vsi B do vsi D. Viki prochédzi
vSechny obce postupné v poradi A, B,C,D. V poledne vyjde z A, v jednu projde B, do C dorazi
ve stejnou dobu jako Stépan a do D ve stejnou dobu jako Filip. Viki se v Z4dné vesnici nezdrzuje a
vzdy hned vyrazi do dalsi. Kazdy z cestovatelii se pohybuje stalou rychlosti a mezi dvéma vesnicemi
jde vzdy po p¥imce. Je mozné, aby se Stépéan s Filipem po cesté potkali? (Rado Svarc)

RESENT:
Setkat se nemohou. Pro spor predpokladejme opak. Je jen jedno misto, kde maji moznost se setkat,
a to v priise¢iku X tuseéek AC a BD. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne |[AB|+|BC| > |AC|. Stépan
i Viki vyrazeji z A ve stejnou dobu, oba ptichazeji do C' ve stejnou dobu a Viki mé delsi cestu nez
Stépan; z toho plyne, ze Viki je rychlejsi nez Stépan. Analogicky ukazeme, ze Viki je rychlej$i nez
Filip.

Predstavme si, ze misto aby Viki Sel v jednu hodinu z B pfimo do C, pujde nejprve z B do
X a odtud teprve do C. Z B vyrazi ve stejnou dobu jako Filip a protoze je rychlejsi, bude v X

4Chodby spojuji vzdy pravé dvé mistnosti a mohou mit rtizné délky.
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dfive nez Filip. Protoze Filip a Stépan prochazeji X ve stejnou chvili, bude Viki v X také diive
nez Stépan. Protoze je rychlejsi nez Stépan a je blize C nez Stépan, dojde do C' diive nez Stépén.
Protoze ale piivodné prichazel do C ve stejnou dobu jako Stépan, musel jit kratsi trasu. Ovsem
z trojihelnikové nerovnosti je |BX| + | XC| > | BC|, takze naopak Sel delsi trasu, coz je spor.

POZNAMKY:

Uloha §la vyfesit vice zptisoby. Pékn4 feSeni, ktera nepouzivala algebru, jsem odméhoval imaginér-
nim bodem. Pravdépodobné nejcastéjsi chyba, které se fesitelé dopoustéli, bylo pouzivani Zenského
rodu pro Vikiho. Jedna se o naseho organizatora a je to vskutku muz. (Rado Svarc)

Uloha 7. (33; 22; 3,30; 5,0)
Skupinka organizatoru vyrazila na jarni PraSeci vylet. Po cesté se obc¢as ke skupince néjaky dalsi
org pridal nebo se odpojil. Kdo se od skupinky odpojil, uz se znova nepfidal. Ve skupince Sel vzdy
alespon jeden clovék. Ukazte, ze existuje mnozina orgu takova, ze dohromady usli alesporn polovinu
cesty a pritom zadni dva z nich spolu nesli zaroven. (Rado Svarc)

RESENI:

Predpokladejme, ze organizatori nesou zlaté PraSe. Nést zlaté PraSe je velka cest; ten, kdo PraSe
dostane, jej potom nese do té doby, nez se musi z vyletu odpojit. Kdyz se z vyletu odpojuje, preda
PraSe jinému organizatorovi — takovému, ktery v dany okamzik je ve skupince a pfitom dojde
nejdél (pokud je jich vice, tak libovolného z nich).

Nejprve si rozmyslime, ze zlaté PraSe prejde celou cestu. To je jasné, jelikoz v kazdém okamziku
jde ve skupince alespon jeden organizator, takze ma PraSe vzdy kdo nést. Kazdy lichy nosi¢ pfeda
PraSe sudému, a ten ho nese nejdal, kam az to jde. Kdyz PraSe uz musi predavat, neni ve skupince
nikdo z téch, kdo v ni byli v té dobé, kdyz PraSe dostal. Proto se nemuze stat, ze by ho pfedal
nékomu, kdo Sel s predchozim lichym organizatorem. Zadni lisi nosi¢i proto nikdy nejdou spolu.
Totéz plati pro sudé.

PraSe uslo délku celého vyletu, pricemz c¢ast cesty ho nesli sudi a zbytek cesty lisi orgové. Kdyz
tedy vybereme vétsi z délek téchto dvou ¢asti, dostaneme alespon polovinu délky vyletu.

POZNAMKY:
S ulohou nebyly vétsi problémy. Paviu Turkovi dékuji za napad se zlatym PraSetem.
(Kuba Svoboda)

Uloha 8. Gss)
David a Honza jedou autem. Neshodli se, kdo bude Fidit, a tak si zvolili nesoudélna cisla d a h.
David po kazdych d kilometrech zahne o 90 stupnu doprava a Honza kazdych h kilometri zahne
0 90 stupnii doleva. Pokud by méli oba zahnout najednou, tak budou pokracovat rovné. Na zacatku
mifi ke svému cili. Dokazte, ze se k nému dostanou nezavisle na jeho vzdalenosti od startu, pravé
kdyz d a h davaji stejny zbytek po déleni étyimi.®

(Rado Svarc)

RESEN(:

Predstavime si kartézskou soustavu souradnic takovou, ze auto vyrazi z pocatku po kladné ¢asti osy

z, tj. v prvnim kroku jede z (0,0) do (1,0). V podstaté tedy zkoumame, kdy projede celou kladnou

Cast osy. V feSeni budeme predpokladat, ze d > h. V opac¢ném pripadé postupujeme obdobné.
Prvné ukazeme, Ze pokud d a h davaji rizné zbytky modulo 4, pak bude pohyb auta periodicky

s periodou 4dh. To znameni, ze po 4dh kilometrech se auto znovu ocitne na startu. Nikdy se proto

od pocatku nevzdali na vice nez 4dh kilometri od pocatku, a tak nemiize projet celou kladnou ¢ast

5Pocateéni vzdalenost do cile miize byt i necelo¢iselna.
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osy x. VSimnéme si, Ze zmény pohybu auta jsou periodické s periodou dh, protoze d | k, pravé kdyz
d | k + dh, a analogicky pro h.

Nejprve necht d — h je liché. Béhem prvnich 2dh kilometri se auto otocilo 2h-krat doprava
a 2d-krat doleva. Protoze ctyfnasobné otoceni stejnym smeérem se vynuluje a otaceni nezavisi na
pofadi, pak 2h otoceni doprava a 2d otoceni doleva je ve vysledku stejné jako 2(d — h) otoceni
doleva, coz je stejné jako jedno otoceni o 180° (protoze 2(d — h) = 2 (mod 4)). Proto je po 2dh
kilometrech auto otocené opac¢né nez na zacatku. Necht auto po ujeti 2dh kilometrii skonéilo na
soufadnicich (a,b). To znamend, Ze vystoupalo o b kilometri nahoru a posunulo se o a kilometrii
doprava. Protoze zatacCeni se opakuje s periodou dh a auto je natocené obracené nez na zacatku,
presune se béhem dalSich 2dh kilometra o a kilometra doleva a o b kilometru doli, takze bude opét
v pocéatku. Celkem ujede 4dh kilometru. Otoci se 4d-krat doleva a 4h-krat doprava, takze bude
natocené stejné jako na zacatku. A protoze zataceni je periodické s periodou dh, bude nyni auto
zatacet stejnym zpusobem jako na zacatku. Takze se skuteéné zacykli.

Pro d— h davajici zbytek 2 modulo 4 je postup analogicky, pouze namisto prvnich 2dh kilometria
zkoumame prvnich dh kilometrt. Uplné stejnym piistupem dostaneme, ze se zacykli s periodou 2dh
(a tudiz i 4dh). Tim jsme dokézali jednu implikaci.

Nyni necht d a h jsou nesoudélna piirozend ¢isla davajici stejny zbytek modulo 4. UkaZeme, ze
po dh kilometrech se bude auto nachdzet v bodé (1,0) a bude natocené stejné jako na zacatku.
Protoze je pohyb auta periodicky po dh kilometrech a v nésledujicim kroku auto pojede do (2,0),
plyne z toho (indukei podle |A]), ze v bodé (X,0), kde X je kladné realné &islo, bude auto po
[A] - dh 4+ (A — | A]) kilometrech. Jinymi slovy, auto se po |A] - dh kilometrech posune do (|[A],0) a
nasledné bude pfejizdét po ose = doptredu, béhem ¢ehoz narazi na cil.

To, ze auto bude po dh kilometrech nato¢eno puvodnim smérem, ukdzeme jednoduse: Po dh
kilometrech se otoc¢i d-krat doleva a h-krat doprava. To je to samé, jako by se otocilo (h — d)-krat
doprava. Ovsem 4 | h — d a ¢tyfnésobné otoceni stejnym smérem nemad zadny ucinek, takze po dh
kilometrech bude skute¢né nasmérované stejné jako na zacatku.

Vime, Ze d a h jsou nesoudélna. To znamend, Ze po déleni ¢tyfmi nemohou davat zbytek O ani
2, protoze jinak by byla obé sud4, a proto by nebyla nesoudélna. Budeme predpokladat, ze davaji
zbytek 1, zbytek 3 se vyfesi obdobné.

Uvazujme tabulku h X d vyplnénou Sipkami mificimi doprava, doleva, nahoru a dolua tak, ze
v levém hornim rohu je sipka ukazujici doprava, v fadku se pfi pruchodu zleva doprava Sipky po-
stupné otaci proti sméru hodinovych rucicek a ve sloupci se pfi prichodu shora dola otéaceji po
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sméru hodinovych rucicek. (Kdyby d = 3 (mod 4), otacely by se Sipky v fadku i ve sloupci opaé-
nym zptsobem.) Nyni si pfedstavme, Ze auto fidime néasledujicim zpisobem: prochézime tabulku
postupné z levého horniho policka smérem Sikmo doprava dold (s tim, Ze prochazime pres hrany
tabulky na druhou stranu) a auto vzdy posuneme podle Sipky na aktualnim poli¢ku. Jinymi slovy
se v i-tém kroku podivame na policko, jehoz fadek a sloupec davaji po déleni h a d stejny zbytek
jako i, a pohneme autem po sméru sipky na tomto policku.
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Protoze znaky se v fadku i sloupci opakuji s periodou 4 a d i h davaji zbytek 1 po déleni
&tyfmi, budou prvni fddek a sloupec splyvat s poslednimi. (Kdyby d = h = 3 (mod 4), byly by
inverzni.) V§imnéme si, Zze smér ménime jen p¥i pfechodu pfes hranu tabulky: Pokud neprochazime
pres hranu, posunuli jsme se v tabulce doli a doprava, coz znamena otoceni Sipky jednou po a
podruhé proti sméru, takze se smér nezméni. Naopak, pokud prechdzime pfes vodorovnou hranu,
pak se v dalsim kroku ocitneme na identickém radku, jen posunuti o policko doprava. Takze pfi
pfechodu pies vodorovnou hranu se Sipka oto¢i doleva. (P¥i d = h = 3 (mod 4) fadky nesplyvaji,
ale jsou obracené. To se ovSem vyrovna tim, Ze se Sipky otaceji na opa¢nou stranu.) Analogicky se
pfi pfechodu pfes svislou hranu otoé¢i doprava. A kdy pfechézime pfes vodorovnou, resp. svislou,
hranu? Praveé v krocich, jejichz poradi je délitelné h, resp. d, protoze se vidy pohybujeme doprava
a dola a tabulka mé& h Ffadkd a d sloupct. To znamena, Ze tento pohyb je identicky s pohybem,
ktery vykonava auto za puvodniho pravidla!

Nyni si uz jen vS§imnéme, ze diky nesoudélnosti d a h navstivime kazdé policko tabulky v prvnich
dh krocich pravé jednou. Je tomu tak proto, ze diky Cinské zbytkové vété pro kazdou dvojici ¢isel
a a b existuje pravé jedno i mezi 1 a dh takové, ze i+ = a (mod d) a i = b (mod h), a proto, ze
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policko, které navstivime v i-tém kroku, je urcéeno zbytky po déleni ¢ Cisly d a h. Takze pozice po
dh krocich je urcend ,souctem® vsech sipek v tabulce. Protoze v kazdych ctyfech po sobé jdoucich
polickach v jednom Fadku i sloupci jsou vSechny Ctyfi Sipky, které se ,vykrati“, zustane ,soucet®
vSech Sipek v tabulce stejny po smazani ¢tyr spodnich fadkd nebo ¢tyt pravych sloupci. Protoze
tabulka je tvaru (4m + 1) X (4n + 1), dostaneme jednoduchou indukci, ze ,soudet je stejny jako
v tabulce 1 x 1, kterd mé ,soucet* roven jedné Sipce mifici doprava. (V ptipadé d = h = 3 (mod 4)
bychom dostali, ze ,soucet“ je stejny jako v tabulce 3 x 3, kde je ovSsem roven jedné Sipce mirici
doprava.) To znamena, Ze po dh krocich skuteéné skon¢ime na pozici (1, 0), coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Reseni piislo nemnoho. Néktera vytesila jen prvni, jednodussi ¢ast. Kdo vyfesil druhou &ast, obvykle
tak ucinil ,v principu stejnym“ zptsobem jako vzorak. Nikdo ovSem nepouzil tabulku, ze které to
bylo nejlépe vidét. Jeden z fesiteld ji dokonce zamaskoval komplexnimi ¢isly. (Rado Svarc)
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Do nekonecna a jesté dal 2

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESENf{

Uloha 1. (17; 12; 3,29; 5.,0)
Dokazte z axiomu teorie mnozin platnost formule

(Va)(3b)(Ve) ((c € b) < (3d € a)(c C d)).

(Mirek Olsak)

RESEN(:
Nejprve prevedeme formuli do bézné feci, abychom védéli, co vlastné dokazujeme. Pro kazdou
zadanou mnozinu a mame nalézt néjakou mnozinu b. Tato mnoZina pfitom bude slozena pravé
z téch mnozin c, které jsou podmnozinami nékterého prvku d € a. Jinymi slovy se snazime sestrojit
mnozinu

b=|J{P(d):dea}.

Pouzitim axiomu ukadzeme, Ze takova mnozina opravdu existuje, tedy Ze se nejednd o vlastni t¥idu.
Existuji dva zdkladni zptsoby, jak to udélat:

PoMocCi SCHEMATU AXIOMU NAHRAZEN({:
Vyuzijeme axiom nahrazeni podobné jako v prikladu na strané 31, kdyz jsme dokazovali existenci
kartézského sou¢inu. Nasim cilem bude vytvofit z mnoziny a, kterou lze zapsat také jako {d : d € a},
mnozinu {P(d) : d € a} tim, ze kazdy prvek nahradime jeho potenci. To, Ze potence kazdého prvku
existuje, vime diky axiomu potence. P¥islusnym tfidovym zobrazenim bude formule (z,y) defino-
vana jako y = P(z). Jsou splnény predpoklady axiomu nahrazeni, tj. jedna se skutecné o zobrazeni?
Ano, protoze potence mnoziny je urcena jednoznaéné — to plyne z axiomu extensionality.

Diky schématu axiomu nahrazeni pouzitého s formuli y = P(x) tedy vytvofime z mnozZiny a
mnozinu {P(d) : d € a}. Na ni uz staéi jen aplikovat axiom sjednoceni.

PoMoci SCHEMATU AXIOMU VYDELEN(:
Také muzeme ke konstrukci pfistoupit tak, Ze nejprve vytvorime néjakou mnozinu, ktera b obsahuje,
a na zavér pouzijeme axiom vydeéleni. Diky axiomtm sjednoceni a potence lze vytvorit mnozinu
B = P(Ja). Z jakych mnozin je vzniklad mnozina B slozena? Tvrzeni ¢ € B plati pravé tehdy, kdyz
je ¢ C Ua, tedy kdyz je tvofena z prvka prvki a. My ale nechceme, aby byla sloZena z libovolnych
prvki prvki a; kazdd mnozina ¢ mé obsahovat prvky pouze jediného prvku mnoziny a (tento prvek
je v dokazované formuli oznacovan jako d).

Je nicméné vidét, ze kazdy prvek b lezi rovnéz v B. Je proto mozné pouzit axiom vydéleni
s formuli ¢(z) definovanou jako (3d € a)(z C d). Ten zjevné ve vysledné mnoziné nechd pouze
prvky, které v ni chceme.
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PozNAMKY:

Dosla feSeni byla vétSinou viceméné spravna a oba pristupy se vyskytovaly zhruba stejné casto.

U prvniho mnoho z Vas opomnélo zduvodnit jednoznacnost pomoci axiomu extensionality, za coz

jsem ovSem nakonec body nestrhéval. Vyraznéjsim prohieskem byla snaha zkonstruovat mnozinu

pomoci ,postupného sjednocovani“ — néktefi vyslovné zminili axiom dvojice. Takovy pristup by

fungoval v pfipadé, ze by mnozina a byla kone¢na, ale co kdyz bude dokonce nespocetna? V takovém

pripadé je nutné pouzit axiom nahrazeni misto postupného pfidavani prvkia.

Resenim, ktera byla sepsana bezchybné a nezvykle piehledné, jsem udéloval imaginarni bod.

(Kuba Krdsensky)

Uloha 2. (14; 10; 3,64; 5,0)
Je ddna funkce f:R — R. Kdykoli zvolime redlnd ¢isla a < b a mnozina {f(z) : a < =z < b}
m4 nejvétsi prvek, nazveme tento prvek lokdlnim mazimem funkce f. Dokazte, ze mnozina vSech
lokdlnich maxim funkce f je spocetna. (Mirek Olsék)

RESENT:

Nejprve si uvédomime jednu pomocnou skuteénost — ze mnozina QQ X Q, tj. mnozina dvojic racional-
nich ¢isel, je spocetnd. V prvnim dile seridlu jsme totiz dokézali jak spocetnost Q, tak spocetnost
spocetného sjednoceni spocetnych mnozin. Kdyby se nam tedy podafilo sestrojit prosté zobrazeni
z mnoziny vSech lokalnich maxim do Q x Q, mame vyhrano.

Vezméme proto néjaké lokalni maximum y funkce f. Vime, Zze k nému existuje néjaky interval
(a, b) takovy, Ze je y nejvétsim prvkem mnoziny {f(z) : a < z < b}. Zvolme tedy néjaky takovyto
interval. V ném nalezneme alespoii jedno zo takové, ze f(zo) = y. Diky hustoté racionélnich &isel
umime nalézt takova racionalni ¢isla p, g, aby a < p < zg < g < b. Zjevné je y i nejvétsim prvkem
mnoziny {f(z) : p < z < q}, protoze se jedna o podmnozinu ptvodni mnoziny, kterd navic obsahuje
f(@o).

Kazdému lokalnimu maximu tedy umime pfifadit néjaky interval s racionalnimi krajnimi body.
Toto pfifazeni je pfitom prosté, jelikoz interval (p, ¢) nemiize mit vice lokalnich maxim. Podafilo se
nam tedy ukazat, ze existuje prosté zobrazeni mnoziny vSech lokdlnich maxim do spocetné mnoziny

Q x Q.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni obsahovala onu klicovou myslenku, ze kazdé lokalni maximum musi byt
maximem i na néjakém intervalu s racionalnimi okraji. Dost mé ale mrzelo, Ze si vétsina z Vas
poradné neptecetla zadani. Podle trochu necekané definice v zadani je totiz lokdlnim maximem
funkéni hodnota, ne bod definiéniho oboru — napfiklad funkce sinus tedy mé jediné lokalni maxi-
mum, a to +1. A podobné toto maximum nemusi byt ostré; kdyz si naptiklad vezmeme libovolnou
konstantni funkci a kterykoliv interval, bude mnozina {f(z) : a < z < b} obsahovat jediny prvek,
ten tedy bude automaticky nejvétsim prvkem, a tudiz lokalnim maximem. Podle toho, jak moc jste
si svoji Spatnou interpretaci zadani zjednodusili praci, jsem strhaval body. Naopak feseni, ktera
byla stru¢na a zaroven nic neopomnéla, jsem odménil kladnym imagindrnim bodem.

Opakované jsem se setkal s dvéma nepravdivymi tvrzenimi. Prvni z nich fikalo, Zze funkce na
kazdém intervalu (a,b) nabyvéa n&jakého maxima. To neni pravda hned ze dvou davodi. Zaprvé
funkce nemusi na daném intervalu byt omezena — ptikladem je f(x) = 1/x na (0,1). A zadruhé sice
omezend byt mize, ale pfislusnd mnozina nemusi obsahovat nejvétsi prvek — naptiklad f(z) = x
ma nejvyssi hodnotu na pravém okraji intervalu, jenze ten do intervalu nepat¥i.

Druhym omylem bylo tvrzeni, Ze mnozina lokdlnich maxim je diskrétni (z ¢ehoz by pak uz hned
plynula jeji spocetnost). Snadno totiz popisu funkci, kterd ma za mnozinu lokalnich maxim celé¢ Q,
tj. vSechna kladna racionalni &isla. Staci vzit libovolnou bijekci Z — Q1 a tu nasledné dodefinovat
nulami ve vsech necelociselnych bodech. Komu se chce, miize si podobnym zpusobem zkonstruovat
funkci, ktera naopak nabyva lokalniho maxima v kazdém racionalnim bodé.
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Na zavér tohoto dlouhého komentare jesté chci upozornit, ze redlna ¢isla sice jsou usporadanou
mnozinou a toto uspofadani ma mnohé dobré vlastnosti, ale nejednd se o dobré usporadani. Vlast-
nosti dobrého usporadani umoznuji k danému prvku nalézt prvek bezprostfedné nasledujici, coz
pro realné &islo provést nelze! (Kuba Krasensky)

Uloha 3. (6; 2; 1,67; 0,0)
O mnoziné X C wy fekneme, Ze je sikovnd, pokud

(i) X je nespocetna,

(ii) pro kazdou spocetnou mnozinu Y C X je | JY prvkem X.

Dokazte, ze prinik dvou Sikovnych mnozin je opét Sikovna mnozina. (Mirek Olsék)
RESEN{:
Nejprve dokdzeme jedno pomocné tvrzeni.

Tvrzeni. Podmnozina X C wj je nespocetna pravé tehdy, kdyz pro kazdy ordinal o € wy existuje
B € X takové, ze a < .

Dikaz. Podle seridlu je mnozina X C wj spocetnd préavé tehdy, kdyz |J X € wi, coZ znamena,
7ze X C w1 je nespocetnd pravé tehdy, kdyz |JX = wi. Pokud |JX = w1, pak pro kazdy ordinal
a € wi plati a € |J X, neboli existuje 8 € X vétsi nez a. Naopak pokud pro kazdy ordinal a € wq
dokézeme najit vétsi ordinal 8 v X, pak a € |J X, tudiz |J X = w1, tedy X je nespocetny. O

Méjme dvé libovolné sikovné mnoziny X, Y a necht Z = X NY. Napied ovéfime, Ze Z spliuje
podminku (ii) ze zad4ni. Pokud W je spodetnd podmnozina Z, pak W je také podmnozinou X a
Y, a proto je [JW prvkem X a Y, tedy i jejich priniku Z. Tim je tvrzeni dokazéno.

Zbyvé ukazat, ze Z spliiuje i podminku (i), tedy Ze Z je nespocetna. Pro spor predpokladejme,
ze existuje ordindl o € wy, ktery je vétsi nez vSechny prvky ze Z. Sestrojime nésledujici posloupnost
ordinalti. Nejprve zvolime zg > o z X, dale yo > zo z Y. Pokracujeme vybérem zj > yg_1 z X
a Yy > xp z Y pro vSechna prirozenad k pocinaje jednickou. Existenci hledanych prvki v kazdém
kroku zarucuje dokazané tvrzeni a nespocetnost mnozin X a Y. Nyni uvazujme |J;2 , z;, které podle
podminky (i) lezi v X, a |J;2 y: lezici v Y. Plati, Ze ) < yg41, a proto xj < (U= s, z ¢ehoz
plyne ;2 i < U2 vi- Analogicky se dé ukazat, ze ;2 vi < Ui @i, tudiz U2, vs = Ui -
Tento ordindl je tedy spoleénym prvkem X a Y, a proto lezi v Z. Dospéli jsme tedy ke sporu.

POZNAMKY:
Tato uloha vyzaduje dobré porozuméni seridlu a peclivé zachazeni s pojmy a symboly. Netspésné
byly snahy dokézat, ze Sikovné mnoziny museji obsahovat od jistého ordinalu vSechny vétsi ordinély
— nic takového platit nemusi, protiptikladem je tfeba mnozina vSech limitnich ordinala. Chtél bych
pochvalit Jakuba Lowita za hezky sespané feseni s postupem podobnym vzorovému a Filipa Bialase
za originalni pouziti Pressing down lemmatu ze seridlu.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)
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Do nekoneCnaajestédal........................

Aziom vybéru ocividné plati, princip dobrého uspordaddni ocividné neplati, a Zornovo lemma —
tézko vict. — Jerry Bona

Dil treti — Sila volby

aneb Nac ten humbuk okolo axiomu vybéru

V minulém dile jsme predstavili sadu deseti axiomu teorie mnozin, které se v souCasnosti bézné
pouzivaji. Jeden z nich, axiom vybéru, mezi nimi ale z poc¢atku chybél. Skutecnost, Zze se mate-
matikim nedafi dokazat néco tak zrejmého jako , je mozné provést nekonecné mnoho nahodilych
vybéra najednou, zpusobila pozdvizeni. Obzvlast poté, co shledali, Ze na jednu stranu lze z axiomu
vybéru odvodit rtizné pochybné vzhlizejici disledky, ale na druhou stranu jej jiz mimodék pouzi-
vaji ve svych dikazech. Obava, kratce poté, co se zbavili Russelova paradoxu, byla pochopitelna.
Opravdu si muzeme jen tak dovolit pfidat novy axiom? Nemuze se s nim teorie zas rozbit? Nako-
nec problém rozsekli podobné jako hypotézu kontinua® (pouzitim obdobnych pokroéilych nastrojt).
Axiom vybéru neni mozné pomoci ostatnich axiomi dokdzat ani vyvratit.

Rozdil mezi axiomem vybéru a hypotézou kontinua spociva v tom, jak k této nezavislosti na
ostatnich axiomech matematici pfistoupili. Zatimco u hypotézy kontinua se smifili s tim, Ze se holt
nikdy nezjisti, jak to s ni ,doopravdy“ je, axiom vybéru uznali za natolik intuitivni a zfejmy, ze
jej zaradili mezi ostatni axiomy. Tento pfistup neni povinnosti — kdokoli si mtze zvolit svou sadu
axiomu, kterou bude uznavat. Jde jen o vSeobecné rozsirenou praxi, které se drzime i zde.

V tomto dile seridlu se axiomu vybéru podivame na zoubek. Dozvis se, k ¢emu potfeba neni,
jak vypada jeho takika prehlédnutelné pouziti, jak s nim umravnit porovnavani mohutnosti, i jaké
paradoxy” z né&j jdou odvodit.

Co axiom vybéru je a co neni
Axiom vybéru rika
Vzea)(Vyea) x££y zny=0)= (F)(Vz € a) Fy)(z N b= {y}).

Slovy: Kdykoli mame mnozinu a, jejiz prvky jsou navzdjem disjunktni (tj. neprotinajici se) ne-
prazdné mnoziny, umime vybrat z kazdého prvku z mnoziny a jednoho reprezentanta y € x a
sestavit mnozinu reprezentantu b.

Laicky, avSak vystizny popis axiomu vybéru zni: Lze provést nekoneéné& mnoho nahodilych
vybéra najednou. Je dobré si uvédomit, pro¢ jsou v tomto popisu pojmy ,,nahodily* a ,nekone¢né
mnoho“. Duvodem jsou néasledujici dvé tvrzeni, z nichz prvni fika ,,Nenahodilé vybéry lze provadét
i bez axiomu vybéru.“ a druhé ,,Kone¢né mnoho vybéru lze taktéz provést bez axiomu vybéru.“.

SPtipominame, %e hypotéza kontinua je vyrok |wi| = |R|, ktery nelze dokéazat ani vyvratit. Vi
se pouze, ze |wi| < |R|.

7Zde myslime prekvapiva tvrzeni, nikoli spor jako v ptipadé Russelova paradoxu.
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Tvrzeni. Pokud mame predpis (formuli), jak z jednotlivych mnozin x € a najit reprezentanta
y € x, plyne existence mnoziny reprezentanti z axiomu nahrazeni.

Axiom vybéru je tedy potfeba jenom v pripadé, kdy takovy predpis nemame. Poznamenejme, Ze
pfedpis méme napiiklad v situaci, kdy vSechny mnoziny x obsahuji pfirozena (¢i obecnéji ordinalni)
¢isla. V takovém pripadé muze predpis znit ,,vezmi nejmensi Cislo z dané mnoziny“.

Tvrzeni. Pokud je mnozina a konecna, lze najit mnozinu reprezentantu bez axiomu vybéru.
Axiom vybéru tedy je tieba az v okamziku, kdy je a nekone¢na mnozina.

Dikaz. Dokézeme to (obycejnou, nikoli transfinitni) indukci podle velikosti a. V okrajovém pii-
padé, kdy je a prazdnad mnozina, je spravnou odpovédi prazdnad mnozina reprezentantiu. Oznacme
dale n pocet prvkd mnoziny a a predpoklddejme, Ze lze najit mnozinu reprezentantti v kazdé
(n — 1)-prvkové mnoziné. Dokazeme, Ze ji lze najit i v mnozing a. Uvazme jeden prvek z mnoziny
a (existuje, protoZe a je neprazdnd) a dale prvek y € z (existuje, protoZe x je neprazdnd mnozina).
Dale z indukéniho predpokladu najdeme mnozinu b reprezentantt z a \ {z}. KyZend mnozina re-
prezentantt pro a pak je napiiklad bU {y}. O

Tento diikkaz nelze transfinitné zobecnit, protoze se v ném opirdme o indukéni predpoklad na
predchozim prvku, ktery u limitnich ordinalt neexistuje. Pro nasledujici tvrzeni z minulého dilu jiz
axiom vybéru potieba je.

Tvrzeni. Kdykoli mdme spocetnou mnozinu X, jejiz prvky jsou spocetné mnoziny, tak i mnozina
U X je spocetné.

Dukaz. Mnozina X je spocetnd, takze existuje prostd funkce f: X — w. Kazdy prvek z € X
je spocetnd mnozina, takze existuje prostd funkce gp:z — w. Abychom ukézali, ze Y = [JX je
spocetnd mnozina, musime ukéazat, ze existuje prostd funkce g:Y — w. Pro y € Y vzdy najdeme
z € X, které obsahuje prvek y. Pak definujeme

gly) = 2/@) . 392 (¥)

Prostota funkce g vyplyvé z jednoznacnosti prvociselného rozkladu: Z hodnoty g(y) jednoznaéné
ur¢ime exponent u dvojky, a protoze je f prostd funkce, mizeme urcit i samotné x. Z exponentu
u trojky (a na zdkladé prostoty funkce g, ) nakonec uréime samotné y. O

Kde byl potfeba axiom vybéru? Jeden naznak vybirani v dikaze je, kdyz si pro prvek y vybereme
néjaké r € X, které jej obsahuje. V tomto okamziku ale axiom vybéru nezbytny neni — muzeme
totiz napsat predpis, ktery = urdi jednoznacné: Zvolime x takové, pro které je f(z) nejmensi mozné.
Moznost prifadit kazdému y € Y prislusné x € X tedy plyne z axiomu nahrazeni, jak jsme jiz
uvadéli.

Axiom vybéru byl vSak klicovy v jiném momenté — kdyz jsme volili funkce g5. MozZnosti, jak
zobrazit x do w, je nekoneéné (a typicky nespocdetnd) mnoho. My jsme si vSak vybrali jen jednu, a
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to pro kazdy z prvki mnoziny X, kterych mohlo byt nekoneéné mnoho. Formalni pouziti axiomu
vybéru by vypadalo tfeba takto:

Necht Gz C P(xz X w) je mnozina vSech prostych zobrazeni x — w pro z € X. Jednotlivé
mnoziny G jsou jednak neprazdné, protoze vSechny z € X jsou spocetné, a jednak disjunktni,
protoze z funkce lze poznat jeji defini¢ni obor. Pak na a = {G; : € X} aplikujeme axiom vybéru,
¢imz dostaneme mnozinu reprezentanti b. Nakonec definujeme g jako onen jediny prvek pruniku
Gz Nb.

Opét by ale axiom vybéru potfeba nebyl, kdybychom meéli dany pfedpis pro funkce g,. Popravdé
se moc Casto nestava, ze bychom méli spoetnou mnozinu spocetnych mnozin a neméli pfi nich i
seznam prostych funkci do w. Napiiklad v diukaze spocetnosti mnoziny Q se bez axiomu vybéru
obejdeme. Nékdy se ale muze stat, Ze o prvcich mnoziny vime, Ze jsou spocetné, ale nemame
predepsano, jak — naptiklad ve druhém dile, kdyz jsme dokazovali, Ze sjednoceni spocetné mnoziny
prvki wi stéle lezi v wy.

Predeslé pouziti axiomu vybéru pusobi neskodné a ukazuje, jak ho mohli matematici snadno
prehlédnout. Je to také tim, Ze jsme axiom vybéru pouzili jen na spoc¢etnou mnozinu a, kde je jesté
konstrukce prislusné mnoziny reprezentantii docela predstavitelna. Co je tedy na tom axiomu tak
kontroverzniho? Nésledujici dva priklady jiz demonstruji moc axiomu vybéru v plné sile.

DobrodruZzstvi nekonecné mnoha prasatek

Pred nekone¢né mnoha lety, za nekonec¢né mnoha horami a fekami, potulovala se druzinka neko-
ne¢né (ale spocetné) mnoha prasétek. Sla poklidné lesem a neméla ponéti, Ze na né ma spadeno zly
vlk. Na tuhle chvili ¢ekal uz nekone¢né dlouho — uz davno mél nachystanou past. Jesté kousek...
A klap! VSechna prasatka byla v kleci.

,Tak, a ted vas vSechna snim,* liboval si vlk. Uz mél rozpocitano, jak sezere kazdy den nekonecné
mnoho prasatek, a dokonce mu to vyjde na nekoneéné mnoho dni. Ale prasitka nehodlala prodat
svou kuzi lacino. Jak jich bylo hodné, naslo se mezi nimi prasatko-pravnik, které dobte védélo, pro¢
je jezeni prasatek nejen nespravné, ale dokonce ilegalni: ,,Podle paragrafu 58072 kralovy vyhlasky
w-w—+5 sbirky je konzumace sebeuvédomélych bytosti ztotoznéna se skutkovou podstatou trestného
¢inu vrazdy, jak je uvedena v trestnim zakoniku ...“ , Jaké sebeuvédoméni?! Jste obyéejné prasata
— gvifata!® ¢ilil se vlk a uz prehodnocoval své plany. Radsi je vSechna sezere uz zitra, takovéhle
diskuze nema zapotiebi.

,Podle paragrafu w téze vyhlasky je sebeuvédoméla bytost takova, ktera prokaze svou schopnost
splnit kol intelektualni podstaty...“ sypalo ze sebe prasatko-pravnik. ,Jé takhle,“ pomyslel si vlk

24



X Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

— na vymysleni nesplnitelnych tkold byli pohadkovi zaporaci vzdy odborniky (nebo si to o sobé
aspori mysleli). Takto vypadal tkol pro prasatka: Dalsi den se maji sefadit na p¥irozend ¢isla. Poté
vlk na jejich hlavy posadi klobouky a kazdy klobouk bude mit barvu né&jakého odstinu Sedi (realné
éislo). Prasatka neuvidi barvu svého klobouku, jen barvy kloboukt prasatek pfed sebou (stojicich
na vyssich pfirozenych &islech). Pak kazdé prasatko poseptd vlkovi tip na barvu svého klobouku.
Pokud se splete jen konecné mnoho prasatek, vlk je vSechna pusti na svobodu. Jakmile se jich
vSak zmyli nekoneéné mnoho, vlk vSechna prasatka sezere. ,,Po pravni strance je vse v poradku,“
vypisklo prasatko-pravnik a schoulilo se do kouta klece.

Kazdé jednotlivé prasatko v duchu uvazovalo: ,,Pokud vlk nasadi kazdému z néas klobouk né-
hodné barvy, nebude zadné cesta, jak by mi informace o barvich klobouku pfede mnou mohla
prozradit néco o tom, co mam ja. Takze Sance, Ze se strefim do ndhodného realného cisla bez se-
bemensi nadpovédy, je nulova. Stejné tak maji nulovou Sanci ostatni prasatka, tedy je miziva prav-
dépodobnost, ze se vibec nékdo strefi. A Ze bychom se méla strefit vSechna s vyjimkou konec¢né
mnoha z nas? Tady uz pomuze jediné zazrak...“

Neékdo tomu Fiké zazrak, jiny axiom vybéru. A protoze bylo prasidtek dohromady docela hodné,
naslo se mezi nimi jedno, které na to pfislo. Za pomoci axiomu vybéru se totiz v jakkoli ndhodném
rozestavéni klobouku da najit ,,pravidelnost®, presnéji feCeno reprezentant.

Vlkovo rozdéni kloboukt interpretujeme jako funkei f:w — R, kde hodnota f(n) uréuje barvu
klobouku prasatka stojiciho na ¢isle n. Uvazme mnozinu M vSech moznych takovych funkci f. Déle
fekneme, ze dvé funkce f,g € M si jsou podobné (znad¢ime f ~ g), pokud se lisi jen na konec¢né
mnoha pozicich. Nakonec pro f € M nazveme ocasem funkce f mnozinu [f]={g€ M : g~ f}.

Vsimneme si, ze kdykoli g € [f], tak je [g] = [f]. Z toho plyne, Ze jednotlivé ocasy funkci jsou
vzdy bud stejné, nebo disjunktni. Na mnozinu a = {[f] : f € M} tak mizeme pouzit axiom vybéru
a ziskat mnozinu reprezentantt R. Mnozina R bude tvorit zédklad strategie prasatek — jednu takovou
mnozinu reprezentantd R si prasatka vyberou a kazdé si ji napise do notysku.

Kdyz vlk posadi klobouky podle funkce f, nebude sice zadné prasatko znat f, ale kazdému
prasatku do znalosti f chybi jen kone¢né mnoho hodnot, takze kazdé prasatko bude znat jeji ocas
[f]- V notysku pak najde jediného reprezentanta g € [f]N R, a stoji-li na pfirozeném ¢&isle n, posepta
vlkovi g(n). Takto se zmyli jen kone¢né mnoho prasétek, protoze g ~ f. V§imnéme si, ze kdyby bylo
prasatek jen konec¢né mnoho, skutecné by se s nejvétsi pravdépodobnosti spletla vSechna. Kdyz jich
ale je nekone¢né mnoho, uz se jich vétsina strefi. Barvu, kterou maji fict, urcuji pomoci klobouk,
které vidi pred sebou — i kdyz je jasné, Ze ,barvy jednotlivych kloboukt spolu nijak nesouviseji“.
To je prvni ze slibovanych paradoxu.

Neméfitelna mnoZina

Dalsi priklad pouziti axiomu vybeéru jiz neni pohadkovy, ale takovy, na ktery matematici skute¢né
narazili. Prali si zobecnit pojem obsahu a objemu a tento zobecnény obsah nazvali mira. Pro jedno-
duchost si to ukdzeme na redlnych ¢islech. Mira by méla byt zobrazeni, které podmnoziné realnych
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¢&isel prifadi ¢islo z IRS' U {oo} udavajici, ,jak je tato mnozina dohromady dlouha“. Matematici si
usmysleli, Ze by po mife chtéli nasledujici vlastnosti:

(i) Mira (neprazdného) otevieného intervalu (a,b) je jeho délka b — a.

(ii) Pokud A C B C R, tak je mira A mensi nebo rovna mife B (prvek oo zde poklddame za
vy$8i nez vSechna realnd ¢isla).

(iii) Pokud posuneme mnozinu A C R po realné ose, neméla by se zménit jeji mira. Formalné
feceno je pro kazdé (pevné) realné ¢islo r mira mnoziny {a + r : a € A} stejnd jako mira
mnoziny A.

(iv) Jsou-li A, B C R disjunktni mnoziny, dostaneme miru A U B jako soucet mér A a B.

(v) Sjednoceni spoéetné mnoha mnozin nulové miry je stale mnozina nulové miry.

Jsou tyto pozadavky pfirozené, ¢i pfehnané? Pfinejmensim s axiomem vybéru lze ukézat, Ze neni
mozné je vSechny splnit a definovat miru véem podmnozinam R.

Pro realné ¢islo = definujeme jeho iracionding édst coby mnozinu Sy = {z+q : ¢ € Q}. VSimnéme
si, ze x € Sy a jakmile y € Sg, tak Sy = S;. Z toho plyne, Ze jednotlivé mnoziny Sz jsou vzdy bud
stejné, nebo disjunktni. Na mnozinu § = {S; : z € R} tak mizeme pouzit axiom vybéru. Jesté
pfedtim ale kazdou z nich pronikneme s intervalem (0,1) — axiom vybéru nam tak dé& mnozinu
reprezentanti R C (0,1). Mnozina R ma tu vlastnost, ze pokud ji posuneme o raciondlni &islo,
ziskdme mnozinu disjunktni s ptivodni. Na druhou stranu, pokud ji posuneme o vSechna mozna
racionalni éisla, pokryjeme celou realnou osu. (Prvek z posunuty o vSechna raciondlni isla totiz
pokryje celou mnozinu S;.)

Jakou by ale mnozina R méla mit miru? Je podmnozinou intervalu (0, 1), mira tedy bude rovna
nejvyse jedné. Kdyby méla nulovou miru, pak by i kazdé jeji posunuti o racionélni ¢islo mélo nulovou
miru. VSech moznych posunuti o racionalni ¢islo je spocetné mnoho, takze i jejich sjednoceni by
mélo mit nulovou miru. To je ale spor — celd redlna osa nulovou miru jisté nemé (musi mit miru

Mira R tak musi byt kladné ¢&islo 7. V intervalu (0, 1) existuje nekone¢né mnoho racionalnich ¢isel

— nam jich bude stacit koneéné mnoho, vic nez % Posunuti mnoziny R o tato racionalni ¢isla jsou
navzadjem disjunktnimi podmnozinami intervalu (0, 2). Jejich sjednoceni tak je také podmnozinou
intervalu (0,2), ale mira tohoto sjednoceni je vétsi nez r - % = 2. Opét jsme dostali spor, proto
nemiizeme mnoziné R prifadit zadnou miru.
Poznamka. Kdyz jsme popsali problém, tak i nastinime, jak z ného ven. Matematici po mife
stale pozaduji vSechny zminéné vlastnosti, ale jiz nepozaduji, aby byla mira definovand na vsech
podmnozinidch R. Musi byt ale definovand pro vSechny ,méfitelné mnoziny“, coz jsou skoro jaké-
koli konstruktivné popsané mnoziny. Napiiklad je méfitelnd i mnozina téch realnych ¢isel, ktera
v desitkovém zapisu neobsahuji ¢islici 2 na zadné prvociselné pozici za desetinnou ¢arkou. Presna
definice méfitelnych mnozin vSak presahuje ramec tohoto seridlu.

Poznamka. Ve tfirozmérném prostoru (formalné R x R x R) lze jit jesté dél a rozdélit kouli na
jen kone¢né mnoho (¢tyfi zakladni a nékolik pomocnych pro doladéni detaill) disjunktnich mnozin,
tyto mnoziny otocit a posunout a poskladat z nich dvé nové koule, obé€ stejné velké jako ta puvodni.
Tento jev se nazyva Banach—Tarského paradoxem a demonstruje nemoznost zavedeni objemu vsech
t¥irozmérnych mnozin jesté silnéji, nez jsme predvedli zde pro miru na R.

Tato pouziti axiomu vybéru byla viceméné piimocara. Dalsi zajimavosti se budou dit, kdyz si
budeme vybirat ,postupné“. Napted ale musime umét takové postupné vybirani formalné uchopit.

Postupné vybirani

Postupné vybirani neni nic nového, ostatné bylo pouzito jiz v prvnim dile. Coby pfiklad ukazeme
dvé jednoducha tvrzeni, ktera nejprve dokdzeme ne zcela formalné, a nasledné se zamyslime, jak by
bylo mozné tyto dikazy formalizovat. V dalsi kapitole pak tato tvrzeni rozsifime do prekvapivéjsi
podoby.
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Tvrzeni. (kritérium pro dobré uspofadani) Necht linedrné uspofddana mnozina A je neprazdna
a nelze v ni najit nekonecnou klesajici posloupnost jejich prvki xo > x1 > x2 > ---. Pak ma
mnozina A nejmensi prvek.

Dukaz. Pro spor predpokldddme, ze A nema nejmensi prvek, a najdeme v A nekoneénou klesajici
posloupnost. Zvolme prvni prvek zg. Ten nemuze byt nejmensi, najdeme tedy mensi prvek z; < xg.
Ani z1 nemiZe byt nejmensi, takze najdeme z2 < x1. Takto muzeme pokracovat stale, takze
nakonec ziskdme nekonec¢nou klesajici posloupnost o > x1 > x9 > - -. |

Tvrzeni. (minimalita w mezi nekoneénymi mohutnostmi) Uvazme mnozinu X. Pak bud existuje
bijekce mezi X a nékterym prirozenym cislem, nebo existuje nekonec¢na posloupnost riznych prvku
0, %1, .. -

Dukaz. Budeme postupné volit z,, coby rtzné prvky mnoziny X. Nejprve zvolime zg € X, pak
z1 € X \ {z0}, 2 € X \ {z0,z1}, a tak dale. Pokud se v prubéhu X vyprazdni, neboli nemtuzeme
zvolit zn, € X \ {zo,%1,... ,Zn—1}, tak jsme pravé popsali bijekci n — X a X je n-prvkova
kone¢néd mnozina. V opacném pripadé se povede sestrojit celou nekonecnou posloupnost riznych
prvku zg,z1,x2,. .. |

V obou ptipadech jsme postupné sestrojili posloupnost prvka zg,z1,... Posloupnost coby ob-
jekt teorie mnozin by méla byt mnozina (nebo pfinejhor$im tiida). V tomto piipadé nazveme
posloupnosti (prvki z Y délky X) zobrazeni X — Y, jehoZ definiénim oborem je ordinal (nebo
On,® v predeslych piikladech byla defini¢nim oborem w). Hodnoty posloupnosti zna¢ime indexem
2y na rozdil od bézného zobrazeni, kde se znadi zdvorkami z(n).

Jiz v minulém dile jsme se setkali s posloupnosti wq délky On. Technicky jde témér o tieti
synonymum ke sloviim zobrazeni a funkce, rozdil spoc¢iva hlavné v intuitivnim vniméni — zatimco
funkci si ¢lovék predstavi jako proces, jak z z vznikad f(z), posloupnost si pfedstavi jako za sebou
jdouci prvky xg,z1,z2,. ..

Postupné definovani jsme se uz naucili provadét rekurzi. Jenze v predeslych dvou diikazech
nemame exaktni pravidlo pro vybér nasledujiciho ¢lenu, a (transfinitni) rekurze stoji na tom, ze
zname nasledujici prvek pfesné. Jinak totiz neni funkce dané rekurzivnim predpisem jednoznacné.
Tato jednoznacnost je navic potfeba i pro dikaz existence — v limitnim kroku. Opét neni problém
ukazat, ze existuje odpovidajici posloupnost délky n pro libovolné prirozené cislo n. Pokud si vsak
zacatky téchto posloupnosti neodpovidaji, nedokazeme je skloubit do jedné nekonec¢né posloupnosti.
V nékterych pripadech to ani nejde — naptiklad v pfirozenych cislech najdeme libovolné dlouhou
konecnou klesajici posloupnost, av§ak nikoli nekone¢nou.

Resenim bude sestrojit jesté pred spusténim rekurze pomocnou funkci, se kterou jiz bude rekur-
zivni predpis jednoznacny.

Definice. Necht X, Y jsou mnoziny. Viceznacnd funkce z X do'Y je mnozina f C X XY takova,
ze (Vz € X)(Fy €Y) ((x, y) € f) Od obyc¢ejné funkce se tedy lisi tim, ze jednomu x muze odpovidat
vice y.

Tvrzeni. Necht f je viceznaéna funkce z X doY . Pak existuje funkce f: X — Y takova, e f C f.
Tento proces nazyvame vybranim funkce f z viceznac¢né funkce f.

Dikaz. Pro z € X ozna¢me f = fN ({x} x Y) a dale a = {f, : # € X}. Protoze je f viceznacna
funkce, je kazdd fr neprazdnd, a proto miizeme na mnozinu a pouzit axiom vybéru. Vysledkem
bude funkce f: X — Y splaujici f C f. U

8Ptipominame, Ze symbolem On myslime (vlastni) t¥idu vSech ordinali.
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Cviceni 1. Necht existuje (ne nutné prosté) zobrazeni f: A — B takové, ze kazdé b € B lze dostat
jako néjaké f(a) (fikdme, ze f je surjektivni nebo téz na B). Dokaz, ze existuje prosté zobrazeni
g:B — A.

J

Poznamka. Analogicky by bylo mozné zavést i tfidovou vicezna¢nou funkci, avSak v takovém
okamziku jiz axiom vybéru nepostacuje k tomu, aby se z tfidové vicezna¢né funkce vybrala t¥idova
funkce. Pro takovy vybér by byl potfeba tzv. aziom silného vybéru, kterym se v tomto textu
nebudeme zabyvat.

Nyni mtzeme dukazy obou tvrzeni formalizovat.

Dikaz. (kritérium pro dobré usporddani) Predpokladdme, ze zadny prvek A neni nejmensi. To
znamena, 7e mame viceznaénou funkci f z A do A, kterd kazdému a € A ptifadi mensi prvky.
Formélné

f={(z,y):xeAyecAy<z}

7 vicezna¢né funkce f vybereme funkci f, kterd kazdému prvku prifadi néjaky mensi prvek. Nakonec
si zvolme jeden prvek s € A pro zacatek a rekurzivné definujeme nekonecnou klesajici posloupnost
pfedpisem zg = 8, Tp4+1 = f(Tn).

Dikaz. (minimalita w mezi nekoneénymi mohutnostmi) Necht STOP je prvek rtizny od vSech

prvkd mnoziny X. Déle uvazme vicezna¢nou funkei f z P(X) do X U {STOP}, ktera kazdé ne-
prazdné mnoziné ptiradi jeji prvky a prdzdné mnoziné pfifadi STOP. Formélné

F={(x,y):x € P(X),y € 2z} U{(0,STOP)}.

Vybereme z ni funkci f, ta kazdé neprazdné podmnoziné mnoziny X prifadi jeden jeji prvek a
prazdné mnoziné pfifadi STOP. Pak definujeme rekurzivné posloupnost z, = f(X \ {z; : ¢ < n}).
Specialné vyjde o = f(X). Z vlastnosti funkce f budou z, nejprve rizné prvky mnoziny X a
nasledné uz jen sama STOP.

Mohou nastat dvé moznosti. Pokud je néjaké x, = STOP, zvolme nejmensi takové n. Zuzeni
z na n je pak bijekce n — X, takze je X konefnd mnozina. V opa¢ném piipadé jsme sestrojili
nekonec¢nou posloupnost ruznych prvkia. O

Kombo axiomu vybéru a transfinitni rekurze

Zatimco z formalniho hlediska je mezi rekurzi a transfinitni rekurzi minimélni rozdil, jinak je tomu
z pohledu lidské intuice. Mozna sis u minulé kapitoly Fikal(a), pro¢ se uz zase piplame s dokazovanim
néceho zfejmého, a kvuli formalismim to déldme malinko nesikovné a slozité. V této kapitole
provedeme takika stejné tivahy, jen namisto rekurze na pfirozenych ¢islech pouZijeme rekurzi na
vSech ordinalech.

Tim najednou misto banalnich tvrzeniek ziskame silné néstroje teorie mnozin — Zornovo?
lemma a princip dobrého usporadani. Jestli Ti budou jejich dikazy pfipadat aspon zpola tak
intuitivni jako v pfedchozi kapitole, seridl splnil své posléni ;-).

9Cti [cornovo]; taktéz je zndmé pod pojmem princip mazimality.
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Tvrzeni. (Zornovo lemma) Méjme mnozinu X. O mnoziné R C P(X) rekneme, Ze se jednd
o rtetézec, pokud pro kazdé dvé mnoziny A, B € R plati A C B nebo B C A.

Necht' S C P(X) je neprédzdna mnozina spliujici nasledujici podminku: Pro kazdy retézec R C S
plati |JR € S. Pak existuje maximalni mnozina M € S. (Maximélni mnozinou rozumime takovou,
Ze pro zZadnou jinou mnozinu A € S neplati M C A.)

Navic mizeme volit M DY pro predem zvolenou Y € S.

Dikaz. Pro spor predpokladejme, ze takovd maximalni mnozina neexistuje. To znamend, ze kdy-
koli uvazime mnozinu M € S, najdeme jeji vlastni'® nadmnozinu A € S. Z vicezna¢né funkce
vybereme funkci f: S — S, ktera kazdé mnoziné z S prifadi néjakou vlastni nadmnozinu z S. Déle
vime, ze S je neprazdnd, vezméme si tedy prvek Y € S a definujme posloupnost S, délky On
rekurzivnim pfedpisem:

(i) So=Y,

(ii) Sa+1 = f(Sa):

(i) Sa =U{Ss : B € a} pro a limitni.
Slovy feceno vystartujeme na Y a na izolovanych ordinédlech skd¢eme na nadmnoziny pomoci funkce
f. Na limitnim ordinélu si vSimneme, Ze jsme dosud prosli fetézec prvka z S, mizeme tedy pouzit
jeho sjednoceni. Takto jsme definovali rostouci posloupnost S, rtznych prvka z S. Predstavime si
inverzni zobrazeni k posloupnosti S, — takové, které prvek S, posle na ordinal a. Pomoci néj a
axiomu nahrazeni z mnoziny S sestrojime mnozinu vSech ordinalnich &isel, coz je spor, protoze On
tvori vlastni t¥idu. O

Poznamka. Drtkaz je v porfadku, ale protoZe jsme se v seridlu pfili§ nevénovali transfinitni rekurzi
na vSech ordindlech, pfedvedeme jesté, jak by bylo mozné vyuziti t¥idy vSech ordinala obejit. Zvolme
mnozinu v v8ech typt dobfe usporddanych fetézci v S (usporddéni stale chapeme tak, ze vétsi prvek
znamend nadmnozinu). To je mnozina ordinalnich &isel, ktera s kazdym ordinalnim éislem obsahuje
i vSechna mensi, tedy je to ordinal. Nyni namisto rekurze na On spustime rekurzi jen na ordinalu
7. Posloupnost S, nadm da rostouci bijekci mezi v a fetézcem v S. Z toho plyne, Ze typ tohoto
fetézce je v, z ¢ehoz plyne spor v € ~.

Priklad. Necht A, B jsou disjunktni mnoziny. Pak existuje prostd funkce A — B nebo B — A.

Duikaz. Ozna¢me S mnozinu vSech takovych mnozin S, které obsahuji navzajem disjunktni dvojice
tvaru {a, b}, kde a € A, b € B. Ukdzeme, ze S splituje podminku Zornova lemmatu. Je tieba ovéfit,
ze kdyz uvézime fetézec R C S a sjednotime jej R = |J R, budou stale vSechny dvojice z R navzajem
disjunktni. Pro spor pfedpokladejme, ze v R lezi dvé dvojice do = {ao,bo}, di = {a1,b1}, které se
protinaji. Protoze je R sjednocenim retézce R, musi v R lezet mnoziny Ro, R1 takové, ze dg € Ry,
d1 € Rj. Protoze je R fetézec, nastane Ry C R; nebo R; C Rp. Vétsi z téchto mnozin tak musi
obsahovat obé dvojice do, d1, coz je spor s tim, ze tato vétsi mnozina lezi v S. Tim je podminka
Zornova lemmatu ovérena.

Proto z Zornova lemmatu najdeme maximélni mnozinu M € S. Pak musi |J M pokryt celou A
nebo celou B. V opa¢ném piipadé bychom totiz mohli vzit a € A\ UM, b € B\ UM a zvétsit
M ptidanim dvojice {a,b}. Pokud pokryje celou A, definujeme prostou funkci f: A — B tak, ze
kazdému a € A pfifadime to b € B, které je s nim ve dvojici. Pokud nastane druhd moznost,
definujeme analogicky f: B — A.

V kapitole o kardinalnich ¢islech dostaneme predesly vysledek znovu a v silnéjsi podobé. Na
nasledujicich cvicenich si miizes podobné pouziti Zornova lemmatu samostatné vyzkouset.

Cvigeni 2. Dokaz, ze existuje systém mnozin S C P(w) spliiujici nasledujici dvé podminky:

(i) Pro kazdou nekoneénou mnozinu X C w existuje S € S takové, ze X N S je nekoneény.
(ii) Prunik kazdych dvou rtznych mnozin z S je koneény.

10Vl]astni nadmnozinou myslime jen to, ze ma byt rtizna od ptivodni M.
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Cviceni 3. Dokaz axiom vybéru zpétné z Zornova lemmatu.

Poznamka. Na zdkladé predeslého cviceni se nékdy oznacuje Zornovo lemma (stejné jako nésle-
dujici princip dobrého uspotfadéni) za ekvivalent axiomu vybéru. Zornovo lemma je sice netrivialni
véta, ale je shodou okolnosti natolik obecna, ze z ni vyplyva néjaky axiom.

Tvrzeni. (Princip dobrého uspofaddani) Pro kazdou mnozinu X Ize najit usporddéni U C X X X
takové, aby (X, U) tvofila DUMu.

Poznamka. V dukaze pouzijeme stejny argument se tfidou vSech ordinélnich ¢isel jako v dukaze
Zornova lemmatu. Stejné jako predtim lze tento argument obejit — misto On by stacila mnozina
typtt véech DUM (Y,U’), kde Y C X a U’ tvoii na Y dobré uspotradani.

Diikaz. Staci ukdzat, ze existuje posloupnost z, (né&jaké délky), kterd obsahuje kazdy prvek mno-
ziny X pravé jednou. Uspotradani pak vycCteme z ordindli skrze bijektivni posloupnost zn, tedy
stanovime zo < zg pro a < . Zbyva najit takovou posloupnost.

To provedeme tak, ze se pokusime definovat posloupnost délky On pfedpisem: ,Vezmi libovolny
dosud nepouzity prvek zo € X.“ Formélné to provedeme uplné stejné jako v dukaze minimality w.
Pomoci axiomu vybéru sestrojime funkci f: P(X) — X U {STOP}, kterd pro vSechny neprazdné
mnoziny Y C X spliiuje f(Y) € Y a f(0) = STOP, ptficemz STOP je prvek nelezici v X. Nasledné
rekurzivné definujeme posloupnost zo = f(X \ {zg : B € a}). Jen se nezastavime na w, ale
pokrac¢ujeme pres vSechny ordinély. Pokud jsme nékdy dostali f(a) = STOP, staci zvolit nejmensi
takové o a dostavame po zizeni na a kyzenou bijektivni posloupnost.

Zbyvéa ukazat, pro¢ se nemohlo stat, ze bychom kazdému ordindlnimu ¢islu pfiradili néjaky
prvek X. V takovém pripadé bychom totiz méli posloupnost délky On, jejiz prvky jsou rtzné a
vSechny lezi v jedné mnoziné. To je stejné jako v dikaze Zornova lemmatu ve sporu s tim, ze On
tvori vlastni t¥idu. O

Cviceni 4. Dokaz axiom vybéru zpétné z principu dobrého usporadani.

Poznamka. Timto cvicenim mame trojici ekvivalentnich podminek kompletni. Je tedy jedno,
jestli si k pivodnim axiom@im (0) az (8) pfidame axiom vybéru, Zornovo lemma, ¢i princip dobrého
usporadani, vysledek bude stejny. Za axiom ale bézné povazujeme axiom vybéru ze dvou duvodu.
Zaprvé k jeho vysvétleni staci ty nejzakladnéjsi pojmy a mohli jsme jej formulovat uz mezi axiomy,
kdy jsme jesté ani neméli formélné definovanou funkci, natozpak fetézec ¢i dobré usporadani.

Druhym dtvodem je, ze axiom vybéru vypada jako néco, co by podle intuice vazné mélo pla-
tit. Zato princip dobrého uspoifadani ptisobi spise opacnym dojmem — uz na téch nejednodussich
nespocetnych mnozinach, napiiklad R nebo P(w), je dobré uspofddani nepfedstavitelné. Drobné
voditko sice dévaji nespocetné ordindly wi,ws,..., je ale zrada, Ze se ani ned4 dokazat (a dokonce
se da dokézat, ze se nedad dokézat), jestli ma R mohutnost stejnou jako w1, nebo wa, nebo dokonce
mnohem vétsi nez vSechna takhle sestrojitelna ordinélni cisla.

A co se tyce Zornova lemmatu, jak naznacuje ivodni motto, jedné se o prilis abstraktni nastroj
na to, aby se dalo na zaklad¢ intuice fici, zda by mélo, nebo nemeélo platit. V jednoduchych ptripadech

zdaleka tak jasné neni.

Cviceni 5. Dokaz princip dobrého usporadéani pomoci Zornova lemmatu misto transfinitni re-
kurze s axiomem vybéru.

Ve zbytku seridlu si pfedvedeme, k ¢emu vSemu se uvedené dva nastroje daji pouzit.
Netrivialni FeSeni Cauchyho rovnice

Jako ptiklad pouziti Zornova lemmatu si pfedvedeme skuteéné feseni néasledujici slavné funkcionalni
rovnice.

30



X Korespondenc¢ni seminait, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 118 00 Praha 1 X

Uloha. (Cauchyho rovnice) Naleznéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro kazdou dvojici &isel
z,y € R rovnici
f@)+fy) = flz+y).
Zfejmé tuto rovnici spliiuji funkce f(z) = 0, f(z) = x a obecné f(z) = cz, kde ¢ € R je
konstanta. Ale jsou vSechny funkce spliujici zadanou rovnici takového tvaru?
Dosazovanim ruznych hodnot za = a y muzes dospét k tomuto vysledku:

Cviceni 6. Ukaz, ze kazda funkce f, ktera vyhovuje Cauchyho rovnici, splituje pro kazdou dvojici
éisel ¢ € Q, € R rovnost f(qx) = qf(z).

Pro realna cisla ¢ uz takova rovnost platit nemusi. Pfi sebechytfej$im dosazovani za x, y do
Cauchyho rovnice se napfiklad nepovede odvodit zadny vztah mezi hodnotami f(1) a f(v/2). Tyto
hodnoty jsou totiz na sobé skutecné nezavislé — kdyz zvolime libovolné hodnoty f(1) a f(1/2), stéle
pijde najit pfislusné feseni Cauchyho rovnice.

Neni ale snadné takové feSeni sestrojit. Abychom to dokazali, musime umét tuto nezavislost
formalné uchopit. K tomu pouzijeme aparat linearni algebry. Linearni algebra pracuje s vektory x;,
s jejich nésobky a;x; a s jejich kone¢nymi soucty, které jsou obecné ve tvaru

a1x1 + ax2 + -+ -+ Apn.

Koeficienty a; se berou z mnoziny skalart, coz bude v nasem pfikladé mnozina Q. Vektory budou
v nasem piikladé (ponékud neobvykle) prvky mnoziny R. VySe uvedeny vzorec se (zhruba) nazyva
linedrni kombinace vektoru. Pfesnéji chiapeme linedrni kombinaci jako pfifazeni koeficienti «;
kone¢né mnoha realnym &islim (vektortim). Pfitom si mlZzeme predstavovat, Ze vSem ostatnim
realnym ¢islim pridélime nulovy koeficient. Vyhodnocent linedrni kombinace pak spocteme pomoci
vzorce uvedeného vyse. Nyni zavedeme presné definice.

Definice. Méjme mnozinu X C R.

(i) Linedrni kombinace prvki mnoziny X C R je zobrazeni k: X — Q, které je nenulové jen
v kone¢né mnoha bodech.

(ii) Dvé linedrni kombinace ko, k1 mizeme séitat nebo odéitat. Souctem / rozdilem k = ko+tk1,
rozumime linedrni kombinaci danou predpisem k(z) = ko(x) & k1 (z). PovSimneme si, ze
staci vykonat tuto praci jen v konecné mnoha bodech, ostatni hodnoty ztstavaji nulové.

(iii) Vyhodnoceni linedrni kombinace k znacime k(X) a spocteme jej coby soucet vsech konecné
mnoha k(z) - z, kde x € X a k(z) # 0.

(iv) O linedrni kombinaci k fekneme, Ze je trividini, pokud je k(z) = 0 pro vSechna z € X.
Vsechny ostatni linearni kombinace nazyvame netrividlni. Trividlni linedrni kombinace se
vzdy vyhodnoti na nulu.

(v) O mnozing X C R fekneme, Ze je linedrné zdvisld, pokud se nékteré dvé rtizné linedrni
kombinace jejich prvka vyhodnoti stejné. V opa¢ném pripadé fikdme, ze je X linedrné
nezdvisld.

Priklad. Jednoprvkova mnozina je lineadrné zévisla pravé tehdy, kdyz je jeji prvek nulovy. Dvou-
prvkova mnozina je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz je podil jejich prvkua racionalni ¢islo.
Piiklad. Mnozina X = {1,v/2,v/8 — 1} je linearné zavisl4, protoze linedrni kombinace ko dana
predpisem ko(\/g — 1) = 1 (a na zbytku nula) se vyhodnoti stejné jako linedrni kombinace dana
piedpisem k1(1) = —1, k1(v/2) = 2 (a jinak nula):
ko(X)=1-(V8—-1)=2v2—-1=-1-(1)42-(vV2) = k1(X).

Na druhou stranu napiiklad nekoneéné mnoziny {\/n : n je bezétvercové!! &islo} nebo {e™ : n € w}
linedrné nezavislé jsou.
1 Bezétvercova jsou ta piirozend &isla, kterd nejsou délitelnd Zadnou druhou mocninou celého
¢isla vyssi nez 1.
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Dikazy, ze uvedené dvé mnoziny jsou lineadrné nezavislé, by vyzadovaly nemalé mnozstvi dalsi
teorie. Pro nasledujici jednodussi verzi sta¢i védét, ze /n je za predpokladu, Ze n neni druhou
mocninou pfirozeného ¢isla, iracionalni ¢islo.

Cvi€eni 7. Dokaz, ze mnoziny {1,v/2} a {1,v/2,1/3} jsou linedrné nezévislé.

Ucinime jesté jedno pozorovani: Pokud existuji dvé razné linearni kombinace ko, k1 se stejnym
vyhodnocenim, jejich odectenim sestrojime jinou nez trivialni linedrni kombinaci k = ko — k1, kterd
se vyhodnoti na nulu. Linearni zavislost tedy lze popsat vyrokem: ,I néktera netrivialni linearni
kombinace se vyhodnoti na nulu.“

Priklad. Aplikujeme-li toto pozorovani na predchozi pfiklad linedrné zavislé mnoziny, dostavame
netrivialni linearni kombinaci k s predpisem k(1) = 1, k(v/2) = —2, k(v/8 — 1) = 1. Ta se vyhodnoti
na nulu:

1-1-2-vV2+1-(V8-1)=0.

Necht S C P(R) je mnozina vSech linedrné nezavislych mnozin. UkaZeme, ze S splituje pod-
minku Zornova lemmatu: Uvazme fetézec R C S linedrné nezavislych mnozin. Pfedpokladejme pro
spor, ze |JR je linedrné zavisld mnozina, existuje tedy netrivialni linedrni kombinace k: | JR — Q,
ktera se vyhodnoti na nulu. Funkce k smi byt nenulova jen v kone¢né mnoha bodech, ozna¢me je
0, %1,... ,Tn—1. Tyto prvky lezi v mnoziné |JR, proto najdeme mnoziny R, R1,... ,Rn—1 € R
tak, aby x; € R;. Vezmeme nejvétsi z mnozin R;, a ta jiz musi obsahovat vsechny xg,... ,Tn—1.
To ale znamen4d, Ze ani tato R; € R nebyla linearné nezavisla. Dostavame spor, takze podminka
Zornova lemmatu plati.

Nyni pouzijeme Zornovo lemma a najdeme maximalni linedrné nezavislou mnozinu M. Prozkou-
mejme jeji vliastnosti. Ukdzeme, Ze kazdé realné ¢islo lze ziskat vyhodnocenim pravé jedné linearni
kombinace prvka M. Protoze je M linedrné nezavisla, nebude existovat vice kombinaci, které se
vyhodnoti stejné. Zbyva ukazat, ze pro kazdé ¢islo t € R najdeme odpovidajici linedrni kombinaci.
Kdyby t jiz lezelo v M, staci linearni kombinace, kterd t pfifadi jednicku a zbytku nuly. Déle
pfedpokladame ¢ ¢ M. Protoze je M maximalni, nemtze byt M U {t} linedrné nezivisla, existuje
tedy netrivialni linedrni kombinace k, ktera se vyhodnoti na nulu. Musi ale k(t) # 0, jinak by ani
M nebyla linedrné nezavisla. Pak i linedrni kombinace k1 (z) = —k(x)/k(t) se vyhodnoti na nulu a
k1(t) = —1. Tedy line4rni kombinace'? k1 [ M prvkit mnoziny M se vyhodnoti na t.

Mnoziné M s vlastnosti ,kazdé realné cislo lze reprezentovat pravé jednim zptsobem jako vy-
hodnoceni linearni kombinace prvkt mnoziny M*“ budeme fikat bdze. Zatim jsme pomoci Zornova
lemmatu ukazali, Ze lze najit néjakou bézi.

Cviceni 8.
(i) Ukaz, ze zddna baze neobsahuje nulu.
(ii) Ukaz, ze kazda baze miize obsahovat nejvyse jedno raciondlni ¢islo.
(iii) Ukaz, ze existuje baze, kterd neobsahuje zadné raciondlni ¢islo.
Cviceni 9.
(i) Ukaz, ze baze musi mit alespoii dva prvky.
(ii) Ukaz, Ze baze musi byt nespocetna.
Konec¢né se dostavame k feseni Cauchyho rovnice.

Tvrzeni. Méjme bdzi M a funkci fo: M — R. Pak fo lze pravé jednim zpiisobem rozsiiit na
funkci f:R — R tak, aby f splnovala Cauchyho rovnici.

Dikaz.  Pro linearni kombinaci k& prvkia M ozna¢me jako k- fo soucet vSech k() fo(z), kde x € M
a k(x) # 0. To si lze pfedstavovat jako ,vyhodnoceni k aZ poté, co X upravime funkci fo“. Dale

127nacenim ki [M rozumime zazeni funkce k1 na mnozinu M. V tomto pfipadé tedy jen zaho-
dime hodnotu —1 v bodé t.
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pro z € R oznalme k; tu jedinou linedrni kombinaci, kterda spliiuje ko (M) = z. Ukdzeme, Ze
jednoznacné rozsifeni funkce f je

f(@) = ks - fo. (*)

Rovnost (*) musi platit pro x € M — pak je totiz k; definovdna pfredpisem k.(x) = 1 a na
zbytku nula, tedy ks - fo = fo(x). Protoze kazda funkce splitujici Cauchyho rovnici musi spliiovat
flgx) = qf(z) pro ¢ € Q,z € R, musi rovnost (x) platit i pro x = mq, kde m € M, q € Q. Nakonec
diky vztahu f(z +y) = f(z) + f(y) musi byt rovnice (x) splnéna pro vyhodnoceni viech linearnich
kombinaci prvka M, tedy pro vSechna realna cisla.

Zbyvé oveéfit, ze funkce dand predpisem (%) splituje Cauchyho rovnici. K tomu si uvédomime,
ze linearni kombinace se daji roznasobovat a vytykat. Uvazime-li z,y € R, plati kz (M) = z a
ky(M) =y, a tak i (ko + ky)(M) = = + y. Z toho plyne kz4y = (kz + ky). Obdobné také plati
(ke + ky) - fo = ka - fo + ky - fo. Dohromady dostdvame

f@+y) =koty - fo = (ks + ky) - fo = ko - fo+ky - fo = f(z) + f(y)- O

Pravé dokazané tvrzeni odpovida na otazku, jak vypadaji vSechna feseni Cauchyho rovnice.
Meéjme pevné zvolenou bazi M. Pak kazdé feseni Cauchyho rovnice je jednoznac¢né urceno svymi
hodnotami na M, pficemz tyto hodnoty lze volit libovolné. S timto pohledem jiz neni tézké sestrojit
jiné feseni nez f(z) = cz, stali, aby hodnoty v prvcich baze nespliiovaly tento piedpis.

Predvedeme jesté trochu konkrétnéjsi priklad takového feseni Cauchyho rovnice. Pti pouziti Zor-
nova lemmatu jsme mohli zagit s libovolnou linedrné nezavislou mnozinou, tedy nap¥iklad {1,v/2}.
Ziskdme tedy béazi obsahujici tato dvé ¢isla. Pak definujeme fo(1) =1 a fo(z) =0 pro z € M\ {1}.
Kdyz takovou fo rozsiiime na feseni f, bude platit f(1) = 1 a f(v/2) = 0, tedy urcité toto reseni
neni tvaru f(z) = cx. MuZeme se jesté zeptat, jakou hodnotu mé f(+/3). Sice vime, Ze viechny
ostatni prvky baze maji nulovou hodnotu, ale nevime (dosud jsme si to nezvolili, protoze nam
to bylo jedno), jestli /3 lezi v bazi. Pokud ano, tak f(+/3) = 0. Pokud ale misto v/3 lezi v bazi
napiiklad ¢islo v/3 — 1, mame hodnotu f(v3) = f(1) + f(v3—-1)=14+0=1.

Vidime, ze pfi konstrukci netrivialniho feseni Cauchyho rovnice mame ohromnou volnost, co si
1ze zvolit. Rozhodné se neda fict, ze by bylo tézké najit netrividlni feSeni, protoze by byla prili§
vzacna. SpiSe naopak — je jich pfili§ mnoho a volnost je prilis velkd na to, aby se do nich dalo
systematicky proniknout. A to jsou pfesné ty chvile, kdy poméaha axiom vybéru.

Cviceni 10.

(i) Najdi alespon t¥i feSeni Cauchyho rovnice splitujici navic f(f(z)) = = pro vSechna z € R.

(ii) Najdi néjaké feseni Cauchyho rovnice spliiujici navic f(f(1)) = —1.

(iii) Ukaz, ze bazi lze poparovat, tedy rozlozit na mnozinu disjunktnich dvojic.

(iv) Najdi néjaké feseni Cauchyho rovnice spliiujici navic f(f(z)) = —x pro vSechna realnd x.
(v) Najdi néjaké feseni Cauchyho rovnice, které je prosté, ale neni bijekce R — R.

Kardinalni Cisla — mohutnosti mnozin

Pii definici ordinalniho ¢isla jsme z obecné DUMy sestrojili mnozinu stejného typu, ktera nezavisela
na nosné mnoziné puavodni DUMy. Podobné bychom chtéli popsat néjaké mnoziny, které budou
reprezentovat mohutnosti obecnych mnozin. Jenze jaké si vymyslet ,,obecné prvky* mnoziny?

Snadno se obecné prvky popsat nedaji, a proto se na mohutnosti jde malinko oklikou — pres
ordinalni ¢isla. Diky principu dobrého uspofadani dokazeme na jakékoli mnoziné X najit dobré
uspofadani U. To znamend, Ze X ma stejnou mohutnost jako typ(X,U). Jenze rizna ordinalni
¢isla mohou mit stejnou mohutnost — napiiklad |w| = |w - w + 5|. Vybereme proto jen néktera
ordinalni ¢isla.
Definice. Kardindlni ¢islo (stru¢né kardinal) je nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti. Jde tedy
o takové ordinélni ¢islo «, ze pro zadné 8 < a neplati |8] = |a.
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Kardinalni ¢islo vypada jako novy pojem, ale ve skutecnosti jsi ,,vSechna“ kardinalni ¢isla uz
potkal(a) v minulém dile. Za prvé jde o pfirozena Cisla, kterd udavaji mohutnosti koneénych mnozin,
a za druhé jde o ordindly wq pro a € On, coz jsou vSechny nekonec¢né kardinaly. Dokéazeme si jejich
zakladni vlastnosti.

Tvrzeni. Necht a je kardindl a B < « je ordindl. Pak |B| < |af.

Dikaz. Na zakladé definice porovnavani mohutnosti potfebujeme ovérit dvé podminky. Jednak,
ze |B| < |a, a za druhé, Ze neexistuje prosté zobrazeni a — 3. Prvni ¢ast snadno plyne z toho, ze
B C a. Ve druhé pro spor predpoklddejme prostou funkci f:a — 8. Mnozina X = {f(z) : z € a}
je pak podmnozinou ordinalu 8, takze typ(X, €) < 8 < a. Jenze |typ(X, €)| = |X| = |a], coz je ve
sporu s tim, Ze « je nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti. O

Tvrzeni. Pro kazdé nekonecné ordindlni ¢islo o plati |o| = |a X «f.

Diikaz. Mnozinu X x X budeme struéné znaéit X2. Tvrzeni dokdzeme indukci pres nekoneéné
ordinédlni ¢islo a. Pokud neni « kardinalni ¢islo, tak existuje mensi ordinal 8 < « stejné mohutnosti,
pro ktery plati |8| = |82|. Proto i |a| = |a?|.

Kdy# o je kardinalem, ukdZeme napted |32| < |a| pro viechna 8 < «. Pro koneéna 8 je tomu tak
proto, ze i 42 je koneéna mnozina. Je-li 8 nekoneéné ordinélni éislo, plyne z indukéniho predpokladu

|82| = |B| a z pfedchoziho tvrzeni |3| < |al, celkem |32| < |al. Jesté si uvédomime, ze kvili tomu
musi byt o limitni ordinal — pro 8 < « a vétsi nez jedna totiz |82 > |8+ 1|, a tak B+ 1 < .
Nyni pro kardinal o dokdZeme |a2| = |a|. Postupné budeme vybirat z mnoziny o? vzajemné

ruzné prvky a sestavime z nich posloupnost délky a. Budeme ji znacit x~ a vybirani bude zalozeno
na nasledujicim pfedpisu. Uvazme v € a. Protoze |y| < |a| < |a?|, nejsou dosud v posloupnosti
viechny prvky o?. Protoze je navic « limitni, najdeme B~ < a takové, ze v posloupnosti dosud chybi
néktery prvek mnoziny B,Qy, pficemz volime 3, nejmensi mozné. Prvek x~ pak volime z mnoziny ,8,%

Ty T1
T2 T3

Ly

Takto popsand posloupnost musi projit véechny prvky a?. Kdyby ne, neprosla by ani viechny
prvky souéinu 32 pro néjaké § < a. Tim bychom dostali prosté zobrazeni a — 8 x 3, které nemtize
existovat. Posloupnost x-, tak tvofi bijekci o — 2. ]

Poznamka. V dikaze jsme nepopsali pfesné, v jakém poradi prvky a? bereme, takze se muize
zdat, Ze jsme potiebovali pouzit axiom vybéru. V tomto piipadé vsak neni nutny, protoze na a?
mame dobré usporadani, které muze s vybiranim dalsiho prvku pomoci.

Definice. Necht X je mnozina. Pak diky principu dobrého uspoifadani existuje alesporni jedno
ordindlni c¢islo stejné mohutnosti jako X. Protoze je tfida ordinalnich ¢isel dobfe usporadana,
najdeme mezi nimi to nejmensi — jediné kardinalni ¢islo této mohutnosti. Toto kardindlni c¢islo
nazyvame mohutnosti X a znacime |X|. Kardindlni ¢islo |P(w)| budeme nazyvat kontinuum a
znacit C. Tento kardinal je vyznamny i proto, ze udavad mohutnost mnoziny R.

Poznamka. Definice vyrazt | X| < |Y| a |X| < |Y| nyni vypada na prvni pohled nejednozna¢né
— jednak se muze jednat o dosud pouzivané porovnavani mohutnosti zavedené v prvnim dile, sou-
¢asné muze jit o porovnani odpovidajicich kardinala coby ordinalnich ¢isel. Prvni tvrzeni v této
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kapitole ale pfimo fika, ze v pripadé, kdyz X, Y jsou kardindly, je porovnavani pres ordindly i pres
mohutnosti totozné. Nasledné 1ze tuto skutecnost rozsifit na obecné mnoziny, protoze mnoziny X
a | X| maji stejnou mohutnost (ve smyslu ptvodni definice).

Kdyz jsme prevedli porovnavani mohutnosti na porovnavani ordinall, snadno jiz pro libovolné
mnoziny X,Y dostavame:

(i) Pokud |X| < Y] a ¥ < |X], tak |X| = Y],
(i) Plati |X| < Y| nebo |Y| < |X].
(iif) Jsou-li X, Y nekoneéné mnoziny, plati | X x X| = |X|. Obecnéji | X x Y| = max(|X]|, |Y]).

Diky tomu skoro vSechny ,normalni“ geometrické objekty — kfivka, obdélnik, sféra, apod. — obsahuji
kontinuum bodt. Kazdy z nich je totiz podmnozinou R? resp. R3, takze ma mohutnost nejvyse
kontinuum. Soucasné do takového objektu lze zobrazit prostou funkci interval, takZe ma mohutnost
alespon kontinuum.

Pomoci kardindli mtzeme provést transfinitni rekurzi silnéjs$im zptisobem nez rekurzi na vsech
ordindlnich &islech. Pokud projdeme prvky mnoziny X transfinitni rekurzi na kardinalu |X|, mame
v pribéhu rekurze navic jistotu, ze dosud proslych kroku je v kazdém okamziku ostfe méné nez | X|.

Piiklad. Existuje mnozina bod v roviné!'3, kterou kazda kruznice protne pravé ve tiech bodech.

Dikaz. Kazda kruznice je uréend svym stfedem (prvek mnoziny R x R) a polomérem (prvek
RT). Pocet viech kruznic tedy je |R x R x RT| = |R| = ¢. O¢islujeme si viechny kruznice prvky
kontinua — to znamen4d, ze sestrojime posloupnost ko délky ¢, kterd obsahuje vSechny kruznice.
Navic to provedeme tak, aby kazda kruznice byla v této posloupnosti pravé t¥ikrat (to lze, protoze
|3 x ¢|=c¢).

Kyzenou mnozinu sestrojime postupné transfinitni rekurzi coby posloupnost bodu z,. Tato
posloupnost bude délky ¢ a body volime tak, aby vzdy xo € ko. Rekurzivni pfedpis probiha
nasledovné.

Chceme popsat xo. Ozna¢me mnozinu dosud vybranych bodi Xo = {23 : < a} a jeji pranik
s kruznici jako Pn, = Xqo N kq. Pokud jiz |Py| = 3, je kruznice ko uspokojend; nechceme pridat
novy bod, a volime tedy ko € Pn. V opa¢ném piipadé mame |P.| < 3, takZe najdeme novy bod
Za € ka \ Po. Musime ale zajistit, abychom nevytvorili étyfi body na nékteré jiné kruznici.

Jak je to mozné zajistit? Jediné, Cemu je tfeba se vyhnout, je polozeni bodu z, na kruznici,
kterd jiz prochézi tfemi body z Xo. Mnozina X, mé mohutnost maximalné || < ¢. I mnozina vSech
trojic bodl z X, méa tedy mohutnost mensi nez kontinuum. Kazdé takové trojici lze opsat nanejvys
jednu kruznici, takze vSech kruznic, které prochézi tfemi body z X, je méné nez kontinuum.
Kazda takova kruznice protne k, nanejvys ve dvou bodech, takze zakdzanych bodu je méné nez
kontinuum. KruZznice kq (i po odebrani koneéného P, ) obsahuje kontinuum bodi, takze zbyva bod,
ktery mtzeme zvolit.

3Rovinu formalné povazujeme za mnozinu R x R, kde bod je uréeny svymi soutadnicemi.
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Takto zajistime, Ze na kazdé kruznici budou ve finalni mnoziné X = {zq : @ € ¢} nejvyse tii
body. Soucasné na kazdé budou alespon tfi body, protoze jsme v prubéhu rekurze kazdou kruznici
potkali tfikrat a vzdy, kdyz na ni jesté nebyly tfi body, jsme na ni bod pfidali. Mnozina X tak
kazdou kruznici protind pravé ve tfech bodech. O

Skutecnost, ze jsme v transfinitni rekurzi probihali kardinal a ne néco vétsiho, byla klicova. Pti
volbé kruznic a bodu se totiz opirdme o axiom vybéru, a tak neméame prilis kontrolu nad tim, které
body bereme. Kdybychom nepouzili kardinal, mohlo by se béhem rekurze ndhodou stat, ze jsou
v nékterém okamziku vybrany presné vsechny body z jedné pfimky a jesté jeden mimo ni. Pak sice
na kazdé kruznici lezi nejvyse tii body, ale nelze pridat zadny dalsi bod tak, aby tato vlastnost
zustala splnéna. Pritom primka s bodem zjevné neni feSenim tlohy. Tim, Ze jsme pouzili kardinal ¢,
jsme takové situaci zabranili — v pribéhu se nikdy nemohlo stat, ze bychom méli vybrany vSechny
body nékteré primky, protoze je v kazdém okamziku vybrano méné nez kontinuum bodu.

Pro lepsi pochopeni, co se v predchozim dukaze délo, si muzes predstavit pouze spocetnou verzi
tohoto tvrzeni — ,existuje mnozina raciondlnich boda S C Q x Q, kterd ma t¥iprvkovy prinik
s kazdou kruznici s racionalnim stfedem a polomérem® — a projit dikaz znovu. V takové verzi
bychom pouzili namisto ¢ jen w. ,,Méné nez kontinuum® by pak znamenalo jednoduse ,konecné
mnoho“ a pfifazovani bodd z, by probihalo obycejnou (netransfinitni) rekurzi. Na druhou stranu
je pak v dikaze navic potfeba znalost faktu, Ze kazda kruznice s raciondlnim stfedem i polomérem
obsahuje nekone¢né mnoho racionalnich bodu.

Hra bez neprohravajici strategie

V této kapitole predvedeme dalsi kuriézni objekt sestrojitelny pomoci transfinitni rekurze na kar-
dinalu: Hru dvou hracu, ktefi se stfidaji v tazich, oba maji Gplnou informaci, a pfitom ani jeden
z nich nema neprohravajici strategii. Mozna ses setkal(a) s tvrzenim, Ze ,,v kazdé koneéné hie dvou
hract s tplnou informaci mé alespon jeden z nich neprohravajici strategii“. Pro nekone¢né hry to

Ve hie budou hrat dva hraéi — Amélka (A) a Budulinek (B). Oba postupné plni posloupnost
ag,ai,... € {0,1} délky w. Amélka rozhodne hodnotu ag, Budulinek rozhodne hodnotu a1, Améalka
hodnotu az atd. Po sestrojeni této posloupnosti se na zékladé pravidel (kterd popiSeme pozdé&ji)
urci, kdo vyhral.

Zdvéreénym stavem hry tedy rozumime posloupnost nul a jedni¢ek délky w. Necht Z je mnoZina
vSech zavéreénych stavi hry. Pravidly pak rozumime zobrazeni p: Z — {A, B}. Pravidla se podivaji
na zavéreény stav hry z € Z a odpovédi, zda vyhrala Amalka (p(z) = A), ¢i Budulinek (p(z) = B).

Protoze tato hra nikdy nedopadne remizou, znamena neprohravajici strategie totéz co vitézna
strategie. Budeme proto radéji mluvit o vitézné strategii. Abychom mohli najit pravidla, pro néz
nemé ani jeden z hracu vitéznou strategii, musime jesté pfesné popsat, co to vibec je strategie.
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Definice. Cdstecnym stavem hry pro Amdlku nazveme posloupnost nul a jedni¢ek sudé (kone¢né)
délky. Strategii pro Amdlku rozumime zobrazeni C4 — {0,1}, kde C'4 je mnozina vSech ¢éstecénych
stavilt hry pro Amalku. Na zékladé stavu hry tedy strategie vzdy fekne, zda ma Amaélka napsat
nulu, nebo jednicku. Vitézna strategie pro Amalku je takovd, ze hraje-li Amaéalka piesné podle této
strategie, vyhraje, at hraje Budulinek jakkoli. Analogicky definujeme mnozinu Cp ¢astecnych stavii
hry pro Budulinka jako mnozinu posloupnosti nul a jednicek liché délky, a vitéznou strategii pro
Budulinka.

Tvrzeni. Existuji pravidla, se kterymi ani jeden z hrac¢u neméd vitéznou strategii.

Dikaz. Vsech c¢asteénych stavi hry je nekonecné, ale jen spocetné mnoho. Strategie tak jsou
zobrazeni ze spocetné mnoziny do dvouprvkové mnoziny. Proto kdyz oznacime S mnozinu vsech
strategii (pro oba hréée), mame |S| = ¢. Odcislujeme tedy mnozinu S = {so : @ € ¢}. Rekurzivné
definujeme posloupnost délky kontinua pa = (za, ha), kde zq je zévéreény stav hry a ho € {A, B}.
Pritom vsechna z, budou navzijem rtzna a hrac¢ h, dokaze dosdhnout zavérecného stavu z, za
pfedpokladu, Ze druhy hrac hraje podle strategie so. Z toho plyne, ze zvolime-li pravidla P D {pa },
nebude strategie s, vitézna.

Nutné tak je ho ten hrac, kterému nepatii strategie so. V hledani z, predpokladejme, ze sq
patfi Amadlce, a tedy ho, = B. Opaény pripad se oSetifi analogicky.

Kdyz Amaélka hraje podle strategie s, muze stale Budulinek libovolné rozhodnout, jaka ¢isla
da na liché pozice. Hra tedy mize v zavislosti na hfe Budulinka dopadnout kontinuum mnoha
zpusoby. Dosud jsme ale pfifadili vitéze jen k |a| < € zavéretnym stavim zg, kde 8 < a. Mezi
zavéreénymi stavy, kterych mize Budulinek doséhnout, kdyz Amaélka hraje podle s, tak stale bude
néjaky novy. Ten pouzijeme coby zq.

Timto postupem zajistime, Ze na zakladé zobrazeni {pn : a € ¢} nebude zadna strategie vitézna.
Mize se ale stat, ze nékterym zavéreCnym stavim dosud neni pfifazeny zadny hrac. Pro zkomple-
tovani pravidel miZeme takové stavy pfisoudit tfeba Amaélce, a mame pozadovanou hru. O

Cokoladova vyzva

Cokoladovou vyzvu z piedchoziho dilu dosud nikdo nevyfesil. Nezvefejnime tak prozatim jeji feseni
— stale plati: kdo prvni posle spravné feseni na mail mirek zavina& olsak telka net, dostane
velkou ¢éokoladu, pripadné druhy polovinu, tfeti ¢tvrtinu atd. O nezavislou posloupnost malych
¢okolad stale mohou soutézit organizatofi.

A krom minulé ¢okolddové vyzvy prichazi posledni, tfeti ¢okolddova vyzva. Jeji pravidla jsou
stejnd jako v pfipadé té minulé — prvni, kdo posle feSeni nasledujici tlohy na mail mirek zavinaé
olsak tec&ka net, dostane velkou cokoladu, druhy pulku, tieti ¢tvrtku atd.

Posledni cokoladova tloha zobecnuje dobrodruzstvi nekoneéné mnoha prasatek na obecnou
DUMu. Véfime, ze bude schidnéjsi nez ta predchozi ;-).

Uloha. Mnozina (blize neurcené velikosti) prasatek nastoupi na vsechny prvky predem uréené
DUMy. Kazdé vi, na kterém prvku stoji, a vidi jen prasatka na vyssich prvcich. Dale kazdé dostane
na hlavu ¢erny nebo bily klobouk, a jen na zakladé klobouki, které vidi pfed sebou, si tipne barvu
svého klobouku. Ukaz, ze at je tato DUM jakakoli, existuje strategie, se kterou se pfi jakémkoli
rozlozeni kloboukt splete jen kone¢né mnoho prasatek.

Rozlouceni

Nekonecno je fascinujici, ale ve skutecném svété jej prilis nepotkas. Z tohoto divodu konci i nas
nekonecny serial. Doufdme, Ze se Ti mezi nekoneény libilo a Ze se k nim bude$ myslenkami rad(a)
vracet. Na druhou stranu doporucujeme se z nich nezblaznit. Pfeci jen je pro teorii mnozin nedot-
¢ené lidi nespocetny ordindl mnohem vétsi nesmysl nez razovy vodnik a nema cenu je presvédcovat,
ze nespocetné ordinaly opravdu existuji... Méj se nekonecné!

Mirek Olsak
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Seznam symbolli a pojmu

Na této strance jsou stru¢né uvedeny vSechny dilezité pojmy tfetiho dilu seridlu. U kazdého pojmu

z tohot

str 27.
str 27.
str 29.
str 29.
str 30.
str 31.
str 31.
str 31.
str 31.
str 32.
str 33.
str 34.

str 34

o dilu je uvedeno, na které strance byl definovan.

Posloupnost xg,x1,... délky «

Viceznacnd funkce, vybrdnt funkce z viceznacné funkce

Retézec mnozin R C P(X) — kazdé dva prvky A, B € R musi spliiovat A C B nebo B C A
Zornovo lemma — kdyz v S lezi sjednoceni kazdého fetézce, tak v S je maximalni prvek
Princip dobrého usporadani — kazdou mnozinu lze dobfe usporadat

Linedrni kombinace prvki mnoziny X C R

Vyhodnoceni k(X) linedrni kombinace k prvki mnoziny X — soudet vSech k(z) - x
Trividlnt linedrni kombinace — vSude nulova

Linedrné nezavisla mnozina — rizné linedrni kombinace dévaji rizna vyhodnoceni
Bdze — maximalni linedrné nezavisla mnozina

Kardindlni ¢islo — nejmensi ordinalni ¢islo své mohutnosti

| X| neboli mohutnost X — kardinalni éislo, které ma stejnou mohutnost jako X

. € neboli kontinuum — mohutnost mnoziny redlnych cisel

Duilezité pojmy z predchozich dili: zobrazeni (funkce), spocetno, nespoetno, porovnavani mohut-
nosti |A| < |B|, |A| = |B|, mnozina, t¥ida, potence P(A), kartézsky sou¢in A x B, ordinélni &islo,
mnozina pfirozenych ¢isel w, t¥ida ordindlnich ¢isel On, transfinitni rekurze.
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Navody
1. g={(ba): f(a) = b}.

2. Pomoci Zornova lemmatu najdi maximélni systém mnozin spliujici bod (ii). Z maximality
vyplyne bod (i).

3. Za S vol mnozinu takovych podmnozin | a, které protinaji kazdy prvek a jen v jednom bodé.
4. UvaZz dobré usporaddani na | Ja a z néj odvod piedpis pro vybér reprezentanti.

5. Za S zvol mnozinu vSech prostych zobrazeni a — X, kde « je ordinélni ¢islo. Jedna se o mno-
zinu (a ne o vlastni tfidu), protoze « je vzdy typem néjaké podmnozZiny mnoziny X s pfidanym
uspofradanim.

6. Postupné ukaz f(0) =0, f(—z) = —f(z), f(nz) = nf(z) pro kazdé = realné a n celé. Nakonec
zjednodus hodnotu d - f(qz), kde ¢ = 7 a n,d jsou nenulova celd ¢isla.

7. {1,v2}: Necht p = ¢/2 a ¢ # 0, pak V2 = g. {1,+/2,V3}: Kdyz p + qv2 = rV3, tak
umocnénim dostanes 2pgv/2 = 3r2 — p? — 2¢2. Protoze je /2 iracionalni, musi byt pg = 0. Zbytek
se rozebere podobné jako v predchozim pripadé.

8. (i) Kdyby M obsahovala nulu, vyhodnotila by se na nulu netrividlni linedrni kombinace dand
pfedpisem k(0) = 1, k(z) = 0 pro z # 0. M by tak nebyla linedrné nezavisla. (ii) Kdyby M
obsahovala raciondlni ¢isla p, g, méla by nulové vyhodnoceni netrividlni linedrni kmbinace dana
predpisem k(p) = q, k(q) = —p, k(z) = 0 pro = # p, q. (iii) Stac¢i napiiklad doplnit na bézi linedrné
nezavislou mnozinu {1+ \/5, \/5} Obecné muzes libovolnou bézi s racionalnim ¢islem g upravit na

9. (i) Kdyby obsahovala jen jeden prvek z # 0, nebylo by mozné vyjadfit V2 jako racionalni
nasobek z. (ii) Kdyby byla baze M spocetnd, tak by i podet linedrnich kombinaci byl spocetny — ze
stejného diivodu jako pocet polynomu s racionalnimi koeficienty v kapitole Porovnavéani nekonecen
prvniho dilu serialu.

10. (i) Klasick4 feSeni jsou f(z) = z, f(xz) = —z. Dale se na takové feSeni doplni napftiklad tyto
dvé funkce definované na bézi: fo(z) = x s vyjimkou fo(1) = —1 nebo fi(x) = z s vyjimkami
A1) =+v2a f1(vV2) = 1. (ii) fo(1) = V2, fo(v/2) = —1. (iil) Z Zornova lemmatu existuje maxi-
malni mnozina P disjunktnich parti z M. To znamend, %e bud |J P = M, nebo v |J P chybi jeden
prvek. Upravou spocetné mnoha dvojic se zacleni i tento posledni zbyvajici prvek. Alternativné lze
vyuZzit princip dobrého uspotfddéani a popsat parovani na DUME. (iv) Z para v (iii) vytvof uspofa-
dané dvojice a definuj na nich fo jako v bodé (ii). (v) Staéi najit pro bazi M libovolné zobrazeni
M — M, které je prosté, ale neni na.
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Vysledky po 1. jarni sérii

Podrobné vysledky jednotlivych sérii nalezne$ na nasem webu.'*

. Filip
. Danil

Pavel
Petr
Jakub
Radek
Pavel

. Lenka

. Lucia

. Jachym
. Victoria Maria
. Lucien

. Richard
. Samuel

. Filip

. Vaclav

. Veronika
. Lucie

. Tomas

. Tomas

. Ondrej

. Frantisek
. Vaclav

. Matej

. Ondrej

. Alexandr
. Daniele

. Vojtéch
. Vendula
. Jana

. Pavel

. Kamila

. Katerina
. Adam

. Matus

. Denisa

. Minh Duc
. Marian

. Slavomir
. Hedvika
. Michal

. Viktdria
. Tomas

Bialas
Kozevnikov
Turek

Gebauer

Loéwit

Olsak

Hudec

Kopfova
Krajcoviechova
Solecky

Najares Romero

Sima
Hladik
Krajci
Cermak
Steinhauser
Hladikova
Kundratova
Domes
Konecny
Krabec
Couf
Volhejn
Dolezalek
Motlicek
Jankov
Venier
Lanz
Kuchynova
Pallova
Havlin
Kyzlikova
Nova
Mendl
Komora
Chytilova
Pham
Poljak
Hanzely
Ranosova
Topfer
Brezinova
Celko

M http://mks.mff.cuni.cz/vysledky,/
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GOpatovPH
GKepleraPH
GTomkovaOL
G Meélnik
GCeskoliPH
GMensaPH
GJarkovPH
MendelG OP
GJHroncaBA
PORG PH
GZborovPH
PORG PH
GaOA MarLaz
GAlejKosic
MendelG OP
G Dacice
GMikul23PL
G TGM Zlin
MendelG OP
GlJirsikaCB
G KomHavir
EKO GPraha
GKepleraPH
G Humpolec
G Sumperk
MatiéniGOS
LSciARoiti
GZborovPH
GMLerchaBO
GJSkodyPR
NPorg
GZborovPH
G Vimperk
GCoubTébor
GLettMart
GJSkodyPR
NPorg
GJSkodyPR
GRaymanaPV
GBudéjovPH
GJPekareMB
GAlejKosic
GPBystrica

2525252525 —-——-1514—
2425242424 —-—--1511—
2325252522—-—--15 8 —
2422242423 -—--1211~—
2525202320-—-—- 8 15—
1822232323 ——--1212—
2322242322———T7 7 —
2223242322——-12 — —
2223222423——- - 9 —
2125242122——-11 — —
2022182121 --- 8 10—
2025222321 —-——-9 — —
2220242220——-11 — —
2322242423-——-0 — —
2023232218 ——— 0 -
2022232121 ——— -

2121232222 ——-
2222221922 ———
2020232019 ———
1621232318 ———
2122221916 ———
2025222116———
22 — 242222 ——-
1921212114———
1922242115———
1722202216 ———
1721212114 ———
2020192020 ——--
1722172320 —-——
1920222117 ———
1622212117 ———
2021152116 ——-
1919191421 ———
1821211518 ———
1722201815 ———
1920161913 ———
22232224 — ——-
19192219 — ———
21162420 — ———
16221822 — ——-10 — —
1417222014-—-1 — —
21221922 — ——— 3 — —
1919171318 - - — —

| PN O | AUl WH 0
|
|

~N oo | w |
|
|

154,32
146,48
143,00
139,46
136,63
134,37
127,41
126,00
123,17
122,11
120,33
119,79
119,27
116,67
113,91
113,89
110,57
110,01
107,76
105,48
105,30
105,19
103,72
103,48
103,09
102,03
100,47
99,26
99,05
98,46
96,11
93,89
93,24
91,84
91,36
90,91
90,72
88,38
88,27
88,03
87,96
87,32
86,41

604
379
770
306
771
245
281
285
123
122
344
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. Martin

. Katefina
. Marie

. Simon

. Ondrej
. Jakub

. Vit

. Petr

. Matégj

. Vojtéch
. Martin

. Adéla

. Ondrej
. Daniel

. Eleonora
. Dominika
. Veronika
. Jaromir
. Ondrej
. Marco

. Ales

. Daniel

. Kristyna
. Timur

. Evzen

. Alzbéta
. Tomas

. Marek

. Michal

. Dominika
. Zuzana
. Filip

. Zdenék
. David

. Jan

. Anna

. Jachym
. Ondrej
. Jaroslav
. Jird

. Martin

. Anna

. Jan

. Daniel

. Martin

. Barbora
. Martina
. Jan

. Filip

. David

. Alzbéta
. Hana

. Martina
. Pavel

. Matej

. Kristina
. Lenka

Pasen
Charvatova
Dohnalova
Chvatil
Bucek
Domes
Kalisz
Jezek

Kraft
Lengal
Zimen
Kostelecka
Dusek
Kopf
Krutova
Mokroszova
Roubinova
Mielec
Bursa
Souza de Joode
Kréil
Pistak
Lhotanova
Sibgatullin
Wybitul
Neubauerova
Drobil
Pospisil
Chudoba
Zumrova
Tréglova
Chudoba
Vostrel
Neugebauer
Petr

Sirova
Bares
Svoboda
Paidar
Ceska
Spisak
Musilova
Hruza
Borak
Bakos
Liskova
Kalasova
Sorm
Strakos
Krolikowski
Manova
Jirovska
Smehylova,
Cécha
Kvorka
Szabova
Vincenova

NNNFENNFENWRARFREWNNHFE WON WRN WRNNWWHENWNRFWRENDN B WO WK RN R =N DN =N =W W

GRaymanaPV
GBNémcovHK
GNadKavaPH
GBNémcovHK
GJaroseBO
MendelG OP
FSG Pirna
GBNémcovHK
GMikul23PL
GZborovPH
GJMasar JI
GLesniZlin
PORG PH
SlezkéG OP
GJaroseBO

G FrydCTes
G Kadan
GVolgogrOS
GTNovakBO

G Humpolec
GZborovPH
G RoznRadh
PCGKarVary

GNadKavaPH
G Dacice
GJate¢niUL
GLitomérPH
SPS PansPH
G Zatec
PORG PH

SlezkéG OP
GKepleraPH
GlJilemnice
GTomkovaOL
GJaroseBO
SPSMasarLI
CMGProstéj
GAlejKosic
PORG PH

G Kadan
GSpitalsPH
GPBystrica
GJPekareMB
GJHroncaBA
GJaroseBO
G TGM Zlin
G Karvina

G UherBrod
NPorg
GHlinZilina
GMikul23PL
GSkolDubni
GVarZilina
GTomkovaOL

20161517
151818 14
22191915
16132211
15221916
19192115
17131717
15182013
14211913
152222 —
14111519
182020 21
141819 9
122020 20
19231316
13152111
181719 9
171718 7
15171717
11171813
13151514
1516 21 21
13141715
7 162119
1814 0 15
131820 9
11191611
141716 9
11171315
161814 9
171313 7
9 141812
14181111
121220 —
212124 —
141819 9
151317 —
102020 —
20171215
13131211
171813 —
13131313
8 16 8 11
172219 —
1919 - —
10121115
192017 —
181722 —
8 16 4 18
- 2119 —
1313 8 8
1511 4 9
71211 9
141511 —
1616 9
201913
132217 —

18———
17 ———
12-——
22—
13———

18—

1 o w |

©

17— -
16-—— —

24— ——
22— —

19-——

8 ———

| N1 — o |

19-—— -

15-—-
16—
11—
17—
18—
17—~
10—
16—
13—
14-——
14-——
15— ——
13-
21—
16—
15—
21—
5 N
19—
14-———

20—
8 -

[\

| wo | |

| w
|

86,40
85,95
85,31
84,22
84,16
83,26
83,17
82,84
82,29
81,63
81,24
79,60
79,26
79,14
78,95
78,86
78,00
77,26
76,76
76,74
75,55
75,02
75,00
73,26
73,19
72,99
71,74
71,06
70,91
70,30
70,24
69,63
69,16
66,14
65,86
65,16
64,32
63,87
63,74
62,17
61,72
60,46
59,18
58,54
57,88
57,57
56,31
56,30
55,91
54,48
53,62
52,95
52,90
52,72
52,20
51,74
51,66
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133.—
133.—

152.—
152.—
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101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
134.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
153.
153.
154.
155.
156.
157.

Marek
Filip
Vojtéch
Filip
Adam
Adam
David
Dan
Matous
Barbora
Nikola
Jan
Adéla
Peter
Tereza
Erik

Jan Antonin
Vit
Andrej
Jakub
Filip
Anna
Monika
Zuzana
Krystyna
Alexander
Sarka
Katerfina
Leos
Samuel
Josef
Linh Giang
Vojtéch
Valerie
Ondrej
John Richard
Jana
Anna
Tereza
Vladimir
Jakub
Dominik
Martin
Anh Minh
Daniel
Ha Mi
Antonin
Katefina
Jakub
Denisa
Marian
Jakub
Lubomir
Radim
Marek
Vojtech
Matej

Maly
Matéjka
Jilek

Oplt
Spanél
Doubrava
Krajicek
Raffl
Trnka
Mouleova
Kalabova
Klasek
Seidelmannova
Stuikenik
Vickova
Kocandrle
Musil
Gadurek
Hornik
Uchac
Miiller
Mirkova
Machalova
Urbanova
Waniova
Csizmar
Michalova
Zakova
Smetana
Hruby
Kral

Tran
Janku
Skopalova
Meduna
Ritter
Mensikova
Jandova
Lukasova
Lukacko
Curda
Krasula
Simet
Tran
Ridzon
Dao
Strpka
Cizkova
Zapotocky
Jandova
Okal
Krops
Smrcek
Novotny
Murin
Filipi
Coufal

35. ro¢nik (2015/2016), 3. komentére

G Neratov
GZborovPH
VOSKutHora,
GBudéjovPH

GMasarykKM
BG Ostrava
GVodéraPH
GJaroseBO

G Plasy

FSG Pirna
SlovanG OL

VOSRychnovKn

GOkrZilina
GJaroseBO
GMikul23PL
PORG PH
PORG PH
GAnMeTr
ZSVranéNV1
GMikul23PL
G LPika PL
GJHroncaBA
GUBalvanJN
G HavlCTés
GMikul23PL
G Kralupy
SlovanG OL
G Jaromér
GFraZilina
MendelG OP
GMikul23PL
CMGPgBrno
G VysMyto
GMikul23PL
G MasNamTR

G Leg PB
GMikul23PL
GVarZilina
PORG PH
G Krnov
GMikul23PL
GJaroseBO
GKepleraPH
GSmejkal UL
G Sumperk
G Rokycany
GOpatovPH
GMikul23PL
SSNvh

GMikul23PL
GJHroncaBA
GDasickaPA
G HavlBrod

111314 7
172112 —
101113 8
1515 7 8
18 6 21 —
121312 —
1417 5 —
111113 8
15 - 21 —
5 9101
131513 —
1013 9 8
121811 —
2118 - —
2217 - —
1120 7 —
- 8 813
117 8 —
141112 —
131013 —
1113 7 5
7 1513 -
1519 - —
188 — —
7 911 -
7 1511 —
1518 — —
11 8 13 —
8 8 —
101110 —
- 1517 —
1015 7
139 -
1211 8
- 1113
1813 —
4 12
- 16
1111
14 16
1110
14 - - —
— 7157
1017 — —
1413 - —
8 — — 12
1115 - —
16 9
911
1111
15 —
11 - - -
1114 - —
117 -7
16 8 — —
- —151
1113 - —

0]
oo
|
|
|

&> | © |
|
|
|
|

| ©oN | ©
|

| w ot |
|

51,11
50,18
49,95
45,65
45,27
44,95
44,39
44,25
43,24
41,42
41,05
40,94
40,38
39,00
38,42
38,17
38,05
38,03
36,66
36,17
35,70
34,32
34,17
34,15
33,72
33,06
32,59
32,50
32,00
31,99
31,72
31,68
31,00
31,00
30,81
30,77
29,91
29,70
29,55
29,23
28,17
27,99
27,53
27,27
27,05
27,00
26,27
25,48
25,47
25,43
25,41
25,19
25,19
24,96
24,91
24,89
24,86
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158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.-171.
170.-171.
172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.
180.
181.
182.
183.
184.
185.
186.
187.
188.—-189.
188.—-189.
190.
191.
192.-193.
192.-193.
194.
195.
196.
197.
198.
199.
200.—202.
200.—202.
200.—202.
203.—204.
203.—204.
205.
206.
207.
208.
209.-210.
209.—210.
211.
212.-213.
212.-213.
214.

Korespondenc¢ni seminar, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1

Jana
Adam
Duc Long
Johana
Monika
Andrej
Petr

Jan
Peter
Matthew
Anna
Zuzana
Simon
Jan
Tomas
Lubica
Viola
Katefina
Radek
Matus
Barbora
Marie
David
Tomas
Aneta
Daniel
Samuel
Nodari
Tomas
Jiri
Klara
Martin
Jakub
Katefina
Sona
Miroslav
David
Matéj
Magdaléna
Katefina
David
Jan
Jaroslav
Jaroslav
Radovan
Jan
Pavel
Jan
Michal
Monika
Anh
Veronika
Petra
Henrieta
Zuzana
Kamila
Katefina

Rezabkova
Dobrovi¢
Hoang
Dvorakova
Sucha
Zidek
Zahradnik
Dittrich
Macko
Dupraz
Sebestikova
Svobodova
Hutar
Cesnek
Hampl
Hladka
Vavrycukova
Parizkova
Wagner
Varhanik
Halkova
Freibergova
Snajdr
Jurco
Némcova
Herman
Baran
Gogatishvili
Pishovaky
Vala
Cihlarova
Strnad
Horyna
Varikova
Buresova
Hrabal
Vojacek
Konvalinka
Bartova
Skorvankova
Zacek
Dopita
Konecny
Kortus
Picek
Lindauer
Nedélnik
Sedlak

Poft
Berkova

Le Hoang
Blovska
Snoblova
Michelova
Sraierova
Zenata
Sauerova

T B N LI NI N N N e S T R IS I S e R B N R N I e R I U N e g O I I R S U U R N T - eSS U

PORG PH
GTajBanBys
GMikul23PL
G Trutnov
GMikul23PL
GJKTyla HK
GSmejkalUL
GJaroseBO
GJHroncaBA
NPorg
GCON CesBud
G FrydINOs
PORG PH
GJaroseBO
GDukelBR
GTajBanBys
G Dobiis
MatiécniGOS
GMikul23PL
G Bytca
SPSStav LI
G Décin
GMikul23PL
G Prachati
GBoskovice
GSroKosice
GRaymanaPV
GZborovPH
RGZS Prost
G Mikulov

G Klatovy

G Dobfis
GNVPlaniPH
GJaroseBO
GHeyrovPH
GTomkovaOL
GSOS FrMys
GOA Sedléa
GDasickaPA
G Rokycany
GZborovPH
GBudéjovPH
G Celakov
GMikul23PL
GBalbinaHK
PCGKarVary
GJaroseBO
GOPavla PH
G Teplice
GKepleraPH
GJaroseBO
GMikul23PL
GJate¢niUL
GAlejKosic
GCeskoliPH
GNeumannZR
GPSJazykHK

178 - —
16 8 — —
- - 1311
14 — —
1111 - —
716 - —
1013 - —

| o |

24,52
24,36
24,02
23,51
22,76
22,68
22,64
22,63
22,46
22,43
22,29
22,13
22,06
22,06
21,69
21,47
21,41
21,38
21,37
20,32
20,20
19,85
19,43
19,28
18,96
18,85
18,59
18,50
18,17
17,91
17,77
17,77
17,27
17,00
16,90
16,90
16,83
16,82
16,79
16,46
16,36
16,00
15,89
15,89
15,89
15,05
15,05
15,00
14,89
14,61
14,54
14,05
14,05
14,00
13,81
13,81
13,58
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215.
216.
217.
218.—219.
218.—219.
220.
221.
222.
223.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
224.-232.
233.
234.
235.—236.
235.—236.
237.
238.
239.—240.
239.—240.
241.—243.
241.—243.
241.—243.
244.
245.
246.
247.—-248.
247.—248.
249.
250.
251.-252.
251.—252.
253.—254.
253.—254.
255.
256.—258.
256.—258.
256.—258.
259.
260.
261.
262.

263.—268.

Jan
Martin
Akos
Sebastian
Karel
Filip
Matéj
Stefan
Oldrich
Andrea
Vojtéch
Pavlina
Vitek
Adam
Klara
Dominika
Magdaléna
Veronika
Samuel
Karolina
Premysl
Hana
Sarka
Jakub
Michaela
Adam
Vadim
Veronika
Karolina
Jana
Tomas
Marie
Michael
Michaela
Jakub
Lucie
Lukas
Natalie
Tereza
Samuel
Anezka
Agéta
Hastal
Lukas
Tomas
Matéj
Eva
Katefina

Nevesli se.

Suta
Hubata
Zahorsky
Hlavaty
Miiller
Pastierovic¢
Zidek
Hollan

Kos

Binova
Brenik
Cabounova,
Dragoun
Hlas
Holesovska
Jurcova
Sejkorova
Strakova
Karaba
Slabénakova
Kopecny
Kucerova
Altmanova
Novotny
Brabcova
Kutnar
Kablukov
Rehulkova
Tulingerova
Ricicova
Flidr
Kaiserova
Borak
Macakova
Seveik
Hronova
Belza
Mikolajova
Prokopova
Strunc
Soukupova
Brozova
Hapka

Vik

Faikl
Sarboch
Klimentova
Jakubikova

35. ro¢nik (2015/2016), 3. komentére BB
GJSkodyPR 13- - - ————- — 13,47 13
GMikul23PL -3- - --—----13,03 13
GVIMSahy 13- - - - ——— - — 13,00 13
GPSJazykHK - - - —-13-——- --12,64 13
GMikul23PL -3- - -—-——----12,64 13
G LStarazZV 713 - -——-—-1 --12,59 13
G FrydINOs 2- - - ———— - - -12,00 12
G Bytca 2- - - -——---11,54 63
GKepleraPH -11----—---11,39 11
G CesLipa - - -1 - - - - -11,38 11
GMikul23PL - --11------11,38 11
G Hotovice - --11-------11,38 11
GMikul23PL 1- - - -—-——---11,38 11
GMikul23PL 1-----—---11,38 11
GJNerudyPH 17- - - - --11,38 11
G Prachati 1-- - -—-——---11,38 11
GUKlafarZR -11- - - - --11,38 11
G Benesov 1-----——---11,38 11
SSNvh 1----—-——---11,31 95
7S ValKlob -10- - -—-——-—- --10,11 10
CRGCesBud 1 9 - - — ——- - —-10,00 10
GKienovaBO -- - --—---10,00 10
G Rokycany 9 - - - ———— - - —-948 9
GTNovakBO 9 - — - ———— - - -9,17 9
G Jirov CB 9 - - - ———— - —--9,00 9
NPorg 9 - - - ——— - —--9,00 9
GBNémcovHK 8 - - - — ——— - — — 8,48 8
MendelG OP 8§ - - - - —-—— - ——8,48 8
AkademG PH -8 - - —-—-——- - —-8,48 8
GCoubTébor 36 - - —-——-— - —--841 8
GMasarykKM 8§ - - - -—- --8,34 8
CirkGPlzen 8§ - - - ———— - — - 8,17 8
GKepleraPH - 8§ - - —-——— - - - 8,00 8
GOhradniPH - -8 - -———- —--8,00 8
GKukuc¢Popr 53 - — ————— — =797 89
GJaroseBO - =-7---——- --"7,38 91

7 - - —-——-- --17,00 7
G HavlBrod - -7 - -—=-—=---17,00 7
GJHroncaBA 7 - - - —-—=———-—- - -6,79 7
GMikul23PL - -7 - =-=-—----6,79 7
SPSchemBrno 7 - - —-=--- --6,59 37
6 - - - --—— - —--26,00 6
GBudéjovPH 6 - - - -—-—— - ——-26,00 6
6 - - - -—-———- —--26,00 6
GDasickaPA 5 - - - ———— - - -5,27 5
GKepleraPH 4 - - - ———— - - —-4,23 4
GJaroseBO 4 - - - ———— - - -4,16 19
G Vitkov 4 - - - ———— - - -4,00 4
adresa: Korespondenc¢ni seminar

KAM MFF UK

Malostranské namésti 25
11800 Praha 1

web: http://mks.mff.cuni.cz/
e-mail: mks@mff.cuni.cz



