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Mily piiteli!

Dostavaji se Ti do rukou prvni komentare tohoto ro¢niku naseho se-
minafe. Jde uz o ro¢nik pétatricaty, takze mizeme hovotit o tom, ze
je PraSe ve stfednim véku. Vék, kdy bylo zralé na porazku, stejné
jako stari, v némz zemfe vétSina béznych prasat, ma uz Gspésné za
sebou — a my se muzeme tésit, Zze tu s nami bude jesté dlouho.

Nedivejme se ale prilis daleko do minulosti ani do budoucnosti.
Spolu s témito komentafi dostavas do rukou opravené ulohy, které jsi
nam poslal(a) zhruba pfed mésicem. Projdi si poznamky, které jsme
Ti k nim napsali, a podivej se do tohoto sesitku na vzorova reseni
— uvidis, jak by mohlo vypadat vypracovani, za které bychom udélili
plny pocet bodu (a moZné i néjaky ten kladny imaginarni). Pokud si
z toho néco odneses do sepisovani tloh o pomérech, které ndm odesles
do pondéli devatého listopadu, bude tcel vzoraka splnén.

Kromé vzorakt a vysledkové listiny po prvni sérii Ti pfindsime i
t¥i série plné vypecenych uloh. Ve treti sérii si muzes hrat s tlohami
na nejruznéjsich Sachovnicich véetné jedné trojrozmérné. Posledni
série podzimni Casti seminafe, kterou bude potieba odeslat koncem
vanoc¢nich prazdnin, nese jméno Areas and perimeters; a jak nazev
napovida, jedna se o tradicni cizojazyc¢nou sérii. Nejenze je jeji zadani
v angli¢tiné — i vypracovand feSeni pfijimame pouze psana anglicky.
Ale nenech se tim odradit: Za gramatické chyby body samoziejmé
nestrhavame, a jako FeSeni leckteré tlohy staci prehledné nakresleny
a par vhodnymi vétami okomentovany obrazek. Abychom Ti p¥istup k
angli¢tiné zjednodusili, napsali jsme k této sérii kratky ivodni text,
ve kterém se kromé dtlezitych vzorct pro vypocet obsahtl a obvoda
rozli¢nych Gtvart muzes priucit i néktera slovicka a obraty.

Nejvetsi lahtidkou téchto komentara je ale bezesporu prvni dil se-
rialu o nekoneénu. Patnéctistrankovy text zacina zlehka, pohadkou
o Hilbertové hotelu. Kdyz si ho ale prectes cely, dozvis se nejen, jak
spravné ubytovat nekone¢no nekonecen hostt, ale také, kdo nebo co
se skryva pod tajemnou zkratkou DUM. Na zakladé znalosti ziska-
nych v textu by pak nemélo byt tézké vytesit alespon nékteré ze t¥i
serialovych uloh, které se zaobiraji pravé nekoneénem. Kazda je za
pét bod, takze si zodpovédnou ¢etbou seridlu miuzes vyrazné polep-
it a dosdhnout tieba i na uc¢ast na jarnim soustiedéni. Pozor! Termin
odeslani prvni seridlové série se kryje s terminem tfeti podzimni. Jesté
7e mas sedmnéactého listopadu volno, vid?

Prijemnou zdbavu pfi pocitani obvodu ¢i obsahu nekone¢né sachov-
nice preje

Kuba Krasensky
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Co je dale v komentarich?

e Jak fesit ulohy koresponden¢niho seminéfe?
e Poznamky k bodovani a vysledkovym listindm
o Vzorové feSeni 1. podzimni série

e Seriil — Do nekonecna a jesté dal I.

Vysledkova listina 1. podzimni série

e Priloha: Zadani 3. a 4. podzimni série a 1. seridlové série, povidani ke ¢tvrté podzimni sérii
Rezeni dloh

Dostal(a) jsi méné bodd, nez jsi éekal(a)? Ocenil(a) bys rady, jak spravné zapisovat feSeni tloh?

Potom je pravé pro Tebe uréeny text s ndzvem Jak Fesit tlohy korespondenéniho seminéare.
A pokud uz resis dlouho, zkus si ho precist také — urcité v ném najde$ rady, jak psat jesté lépe.

Kurzy pro nadané Zaky

Po rocni prestavce se béhem letosniho podzimu opét rozbihaji prednasky pro stfedoskoldky se za-
jmem o matematiku pordadané MFF UK. Do Vanoc budou vénované matematické olympiadé, potom
riznym zajimavym tématiim pripravenym nejen prednasejicimi MFF. Vice informaci a moznost
prihlaseni najdes na olympiada.karlin.mff.cuni.cz.

Den otevienych dveri

Chtéli bychom Té pozvat na Den otevienych dvefi Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy, materské instituce naseho seminare. Akce se uskutecni ve étvrtek 26. listopadu a dozvis se
na ni napiiklad, co matematického se da studovat, podivas se do prostor MatFyzu, mozna potkas
své budouci spoluzdky a urcité organizatory PraSete. Kromé prednasek o vysokoskolském studiu
bude k dispozici i spousta informaci o akcich pro stfedoskolaky. Blizs§i podrobnosti véetné programu
najde$ na strankdch www.mff.cuni.cz.

Novi organizitofi MKS

Rok se s rokem sesel a my mezi sebou vitdme nové PraSeéi organizatory. Honza Kadlec, Matéj
Konecny, Kaja Kuchyriovd, Viki Némecek, Marian Poppr, Vasek Rozhor, Honza Soukup a Rado
Svarc uz si nasli své misto v seminé#i a opravili prvni alohy.



&4

Jak reSit alohy korespondencniho seminare?

Tento text je primarné urcen méné zkusenym fesitelim. Jeho cilem je v kratkosti popsat zpusob
uvazovani a vyjadfovani, bez kterého se pfi feSeni matematickych tloh nelze obejit.

Pokud se rozhodnes fesit ulohy korespondenc¢niho seminére, nestaci je pouze vypocitat. Body
ziska$ jen v ptipadé, Ze svij postup néjak rozumné dostanes na papir. Je tedy dobré si uvédomit,
co se vlastné s feSenim dé€je poté, co jej odesles. Dostane ho do ruky nedivérivy opravovatel, jehoz
snahou je jej pochopit a nechat se presvéd¢it o jeho spravnosti. Neni to tedy jako opravovani
kvizovych otézek, u nichz se da rychle ovérit, zda byly zodpovézeny spravné. Zkus si proto sva
feSeni precist o¢ima nékoho, kdo zadanou tlohu vidi poprvé v zivoté.

Co po Tobé aloha chce?

Uloha, ¢asto vybizi , Dokaste!“, , Ukazte!“, , Zdivodnéte!“. To znamena, ze chceme, abyste ze zadani
vyvodili dokazované tvrzeni pomoci logickych kroka podlozenych padnymi argumenty. Nestaci tedy
nakreslit obrazek, v némz uhel ze zadani vyjde pravy, ¢i ovérit platnost nerovnosti na kalkulacce
nebo na pocitaci pro 150 rtznych hodnot. Je totiz potfeba ukézat, ze tvrzeni plati pro vSechny
mozné konstelace, kterych je obvykle nekoneéné mnoho.

Jiné ulohy na fesitele apeluji , Rozhodnéte!*, naptiklad ,rozhodnéte, zda plati“, ,rozhodnéte,
kdo ma vyhravagict strategii“ nebo ,rozhodnéte, které z ¢isel je vétsi“. Samotné rozhodnuti nestaci,
je tfeba jej zduvodnit. To znamena tvrzeni dokazat, pfipadné najit protipriklad.

Casto se setkas s tlohami typu , Najdéte!*, , Najdéte vsechny ... !“. V prvnim piipadé staci,
kdyz najdes néjaké vyhovujici feSeni. Je potifeba ukazat, ze odpovidd pozadavkim v zadani, ale
najit vSechna vyhovujici feseni, a navic dokazat, Ze zaddné jiné uz neexistuje. Obménou muze byt
napiiklad ,, Najdéte nejmensi ... !“, kde je potfeba najit feSeni a ukdzat, Ze mensi neexistuje.

Co nemame radi?

Do feSeni pi$ jasna tvrzeni a zdtvodnuj je. Zadani opisovat nemusis. Pokud tvrdi$ néco, co neni
pravda, pak je to idealni prilezitost pro opravovatele strhnout Ti body. Navic to, co z nepravdivého
tvrzeni vyvodis, nejspis také neplati. Mas-li hypotézu, kterou neumis dokazat, priznej, ze je to
hypotéza. Sice pravdépodobné nedostanes plny pocet bodi, ale opravovatel bude rad, Ze nemusi ve
Tvém fesSeni zbytecné hledat vysvétleni.

Dej si pozor na nasledujici formulace:

o je zrejmé®, ,je vidét“ — Tyto obraty lze v feSeni pouzit. Resitelé je ale ¢asto pouzivaji
v pripadech, kdy dana véc neni vibec zfejma, ba dokonce, kdyz neplati.

e  provedeme analogicky“ — Tuto formulaci mazes pouzit pouze v pfipadé, ze stac¢i v pfedchozich
argumentech lehkd zména znaceni. Analogie rozhodné neznamend zobecnéni, napiiklad z dukazu
pro 3 nelze takto vyrobit dikaz pro 50, ¢i dokonce pro obecné n.

e 2 obrdzku je patrné“ — Obrazky jsou velmi dobré k tomu, aby se opravovatel 1épe orientoval
v FeSeni a mohl jej snéze pochopit. Postup by vsak mél byt srozumitelny i bez néj, nikdy se na
ného neodkazuj jako na nedilnou soucast reseni. Pokud v obrazku zavedesS né€jaké znaceni, mél bys
ho vysvétlit v textu, ne ho jen zacit pouzivat.
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e  staci prozkoumat nejhorsi variantu® — Sice by to mohlo stacit, ale dokud neprozkoumame
vSechny varianty, nelze fict, ze tato konkrétni je nejhorsi. Mizeme si to myslet, ale musime to

Y

dokazat. Stejny problém nastava i u dalsich formulaci (,,nejlepsi bude, kdyz“ a podobné).

Pokud tedy nékterou z téchto frazi pouzivas, rozmysli si, zda se nejednd o jeden z vyse uvedenych
nesvart.

Co a jak dokazovat?

V této sekci se nejprve podivame, jak spravné interpretovat zadani, a poté uvedeme nékteré zakladni
dtikazové techniky, které muzes ve svych resenich pouzit.

Diikaz by mél vychazet z predpokladi a postupovat k zavéram ualohy. Dej si pozor, abys béhem
feseni nepouzil néco, co nevyplyva z predpokladti nebo pfedchozich tvah, zejména ne dokazované
tvrzeni!

o jestlize, pak®, ,pokud, pak®, , Dokazte, Ze pokud plati A, pak plati B.“ — Kdykoliv se v zadéani
vyskytne véta tohoto typu, znamena to, ze A je pfedpoklad (to, z ¢eho vychazime a co mizeme pii
feSeni pouzivat), zatimco B je zavér (to, co chceme dokézat).

Predpoklad a zavér nesmis za zaddnych okolnosti zaménit! Srovnej nésledujici tvrzeni:

Jestlize je ¢islo délitelné ¢tyfmi, pak je sudé. (plati)
Jestlize je ¢islo sudé, pak je délitelné ¢tyfmi. (neplati, napf. pro 2)

o  pravé kdyz“, ,pravé tehdy, kdyz“, ,tehdy a jen tehdy, kdyz“, ,Dokazte, Ze A plati prdvé
tehdy, kdyz plati B.“ — V tomto pripadé se vlastné jedna o dvé ulohy. Je totiz potfeba dokazat
nasledujici dvé tvrzeni:

(i) Pokud plati A, pak plati B.
(ii) Pokud plati B, pak plati A.

Platnost tvrzeni se nezméni, kdyz A a B prohodime, viz nasledujici pfiklad.

Dané c¢islo je délitelné deseti, pravé kdyz jeho posledni cifrou je nula.
Posledni cifrou daného ¢isla je nula, pravé kdyz je délitelné deseti.

Diukazovych technik je mnoho a my si zde ukazeme dvé zakladni — pfimy dikaz a dikaz sporem.

V primém diikazu postupujeme od predpokladd, z nichz logickymi tivahami vyvozujeme dilci
zaveéry, az dospé&jeme ke kyzenému vysledku. Naproti tomu v dukazu sporem si na zacatku pred-
stavime, co by se stalo, kdyby tvrzeni neplatilo, a z tohoto pfedpokladu pak odvodime evidentné
neplatné tvrzeni (spor). Pouziti této techniky si ukdZeme na prikladu:

Priklad. Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché.

Reseni. Pro spor piredpokladejme, Ze jsme nasli sudé prvoéislo p vétsi nez 2. Dvojka je jeho délitel,
ktery neni roven ani jedné, ani p. To je spor s piedpokladem, zZe p je prvocislo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Vyznam vyrazii

Kdyz matematik napiSe vzorecek, nepredstavuje si pod nim nic jiného nez bézné tvrzeni. Pro upravy
vyrazi, rovnic apod. tedy plati stejna pravidla jako pro obycejné dokazovani.

Definuj vSechny proménné, které ve vzoreccich pouzivas a nejsou v zadani. Opravovatel jinak
tézko poznd, co jsi jimi chtél Fict. Se znacenim to vSak neni tfeba prehanét, a proto si oznaé vzdy
jen to, co v feSeni budes potiebovat. Prili§ mnoho pismenek piehlednosti neprospiva.

Dale pfipominame, ze je v diikazu tfeba vychazet z predpokladi, ne z dokazovaného tvrzeni.
To ukazeme na prikladu:

Priklad. Dokazte, ze pro libovolna kladna ¢isla a, b plati Vab < (a + b)/2.

Spravné feSeni muze vypadat takto:
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Reseni. Kdykoli umocnime realné ¢islo na druhou, ziskdme nezéporné ¢islo. Tedy

0< (Wa—vb)?2=a—-2Vab+b,
2vab < a + b,

Vab < a;r ,

coz jsme chtéli dokazat.
Jind moznost je tato:

Reseni. Pro spor predpokladejme, Ze mame dvojici &isel a, b, pro kterd tvrzeni neplati, tedy
Vab > (a + b)/2. Pak ovSem
2
ab > M’
4
4ab > (a + b)? = a® + 2ab + b2,
0> a? —2ab + b2 = (a —b)2.

To je spor, nebot umocnénim realného ¢isla nemiZzeme dostat zaporné ¢islo. Dokazované tvrzeni
tedy plati.

Oba tyto postupy byly v pofadku. Prvni (pfimy) dikaz vychazel pouze ze zndmych faktd a
dobral se kyzeného vysledku, druhy dikaz (sporem) predpokladal neplatnost tvrzeni a dosel k né-
¢emu, co neplati.

K feSeni ale neni mozné pristupovat zcela pfimocare, tedy jen upravovat dokazovany vzorecek.
To proto, e jakmile do feSeni napises vab < (a + b)/2, znamena to, Ze jiz predpokladas, ze dana
nerovnost plati. Jenze to nemutzes predpokladat, nebot Tvym cilem je to teprve dokazat.

Uvedme jesté jeden priklad, na kterém si ukdZeme dvé riiznd pouziti proménnych.

Piiklad. V zavislosti na parametrech a, b, ¢ vyFeste kvadratickou rovnici az? + bz 4+ ¢ = 0.

Zadani tika, ze pro libovolna, ale pevné zvolena ¢isla a, b, ¢ hleddme vSechna z, ktera vyhovuji
zadané rovnici. Proménné a, b, ¢ oznac¢uji v celém prikladu stale tatdz t¥i (ne nutné rizna) realnd
¢isla. Kazda konkrétni volba parametrd vlastné urcuje jinou tulohu, ale pritom chceme vyftesit
vSechny tyto tlohy naraz, obecné. Proménné x hraje zcela odlisnou roli — jeji hodnota je neznaméa
a nasim cilem je ji urcit.

PouZzivani znamych tvrzeni

Miuze se stat, ze v literatufe nebo na internetu narazis na tvrzeni, které Ti usnadni feseni ulohy.
Pokud je to né&jaka véta, kterd ma jméno (naptiklad Cevova véta), nezapometi jeji ndzev do Feseni
uvést. Pravdépodobné ji budeme znat, a kdyz ne, dovedeme ji alespon najit. Dukaz pritom opisovat
nemusis. V pfipadé, ze se jedna o nepojmenované tvrzeni, napi§ ndm zdroj, kde jsi ho nasel.

Vzorova reseni

V neposledni fadé bychom Té€ chtéli povzbudit k Feseni nasich tloh. Pokud nas seminaf vidis poprvé,
nedej se odradit pfipadnymi pocateénimi netuspéchy. Prostuduj si sva opravena feSeni a nezapomen
se podivat také na vzoraky. Vzorové reseni Ti méa Casto co nabidnout i tehdy, kdyz jsi ilohu vyresil
spravné. Muzes v ném najit razné zajimavé pristupy ¢i myslenky, a néco nového se tak naudit.
V poznamkach opravovatele si pak muzes precist, jak se s FeSenim potykali ostatni.

Vérime, ze Ti tento text usnadni FeSeni uloh v semindfi i jinde a pomiize Ti osvojit si zaklady
matematického uvazovani. To, co se naucis, neni jen schopnost fesit matematické ulohy, ale také
schopnost samostatné hloubéji premyslet. To se Ti urcité bude nékdy hodit, a to i tehdy, kdyz se
matematikou déle zabyvat nebudes.

Prejeme Ti mnoho radosti pri objevovani taju matematiky!
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Poznamky k bodovani a vysledkovym listinam

Nejprve se zamérfime na jednu zvlastnost naseho seminare. Protoze opravovani tloh je komplexni
zalezitost, jsou komplexni i body, které obdrzite od opravovatelti. Kazdé feseni ohodnotime cislem
tvaru z + yi, kde z predstavuje realné body a y jsou body imaginarni. Jaky je mezi nimi rozdil?
Redlné body jsou ,solidni“; jsou to body za spravnost feseni, které obvykle dostavate ve skole, na
olympiadach a podobné. Jde o nezdporné celé ¢islo. Za naprosto spravné feseni jich dostanete tolik,
kolik ¢ini bodové ohodnoceni dané ulohy.

Imaginarni body predstavuji druhou, nezavislou stupnici. Vyjadfuji miru elegance daného feseni.
Hodnota y je celé ¢islo od —2 do 2. Kladné imaginarni body znaci feseni, které je radost Cist:
obsahuje sikovné triky a originalni myslenky nebo nachazi souvislosti mezi zdanlivé vzdalenymi
pojmy. Naopak zdporné imaginarni body vyjadiuji, Ze jsi nékde pouzil zbyte¢né slozité formulace,
nékolikrat dokazoval totéz, vSsechno fesil hrubou silou nebo tifeba napsal jednoduchy dtkaz na pét
stranek.

Od komplexnich bodi k vyslednému hodnoceni

Kazdou tlohu tedy hodnotime komplexnim ¢islem ve tvaru x + yi. Do vysledkt celé série pak
zapocitdme hodnoceni péti tloh, které jsi vyfesil nejlépe (mél jsi z nich nejvice redlnych bodi,
v pFipadé rovnosti rozhoduje pocet imaginarnich bodt). Hodnoceni téchto pfikladii secteme a tim
dostaneme komplexni ¢islo, které oznacime b.

S ¢islem b se dale pracuje nasledovné: Nejprve vypocteme hruby bodovy zisk — to je realné éislo,
se kterym ve vypoctu vsude dale pracujeme namisto komplexniho ¢isla, kterym byly Tvé ulohy
ohodnoceny opravovateli. Pri zisku b bodd za sérii je vychozi hodnota hrubého bodového zisku
déna vztahem?!

ho=R0) + (2-V3) ().

Jelikoz by toto ¢islo mohlo byt teoreticky zaporné nebo vétsi, nez je maximalni pocet bodu za sérii
(oznacime ho s, obvykle je s = 25), ,jofizneme“ vychozi hodnotu do tohoto intervalu:

s pokud h > s,
h=< 0 pokud h <0,
R jinak.
Aby byli pfi bodovani tloh mirné zvyhodnéni mladsi a zac¢inajici fesitelé, urcuje se u kazdého
fesitele tzv. koeficient. Jeho vychozi hodnota se vypocte nasledovné:
2z

a2
R=0-D+ 5

LSymboly R(w), (w) znadi realnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla w.
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kde r je ro¢nik? (prepoéitany tak, aby odpovidal ¢tyfletému gymnéziu, studenti a #aci plnici po-

vinnou skolni dochazku maji %) a z je pocet pocet bodu, které resitel ziskal béhem pifedchozich

ro¢niku. Jelikoz vysledny koeficient & je vzdy &islo z intervalu <7%, 6), polozime k = min(&, 6).
Predpokladejme déle, ze k < 3. Pro dalsi vypocet bude podstatné ¢islo ¢ definované jako

=§(1+\/§tg%).

Hledany vysledny bodovy zisk za sérii (coz uz je &islo, které se udava ve vysledkové listing) pak
dostaneme podle vztahu

v= /24 (s + )2 — (st —h)? -

Jak toto ¢islo interpretovat geometricky? Uvazujme v roviné étverec ABCD o strané s. Na
piimku BD vyneseme bod S ve vzdalenosti /2t od bodu B, pfi¢emz celd tisecka BS je vné
étverce. Dale necht je ddna kruznice £ o stfedu S prochazejici body A a C. Na tseéce AB najdeme
bod X takovy, ze |AX| = h, a povedeme jim kolmici p (p L AB). Kruznice ¢ a pfimka p se protnou
ve dvou bodech, ten uvnit¥ ¢tverce oznacime Y. Vysledny bodovy zisk za sérii je v = | XY|.

D C
Y
A B
X
S
4 P

V ptipadé, ze k > 3, postupujeme takto: ¢islo ¢ se nyni zvoli jako
s (6 —r)w
= (1+v3¢
2 ( 76 )

a vysledny bodovy zisk je

vfs—(\/t2 (s +1)2 (t+h)2—t).

Tento vzorec lze interpretovat tak, ze kruznice ¢ je obrazem kruznice ziskané dle postupu uvedeného
vyse pro koeficient 6 — k v osové soumérnosti podle osy AC, jinak zistava postup stejny.

Nakonec zbyvé pripad k = 3 — tehdy je prosté v = h. Lze si to predstavit tak, ze stied S je
,v nekoneénu“, tudiz se kruznice zménila na pfimku AC.

Dalsi detaily a statistiky Gloh

Kromé vysledného bodového zisku lze ve vysledkové listiné najit i dalsi adaje. Je v ni po fadé
uvedeno jméno, prijmeni, t¥ida, zkratka Skoly, redlné body za jednotlivé priklady a celkové body
za sérii.

2Pokud mas ve vysledkové listing uvedeny &étvrty (maturitni) roénik, a pfitom jsi mladsi, je
to nejspiSe proto, Ze ndm nedosla informace o Tvém ro¢niku. Napravit to mizes bud mailem na
mks@mff.cuni.cz, nebo prilozenim svych udaju k feSenim dalsi série.



DI Matematicky korespondenéni semindf 35. ro¢nik (2015/2016), 1. komentdre B

Do zéavéreéného hodnoceni se pocitaji vSechny série, takze se vyplati poslat z kazdé série byt
jen jedinou ulohu. Co se naopak nevyplati, je poslat feSeni pozdé — netolerujeme zadné zpozdéni!
Tedy pokud posles své feseni pozdé, sice Ti ho opravime, ale body za néj necekej.

Jak fesili tlohu ostatni, se muzes dozvédét z vysledkové listiny. Abychom Ti vSak usnadnili toto
zjistovani, uvadime u feSeni tloh statisticka ¢isilka o doslych resenich. Je to ctvefice ¢isel, z nichz
prvni Fika, kolik lidi fesilo tuto ulohu, druhé, kolik lidi ziskalo alespon dva body, tfeti priamér
udélenych realnych bodu a &tvrté pak jejich medidn (ten dostaneme tak, ze sefadime poéty bodu
za jednotliva feseni podle velikosti a vezmeme ¢islo na prosttedni pozici®).

3Pokud je ¢isel sudy podet, vezmeme aritmeticky primér dvou prostiednich ¢isel.



Bylo nebylo

1. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1. (213; 198; 2,79; 3,0)
PraSatko Pepa hledalo dalsi ¢tyfi ¢leny tymu na Naboj. Vydalo se do domecku, kde zilo pét
PraSatek. S témi bohuzel bydlel v chaloupce i zly vlk prevleceny za dalsi PraSatko, a toho Pepa
do tymu nechtél. Pepa si miize vybrat dvojici obyvatel domecku a jednoho z nich se zeptat, zdali je
ten druhy vlk. Toto mize udélat dvakrat, pricemz druhou dvojici si maze vybrat nezavisle na tom,
Jjak zvolil tu prvni. PraSatka vzdy mluvi pravdu a vlk vzdy lze. Jak se méa Pepa zeptat, aby si mohl
bez obav vybrat Ctyri PraSatka do svého tymu a urc¢ité v ném nemeél vika? (Anicka Dolezalova)
RESEN{:

Pomoci jedné otazky dokadzeme uréit, zdali dvojice obsahuje vlka. Stac¢i se jednoho z této dvojice
zeptat, zda je ten druhy vlk. Pokud se dozvime, Ze pry ano, tak je ve dvojici urcité vlk (vlk lze
o PraSatku nebo PraSatko mluvi pravdu o vlku). Kdyz bude odpovéd zapornd, tak vime, ze ve
dvojici jsou dvé PraSatka (PraSatka mluvi pravdu).

Nyni staci rozdélit zvifatka do t¥i dvojic a PraSatktiim ze dvou dvojic polozit otdzku na druhé
PraSatko z dvojice. Kdyz uslysime dvakrat ne, tak si Pepa vybere do tymu PraSatka z téchto dvojic,
jelikoz tyto obsahuji PraSatka. Pokud uslySime jednou ano, tak si Pepa vybere zbylé dvojice (ty,
které nefekly ano).

POzZNAMKY:

Naprosté vétsiné resitelti se podarilo tispésné vyporadat s ilohou. Pro toho, kdo si spravné precetl
zadani, uz zbytek nepredstavoval tvrdy orisek. (Maridn Poppr)
Uloha 2. (183; 165; 2,72; 3,0)

Zly Honza chtél znicit cely PraSeci svét. Zasel proto za ¢ernoknéznikem, aby se s nim spoléil. Ten
mu dal nekonec¢nou rovinu a pravil: ,, Nejprve obarvi tuto rovninu modrou a ¢ervenou barvou tak,
aby na kazdé kruznici o poloméru jedna lezely pravé dva modré body. Podari-li se ti to, pomuzu ti
znicit svét.“ Rozhodnéte, zda Honza ¢ernoknéznikiiv tikol mohl splnit. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)
RESEN{:
Vhodné obarveni roviny skutecné existuje a vypada néasledovné: Rovinu obarvime cervené a pak
v ni modfe nakreslime nekoneéné mnoho rovnobéznych pfimek tak, ze vzdélenost mezi dvéma
sousednimi je dva. Pro polohu stfedu libovolné kruznice nastava jeden ze dvou pripadi:
(1) Stfed se nachézi presné mezi dvéma pfimkami, neboli na ose jejich pasu. Pak je jeho
vzdéalenost od kazdé z piimek rovna jedné. Jsou tedy tecnami kruznice s danym stfedem
a na kazdé takovéto kruznici nalezneme pfesné dva modré body v mistech jejich dotyka
s rovnobézkami.

(2) Stred se nachazi blize k jedné z rovnobézek (nebo na ni lezi). Pak vzdalenost stiedu
od této primky je mensi nez jedna a kruznice modrou pfimku protne ve dvou bodech.
Takové kruZznice jiz zddnou dalsi pfimku protnout nemiize (vzdalenost od druhé z dvojice
nejblizsich pfimek je vétsi nez jedna).



Pfi zvoleném obarveni roviny tedy na kazdé kruznici s polomérem jedna najdeme presné dva modré
body. To znamena, ze Honza Cernoknézniktiv tikol splnit muze, ale nez se mu podaii obarvit neko-
neénou rovinu, mame snad dostatek ¢asu a neni potfeba se znepokojovat, PraSe¢imu svétu zatim
nic nehrozi.

POZNAMKY:

Ke druhé uloze se nam sesla velkd spousta feseni, z nichz drtiva vétsina byla spravna. Jednotliva
feSeni se od sebe témér nelisila. Specidlni pochvalu zasluhuji vsichni, ktefi krom najiti vhodného
obarveni také dokazali jeho spravnost. Par fesitelt si spletlo polomér kruznice s priumérem a kvuli
tomu rovnobézky rozmistilo dvakrat hustéji. Princip feSeni vSak nasli, a proto je tato malickost
nestala zadné body. Naprosté minimum resiteli se nevyrovnalo s nekonecnosti roviny a prohlasilo,
ze jelikoz je nekonecnd, obarvit ji prosté nejde. (Kéja Kuchytiova)

Uloha 3. (124; 103; 2,48; 3,0)
Bylo nebylo, v daleké zemi zilo 2015 zapomnétlivych kralti. Kazdy z nich obyval jeden hrad a
téchto 2015 hradu tvorilo pravidelny 2015uhelnik. Mezi kazdymi dvéma hrady vedla cesta, a to
bud’ dl4zdén4, nebo sypana piskem. Jednou se vsichni kralové sjeli na Faerské ostrovy, aby spolecné
pozorovali zatméni Slunce. Potom se chtél kazdy vratit do svého hradu. Béhem sjezdu ale zapomnéli,
ve kterém hradé kdo bydli, a hrady si tedy rozdélili nahodné. Dokazte, ze existuji dva kralové, mezi
jejichz soucasnymi hrady vede cesta stejného typu jako pred vymeénou. (Honza Krejci)

RESENI:

Z kazdého z 2015 hrada vede 2014 cest a kazdé cesta spojuje pravé dva hrady. Proto je celkovy pocet
cest roven 2015 - 2014/2, coz je liché ¢&islo. Proto je dlazdénych cest jiny pocet nez téch sypanych
piskem. Tudiz si po navratu z Faerskych ostrova kralové nemohou rozdélit hrady tak, aby kazda
dvojice krali méla své nové hrady spojené cestou jiného druhu nez pied sjezdem. Dokéazali jsme, ze
existuji dva kralové, mezi jejichz soucasnymi hrady vede cesta stejného typu jako pfed vyménou.

POZNAMKY:
Resitelé ptisli hned na nékolik rtiznych zptsobi, jak uréit celkovy podet cest. Uvazme, ze v daleké
zemi bylo obecnéji n € N hradi. Pak tam bylo celkem (n—1)+(n—2)+- - -+2+1 cest, nebot z prvniho
hradu vede n—1 cest, z dalsiho vede n—2 cest, které jsme jesté nezapocitali, atd., az z pfedposledniho
hradu vede jedind jesté nezapocitand cesta. Uvedeny soucet je podle znamého Gaussova vzorce pro
soucet prvnich n—1 pFirozenych ¢isel roven (n—1)n/2. Dalsi moznosti, jak uréit pocet cest, je secist
pocet hran a thlop¥icek n-tihelnika. Takto dostavame n 4+ n(n — 3)/2 = (n?2 —n)/2 = n(n — 1)/2.
A konecné lze kazdou cestu chépat jako neusporadanou dvojici hradi, které spojuje. Proto je celkovy
pocet cest roven poctu neusporddanych dvojic vybranych z n prvkd, coz je (g) =n(n—1)/2.
(Misa Hubatovéd)

Uloha 4. (1365 112; 3,21; 3,0)
V kazdém patie nekonec¢né vysoké zacarované véze se nachazi magicky portal, na kterém je napsano
prirozené é&islo. Tato pFirozena ¢isla tvoii nerostouci posloupnost? a zaroveri kazdé ¢islo udavé, do
kolikatého patra prislusny portal vede. Mezi patry véze lze cestovat pouze pomoci portali a kazdy
portal je pouze jednosmérny. V jednom z pater si mala myska usmyslela, ze se vyda na vyzvédy,
a zacCala putovat skrze portaly. Ukazte, ze za néjakou dobu zustane uvéznéna ve dvojici pater,
pripadné dokonce jen v jediném.

(Vejtek Musil)

4To znamena, 7e vybereme-li si kterékoliv patro a oznaéime-li &islo na portalu v tomto patie a,
pak ve vSech patrech nad tim vybranym jsou na portalech ¢isla mensi ¢i rovna a.
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RESENI:
Oznacéme si a; jako ¢islo portélu v i-tém patie. Posloupnost (a;) je ze zadani nerostouci, plati proto
a1 > az > ... V prvnim patfe je tedy nejvétsi ¢islo portalu ze vSech, oznacme si jej c.

At myska zaéind svou cestu kdekoliv, po prvnim vstoupeni do portalu urcité bude nékde mezi
patry 1 a ¢ (véetn&). Od té doby tento interval pater uz nikdy neopusti, nejvyse po c dalsich
teleportacich“ se myska ocitne na patfe, na kterém uz nékdy byla. Od té doby se bude pohybovat
v cyklu. Nasim tkolem je ukazat, ze tento cyklus nebude mit délku vétsi nez 2.

V kazdém cyklu musi z kazdého i do kazdého jeho patra vést pravé jeden portal. Oznacme si tedy
¢&isla pater tohoto cyklu jako my, ..., my, (v libovolném poradi), dale m nejnizsi a M nejvyssi ¢islo
apr musi byt nejnizsi ¢islo portalu ze vSech am,, proto aps = m. To ale znamend, Ze nejvyssi a
nejnizsi patro na sebe navzajem odkazuji, neboli vznika cyklus délky maximélné 2 (pokud m = M,
pak mame cyklus délky 1).

POzZNAMKY:
Reseni se seslo opravdu hodné. Jelikoz se jednalo o prvni sérii, a navic se v tiloze vyskytovalo neko-
neéno, se kterym neni lehké pracovat, snazil jsem se byt mirny a nestrhavat body za nedostatecné
zduvodnéni — také proto, Ze v této tloze intuice pomérné dobie odpovida tomu, co se skutecné déje.

Prvni ¢ast Fesitelt postupovala obdobné vzorovému feseni (z téch méla vétsina plny pocet bod).
Druh4 ¢ast n&jak popisovala zptisob, jakym se myska hybe — bud, Ze se bude neustale priblizovat
jednomu bodu a bud se zacykli po cesté, nebo se dostane do intervalu délky 2 a nic jiného ji
nezbude, nebo Ze se bude postupné ¢im dal vic ,vzdalovat®, az nakonec dojde do prvniho patra a
uz se nebude mit kam jinam vratit.

Z druhé skupiny méla vétsina 3-5 bodu, pficemz jsem nejcastéji strhaval za to, ze zapomnéli na
jeden ze zpusobu pohybu mysky.

Dva body dostali ti, ktefi si spravné vsimli, Ze se myska bude pohybovat stéle blize k néjakému
patru, ale nijak to nezduvodnovali, pfipadné za jiné zajimavé pozorovani. (Martin Cech)

Uloha 5. (117; 805 3,10; 5,0)
Zly cernoknéznik promeénil PraSatko v krasnou divku. Navic zacaroval jeho oblibené hodiny tak,
Ze se Cisla na ciferniku prehdzela. Hodiny nyni odbijeji kazdou celou hodinu, jenze napreskacku
— presné podle cisel na ciferniku. PraSatko bude vysvobozeno, pokud hodiny béhem tfi po sobé
jdoucich odbijeni vydaji alespori 21 uderti. Dokazte, Ze at ¢ernoknéznik zacaroval hodiny jakkoliv,
prokleti PraSéatka bude za patnact hodin urcité zlomeno. (Kuba Krasensky)

RESENI (PODLE VASKA STEINHAUSERA):

Ulohu vyfesime sporem — piedpokladejme, 7e existuje zpiehazeni ciferniku, pro které plati, ze soucet
t¥i po sobé jdoucich hodin je nejvyse 20. Pozice na ciferniku si postupné ozna¢me a az [ tak, aby
| = 12. Vime, ze trojice, které obsahuji 12, maji soucet nejvyse 20, tudiz soucet kazdé z dvojic a+b
a j + k je nejvyse 8. Protoze navic vime, ze 1 + 2+ --- + 12 = 78, tak

ct+d+---+1>78-12-2-8=50.

Z cisel na pozicich ¢, f a ¢ vybereme nejmensi, ¢imz dosdhneme toho, ze bude rovné nejvyse 9.
Zbyla ¢isla tvori dvé disjunktni trojice po sobé na ciferniku nasledujicich ¢isel, které maji dohromady
soucet alespon 41, tedy jedna z dvojic méa soucet alespon 21, coz je spor.

POZNAMKY:

Mezi doslymi feSenimi se objevilo mnoho p¥istupt. Uloha se snadno vzdala skoro viem pokustim
o ,vysporovani“, at uz se jednalo o soucty cifer, nebo o opakovani ¢isel. Také se objevilo mnoho
rozebiracich feceni. K tomu bych rad rekl, Zze pokud se v feSeni dostanete k pfilisnému rozebi-
réni, stoji za to se rozmyslet, jestli neexistuje jednodussi feseni (minimalné v PraSatku takové
skoro uréité existuje). Jako dalsi zptsob feSeni bych uvedl feSeni typu ,budu se snazit nevytvorit

11



pozadovany cifernik“. V téchto postupech se ¢asto objevoval argument, ze pro ¢ernoknéznika je vy-
hodnéjsi, pokud ,soucet cifer bude co nejvyvazenéjsi“ nebo ,velké a malé cifry se budou parovat“.
Toto rozhodné obecné neplati. Kazdé takovéto netrividlni pozorovani je nutné v feseni poradné
zduvodnit.

(Honza Krejéi)

Uloha 6. (76; 29; 2,01; 1,0)
V lese je 99 chaloupek. V kazdé chaloupce zije jedna az 99 jezibab. Pritom neexistuje zadna skupina
chaloupek takova, aby celkovy pocet jezibab v nich zijicich byl délitelny stem. Dokazte, ze v kazdé
chaloupce zije stejny pocet jezibab.

(Marta Kossaczka)

RESEN{:

Pocet jezibab v i-té chaloupce budeme znacit a;. Pro spor predpokladejme, zZe existuji dvé chaloupky
s riznym poctem jezibab. Necht jsou to BUNO?® prvni a druhé chaloupka, tedy a1 # az. Oznaéme
s; soucet poctu jezibab v prvni az i-té chaloupce modulo 100, tedy

s = Zai (mod 100).
j=1

Vsimneme si, Ze podle zadani s; # 0. Stejné tak s; # s; pro i > j, protoze v opa¢ném piipadé by
s; —s; = 0, neboli

aj+1+ - Fap = 0 (mod 100)7

coz podle zadani nemuze nastat.

Vsechny soucty s; museji byt nenulové a po dvou rizné, a tedy pro kazdé j € {1,2,...,99}
existuje s; takové, ze s; = j. Pritom a2 nabyva hodnoty mezi 1 a 99, a protoze z predpokladu vime,
Ze a1 # a2, musi platit ag = s; pro n&jaké i € {2,3,...,99}. Tudiz

0=s;—az=a1+a3+as~+---+a; (mod 100),

coz je ve sporu s predpokladem, Ze neexistuje skupina chaloupek, v nichz zije dohromady pocet
jezibab délitelny stem.

POZNAMKY:

Seslo se pomérné hodné feseni, z nichz vétsina pouze dokazala, ze v chaloupce muze zit stejny pocet
jezibab. Takova feseni si vyslouzila 1 bod. Ostatni vice ¢i méné uspésné dokazovala pozadované
tvrzeni, at uz uvedenou cestou, nebo indukci pfes pocet chaloupek. (Honza Soukup)

Uloha 7. (55; 9; 0,78; 0,0)
V kazdé z n sluji zije drak. Chodi je krmit 2"~ trpaslikii, pfi¢emz zadni dva z nich nekrmi presné
ty samé draky a pro kazdou trojici trpasliku existuje drak, kterého chodi krmit vsichni tii. Ukazte,
ze pokud jsou draci alespon tFi, existuje drak, kterého krmi vsichni trpaslici.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

5Jde o béznou matematickou zkratku znagici ,bez Gjmy na obecnosti.
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RESENI:

Necht D je mnozina vSech draki. K libovolnému trpaslikovi ¢; pfifadime mnozinu T; C D obsahujici
pravé ty draky, které ¢; krmi. Pro spor predpokladejme, Ze existuje trpaslik ¢; takovy, ze T; = D\T;.
Povsimnéme si, ze zn > 3 plyne, Ze trpaslici jsou alespon ¢tyti. Proto k ¢; a t; mtizeme piidat tfetiho
trpaslika t; a dle zadédni musi existovat drak, kterého vsichni tf¥i krmi. Protoze ale T; N T; = 0,
nemuze takovy drak existovat. To je spor. Proto neexistuji zadni dva trpaslici ¢; a t; takovi, ze Tj
a T} jsou navzajem doplitkky do D.

Mnozina D ma n prvki, z ¢eho# plyne, ze ma 2" podmnozin. Ty umime rozdélit na 2" ~1 dvojic
takovych, ze mnoziny v dvojici jsou navzajem dopliky do D. Ukazali jsme, ze z kazdé této dvojice
muzeme vzit maximalné jednu mnozinu pfifazenou néjakému trpaslikovi. Ale protoze trpaslikua je
27~1 a vSechny jim pfifazené mnoziny jsou rtizné, znamena to, 7e z kazdé dvojice mnozin musi byt
pravé jedna piifazena né&jakému trpaslikovi. ReSeni lze nyni dokonéit vice zpiisoby. My si ukdZeme
dva.

STANDARDNI PRISTUP:

Pro spor predpokladdejme, ze zadny drak neni krmen vSemi trpasliky. Indukci ukazeme, Ze pro
libovolné [ > 1 existuji vsichni trpaslici, ktefi krmi pravé n — [ drak. Potom dosazenim [ = 1 a
!l = n — 1 dostaneme, ze existuji vsichni trpaslici, ktefi krmi pravé jednoho draka, a stejné tak ti,
ktefi krmi vSechny draky az na jednoho. Z toho vyplyva, ze néktefi dva trpaslici jisté budou krmit
doplnikové mnoziny draki, coz je spor.

Zaéneme dikazem pro ! = 1. Kdyby pro néjakou (n — 1)-prvkovou podmnozinu D neexistoval
zadny trpaslik, ktery krmi pravé draky z této mnoziny, pak existuje trpaslik, ktery krmi pravé toho
draka, ktery v této mnoziné neni. Nazvéme tohoto trpaslika ¢; a jeho draka A. Pak ovSem libovolni
dva trpaslici t; a t, museji taktéz krmit A, aby platilo, Ze t;, t; a t; krmi vSichni alespon jednoho
spolec¢ného draka. Kvuli tomu ovSem kazdy trpaslik krmi A, coz je ve sporu s tim, ze zadny drak
neni krmen vSemi trpasliky. TakZe pro libovolnou (n— 1)-prvkovou mnozinu draki existuje trpaslik,
ktery krmi pravée ji, ¢imz mame pripad [ = 1 pokryty.

Nyni predpokladejme, ze mame pomocné tvrzeni dokédzano | —1 > 1, a dokazme ho pro [.
Kdyby pro néjakou (n — l)-prvkovou mnozinu drakd neexistoval trpaslik, ktery krmi pravé tyto
draky, pak existuje trpaslik, ktery krmi prave téch ! draki, ktefi v této mnoziné nejsou. Nazvéme
tohoto trpaslika ¢; a jeho draky A1, Az, ..., A;. Z indukéniho predpokladu existuje trpaslik ¢;, ktery
krmi v8echny draky az na As, ..., A;. Navic diky pfipadu | = 1 existuje i trpaslik ¢, ktery krmi
vSechny draky az na A;. OvSem neexistuje zadny drak, kterého by krmil ¢;, ¢; i tx. To je hledany
spor a tim jsme téz hotovi.

TRIKOVY PRISTUP:

Uvazujme trpaslika ¢;, ktery krmi nejméné draki. Pokud je takovych trpaslika vice, budeme uva-
zovat libovolného z nich. Necht ¢; krmi d draki, které budeme nazyvat Ai,..., Ag. O¢ividné d > 0,
jinak by pro libovolné dalsi dva trpasliky t¢; a tj platilo, Ze neexistuje drak, ktery by byl krmen ¢;,
t; ity , coz je spor se zadanim. Kdyby existoval trpaslik, ktery krmi pravé draky Ai,..., Ag_1,
pak dostavame spor s tim, ze ¢; krmi nejméné drakd. Proto musi existovat trpaslik ¢;, ktery krmi
vS8echny draky az na Aj1,...,Aq_1. Z toho plyne, zZe jediny drak, kterého krmi ¢; i ¢;, je Ag. Potom
ale libovolny dalsi trpaslik ¢,, musi krmit A,, protoze jinak by neexistoval drak, ktery by byl krmen
ti, t; ity . Takze vSichni trpaslici krmi Ay, coz jsme chtéli dokazat.

POzZNAMKY:
Celkem se seslo 55 feseni, z nichz néjaké body ziskalo deset. Mezi nejcastéjsi chyby, které fesitelé
délali, patfilo ukazani, ze pocet trojic je vyssi nez pocet draki, dale konstrukce pripadu, kdy
skutecné vSichni trpaslici jednoho spolecného draka krmi, nebo napriklad pouhé rozebrani pripadu
n = 3 (a ani to ne vzdy spravné). Vétsina Fesiteld, ktefi tlohu vyfesili, postupovala standardné.
Pavel Turek a Pavel Hudec se pustili na obtiZznou cestu s indukci podle n, ale oba nakonec tlohu
zdarné dokoncili. Trikové feseni Petra Gebauera mne natolik ohromilo, Ze jsem se mu rozhodl udélit
+1i.
(Rado Svarc)
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Uloha 8. (33; 4; 0,58; 0,0)
Je neni jeden strom®, na kterém Stépan s Mirkem hraji hru. Stépan zacind. Hra¢ na tahu vzdy
obarvi dosud neobarveny vrchol jednou ze ¢tyi barev tak, aby dva vrcholy spojené hranou nemély
stejnou barvu. Stépan vyhraje, obarvi-li se vSechny vrcholy. V opac¢ném piipadé vyhraje Mirek.
Dokazte, 7e Stépan ma vyhrévajici strategii’ .

(Filip Hlasek)

RESEN{:
Po kazdém tahu se podivdme na nas strom (fikejme mu nadéle t¥eba strom S) a rozdélime ho
na podstromy Si,S2,...,Sy, néisledujicim zptsobem: vezmeme dosud nevyuzitou hranu a vSechny

vrcholy, k nimz se z ni d4 dostat po cesté bez obarvenych vrcholi, a tyto vrcholy véetné koncovych
obarvenych dame do podstromu. Opakujeme postup, dokud nevyuzijeme vSechny hrany stromu
S. Kazdy neobarveny vrchol tedy bude nalezet do pravé jednoho podstromu a kazdy obarveny do
tolika rtznych podstromd, kolik z né€j vede hran, pri¢emz v kazdém z nich to bude list.

Dale si uvédomime, ze zadny podstrom neovliviiuje nic, co se déje v jiném podstromu. MuzZeme
je tedy fesit oddélend. Nyni se pokusime dokazat, ze je Stépan vidy schopen zajistit, aby po jeho
tahu byly v kazdém podstromu obarvené nejvyse dva vrcholy. Takovyto stav nazveme dobry. Dukaz
provedeme matematickou indukci podle toho, o kolikaty Stépantv tah se jedna:

Je-li to jeho prvni tah, muize Stépan hrat jakkoli. Ve vSech podstromech, na které tak strom S
rozdéli, bude pravé jeden obarveny vrchol. Pokud byl pred Mirkovym tahem S v dobrém stavu, je
po jeho tahu bud stale v dobrém stavu (jestlize Mirek hral do podstromu S;, ktery mél ptvodné
pravé jeden obarveny vrchol, nebo hral na cestu spojujici jeho dva obarvené vrcholy), nebo existuje
i takové, ze v S; jsou tfi obarvené vrcholy. To odpovida situaci, kdy Mirek provedl tah nékam
do podstromu S;, ktery mél jiz dfive obarvené dva vrcholy, a to mimo cestu mezi témito dvéma
vrcholy. Tim od S; odpojil nékolik (klidné i nula) dalsich podstromi a vytvofil z néj podstrom se
tfemi obarvenymi vrcholy.

Je-li S po Mirkové tahu v dobrém stavu a jesté neni obarveny, muize Stépan bud najit podstrom
Sj, ktery ma pravé jeden obarveny vrchol, a obarvit napfiklad kterykoli jeho list, nebo v jiném
podstromu Sk, ktery ma pravé dva obarvené vrcholy, obarvit libovolny vrchol na cesté mezi nimi.

V opa¢ném pripadé existuje pravé jedno takové i, Ze ve stromu S; jsou praveé t¥i obarvené vrcholy.
Nemnuze jich byt vic, protoze Mirek mohl obarvit vrchol jen v jednom podstromu. V tomto pripadé
S jesté plné obarveny neni, nebot v plné obarveném S by kazdy podstrom mél jen dva vrcholy, a
tedy by nemohl mit t¥i barvy.

Obarvené vrcholy pojmenujeme a,b,c a oznacime si P,; cestu mezi vrcholy a a b, obdobné
oznac¢ime i Py a Pp.. VSimneme si, ze z definice stromu vyplyva, ze P, N Py N Peq obsahuje
alespon jeden vrchol. Je tomu tak proto, ze kdyby byl prunik prazdny, tak by sjednoceni téchto cest
(které stéle musi byt podgrafem stromu) obsahovalo kruznici. Obarvime-li takovy vrchol (volnou
barvu jesté urcité mame, protoze v S; jsou pravé tii obarvené vrcholy), rozdélime strom S; na
podstromy, z nichz kazdy bude obsahovat nejvyse dva obarvené vrcholy. Strom S je tedy evidentné
opét v dobrém stavu.

POZNAMKY:

Na osmou tlohu se nam seslo opravdu hodné feseni. Bohuzel pouze Filip Bialas vytesil ulohu tak, ze
jsem k tomu nemél vibec zadné pripominky, a tim si vyslouzil +i.Nejcastéjsi chyby spocivaly v tom,
7e nebyla strategie dostate¢né popsana a obsahovala nekonkrétni formulace, jako tfeba Ze si Stépan
musi dévat pozor a pak nemuze prohrat a podobné. Korektni popis strategie ke kombinatorické
hife musi byt napsan tak, aby se jim mohl Fidit napfiklad i pocitac. Néktefi téz fesili ulohu jen
pro né€jaké malé konkrétni stromy. V feSeni, kterda uz néjakou obecnou strategii predstavila, casto

6Definici stromu spolu se vSemi ostatnimi potfebnymi definicemi lze najit na tomto odkazu
mks.mff.cuni.cz/archive/34/uvodls.pdf .

"Vyhravajici strategie je strategie, ktera vede k vitézstvi, af uz protihrac hraje jakkoliv.
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chybél diukaz, ze vymyslend strategie funguje. Chcete-li se podivat na vice prikladi, jak muze
vypadat popis a dikaz strategie ke kombinatorické hie, mtizete se podivat na vzordky prvni série
seridlu 32. roéniku®, ktera se jim vénuje. (Viki Némecek)

Jako kazdy rok, i letos Té bude v PraSatku provazet tfidilny seridl. Jedna se o vyklad odvétvi
matematiky, se kterym se na stfedni skole s velkou pravdépodobnosti setkas jen v omezené mire
¢i vibec ne, ale které je presto mozné vylozit tak, aby bylo stfedoskoldktim pristupné. Letosni
seridl pro Tebe pise Mirek Olsak a jeho ustfednim tématem je nekoneéno. Jeho dily ponesou jména
Svét nekonecen, Pevné zdklady a Sila volby. V textu najde$ cviCeni, na kterych si sdm (sama)
muzes vyzkouSet pochopeni latky, na konci textu jsou pak k ocislovanym cviceni napovédy. Ke
kazdému dilu se déle vaze seridlova série se tfemi soutéznimi ulohami, kterd se odevzdava spolu
s nékterou béznou sérii PraSete. Body ze seridlovych sérii se pocitaji do celkovych vysledku, takze
jestli se chces v PraSatku dobfe umistit, je tfeba posilat i seridlové tlohy. Pokud Ti obycejné tlohy
nestadi a chce$ opravdové lahiidky, miizes se na konci kazdého (tedy i tohoto) dilu t&sit na soutéz
o ¢okoladu.

8mks.mff.cuni.cz/archive/32/9.pdf
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Do nekoneCnaajestédal....................

Nikdo nds nebude moci vyhnat z rdje, ktery pro nds vytvoril Cantor. (David Hilbert)

Dil prvni — Svét nekonecen

Pojmem nekonecéna se zabyvali filosofové a matematici jiz od dob, kdy rozdil mezi filosofii a ma-
tematikou byl pramaly. My si zde predvedeme az vysledky matematikd 19. a 20. stoleti poc¢inaje
Georgem Cantorem. Ti na své cesté vyzkouseli fadu slepych ulicek a nejednoho z nich to stilo du-
Sevni zdravi. Vysledkem vSak je krasna teorie, nyni vSeobecné uznavana za zaklad takika veskeré
vysokoskolské matematiky.

Nézev celého seridlu Do nekoneéna a jesté ddl je mimo jiné odkazem na sérii animovanych filmu
Ptibéh hracek. Jednd se o slavnou hlasku hracky Buzze Raketdka — superastronauta, ktery 1éta
z planety na planetu a zachranuje svét. Dité, které si z Buzzem hraje, je nadsené z toho, Ze s nim
1éta ,,do nekonecna a jesté dal“, a to ani nemd ponéti, o ¢em vlastné mluvi. Cilem seridlu, ktery
taktéz bude misty pojat pohadkové ¢i hravé, je tuto otdazku objasnit a pfitom neubrat nekoneénu
nic z jeho kouzla.

V odbornych publikacich nese téma tohoto seridlu suché oznaceni Teorie mnozin. Duvod, proc¢
tomu tak je, bude patrny zejména z druhého dilu Pevné zdklady. Nicméné ani vysokoskolaci ne-
ztraceji hravost a ohromeni z nekonecna, coz reflektuje fakt, ze béznym slangovym oznacenim pro
teorii mnozin je zkratka TeMno. ;-)

Prvni nastrahy nekonecna

Nez se pustime do nekonecna, dohodneme se na jednom zadkladnim znaceni: Mnozinu pfirozenych
isel znadime w a nulu budeme povazovat za prirozené &islo.? Toto znadeni je v teorii mnozin
obvyklé a duvody jeho pouzivani budou vice patrné z druhého dilu seridlu. Mimo jiné se nam
bude hodit, aby $lo fici ,,Kone¢né mnoziny jsou pravé ty mnoziny, jejichz velikost vyjadiuje néjaké
pfirozené cislo.“ a nevyradit tim z koneCnych mnozin prazdnou mnozinu. Nicméné pozor, tato
umluva plati pouze zde a v tlohach patricich k tomuto seridlu, v jinych stfedoskolskych tlohach se
nula za prirozené Cislo bézné nepovazuje.

Zatimco nula je pfirozenym cislem, nekonecno zadnym c¢islem neni. Nekonec¢no ve skutecnosti
ani neni néjaky matematicky objekt, je to jen vlastnost. Pfimka je nekonecnd, posloupnost muze
byt nekonecné, mnozina muze byt nekonecna. Jedna se o opak konecCnosti, kde konecnost presné

9Recké pismenko w je malad omega, zatimco velkad omega vypadé takto: Q
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znamena, ze se velikost dané mnoziny nebo posloupnosti da vyjadrit pfirozenym ¢islem. Nekonecna
mnozina pak je takova, jejiz velikost se zddnym prirozenym cislem vyjadrit neda, je na to ,pftilis
velka®. Existuji i dalsi davody, pro¢ se nekonecno nepovazuje za prirozené ¢islo — chova se totiz
uplné jinak.

Priklad. Kdykoli si vezmeme kone¢nou mnozinu realnych ¢isel, najdeme v ni nejvétsi i nejmensi
prvek. U nekone¢né mnoziny se to stdt muze, ale nemusi. Naptiklad uzavfeny interval (0,1) ma
nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1, zatimco otevieny interval (0, 1) nem4 ani nejmensi, ani nejvétsi
prvek.

Dalsi priklad ukazuje, ze kdyz néco muze byt libovolné velké, jesté to neznamenad, ze to muize
byt nekoneéné.

Priklad. Existuje libovolné dlouhd klesajici posloupnost prirozenych ¢isel. Pokud si usmyslime,
ze chceme posloupnost délky n, sestrojime ji coby n,(n —1),...,2,1. Naopak nekoneéna klesajici
posloupnost ag, a1, az,... pfirozenych ¢isel existovat nemuze.

Dale tu médme maly paradox.

Piiklad. Nekonec¢nou ¢tvereckovou sit lze celou obarvit dvéma barvami, Sedou a bilou, tak, aby
kazdy fadek obsahoval jen koneéné mnoho Sedych policek a kazdy sloupec jen konec¢né bilych
policek. Lze to udélat tieba takto:

Zndazornéni obarvené miizky podle zaddni

Na druhou stranu, kdyby byly fadky omezeny konkrétnim pfirozenym Cislem, naptiklad ,,v fadku
muze byt nanejvys 2015 Sedych policek®, uz by takové obarveni neslo najit. Pro¢? Pfedstavme si
obarvenou mfizku a z ni vyjméme 2016 sloupeckt. Pak by v kazdém fadku muselo byt alespon
jedno bilé policko. To je dohromady nekone¢né mnoho bilych policek v kone¢né mnoha sloupeccich,
takze by v nékterém sloupecku muselo byt nekone¢né mnoho bilych policek.

A jako posledni piiklad, jak se nekone¢no chova odlisné od konecna, uvedeme tradi¢ni (le¢
pfevypravénou) pohadku, kterd v Gvodu do nekonefna nesmi chybét. Dokonce muzes najit jeji
anglickou video verzi na strankach www.hotel-infinity.com.

Pohadka o Hilbertové hotelu

Byl nebyl jeden turista. Ten cestoval pies devatero hor a devatero fek, az prisel do jednoho méstecka.
Doufal, Ze by si po naro¢né cesté mohl odpocinout v nékterém z tamnich ubytovacich zafizeni. Pfisel
k jednopokojovému apartméanu. ,,Mohl bych se tu ubytovat?“ zeptal se. ,,Kdepak,“ odvétil majitel,
wted tu nékoho mame.“ Turista tedy Sel dal, az prisel k hotelu s tisicem pokoju. , Panecku, to je
velky hotel,“ pomyslil si, ,tady pro mne urcité budou mit misto.“ Zahy vsak byl recepci zklaman:
»Bohuzel, vSechny pokoje jsou obsazené.“ A neslo by tfeba ty hosty néjak preusporadat? Vite,
cestoval jsem pfres ...“ | Ani omylem,“ odvétila recepé¢ni, ,jak chcete nacpat 1001 hostt do 1000
pokoju? Copak neznate Dirichletiv princip?¢
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A tak Sel nas cestovatel dal, az pfisel k dalsimu hotelu, k Hilbertovu hotelu. Hilbertav hotel
neni obycejny hotel. Je to kouzelny hotel, méa totiz nekone¢né mnoho pokoji. V tomto hotelu jsou
pokoje ¢islované pfirozenymi Cisly, a pod kazdym c¢islem se skryva néktery pokoj. ,,Tady neméte
vsechny pokoje obsazené, ze ne?“ ujistoval se turista pfi pohledu na to neskute¢né mnozstvi pokoji.
»Mame,“ odpovédél majitel hotelu David Hilbert, ,to vite, je hlavni turistickd sezona.“ , Ach jo,
tak j& zase pujdu,“ fekl zklamané turista. ,,Ale, ale, kam byste chodil?“ Hilbert na to, ,,urcité tu pro
vés misto najdeme.“ Vzal do ruky mikrofon a hotelovym rozhlasem zaznélo: ,, Pozor, pozor! Zaddme
vSechny hosty, aby se pfesunuli do pokoje s ¢islem o jedna vys$sim, nez ve kterém prave bydli.“ Pak
se Hilbert obratil k nasemu turistovi: ,,No vidite, ted se mlzete nastéhovat do prazdného pokoje
¢islo nula a hotel bude zase plny.“ Turista vesel do svého pokoje. Spokojené; jesté netusil, kolikrat
se bude muset stéhovat.

Pak k hotelu prijel autobus se sto lidmi, ktefi se zde cht€li ubytovat. To pro hoteliéra Hilberta
nebyl zadny problém: ,Pokud ¢islo vaseho pokoje je k, tak se prestéhujte do ¢isla k+ 100.“ A hned
se zas uvolnilo 100 mist. Kdyz pak ale prijel k hotelu autobus, ktery mél stejnou kapacitu jako
Hilbertuv hotel, tedy zaplnéna sedadla se vSemi pfirozenymi ¢isly, byl to jiz trochu ofisek. Neni
mozné Fict ,posunte se o nekonecno mist dal“ — neexistuje pfirozené ¢islo, které by bylo o nekonecno
vétsi nez nula nebo jednicka. Proto bylo tfeba provést trochu rafinovanéjsi operaci: ,,Ten, kdo bydli
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v pokoji s ¢islem k, se prestéhuje do pokoje s ¢islem 2k. Ten, kdo sedi v autobuse na sedadle s ¢islem
k, se nastéhuje do pokoje s Cislem 2k + 1.¢

To byl srumec, panecku; kufry létaly, zamky cvakaly, ale nakonec se povedlo do hotelu umistit
cely nekoneény autobus. A jen co autobus odjel, ani hosté se jesté poradné neusadili, riti se k hotelu
nekonecné mnoho takovych autobust — opét cislovanych pfirozenymi ¢isly.

- JINIRIR 7 @
0 [B@@E]@@

Jesté jsme nezminili, Ze David Hilbert byl (jesté nez jsme jej usadili do jeho vlastni pohadky)
matematik. A matematici radi prevadi problém na pfedchozi pfipad. Pokud by se podafilo roz-
dat lidem v autobusech listecky s riznymi prirozenymi ¢isly, jednalo by se o stejnou situaci jako
v pripadé, kdy pfijel jen jeden nekonecny autobus s ocislovanymi sedadly. Zbyva otazka, jak to
provést. Pokud by Hilbert zacal postupné rozdavat ¢isla 0,1, 2, ... lidem v autobuse 0, na cestujici
v ostatnich autobusech by se nedostalo. Stejné tak, kdyby zacal s tim, ze by v kazdém autobuse
rozdal jeden listecek cestujicimu na sedadle 0, na cestujici na ostatnich sedadlech by se nedostalo.
Nakonec vsak David Hilbert prisel na to, jak listecky rozdat: Usporada si cestujici primarné podle
souctu cisel autobusu a sedadla a sekundarné podle ¢isla autobusu. Jinymi slovy rozda listecky po
zpétnych thloptickich, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku.
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Pak pfrijel k hotelu dalsi nekonec¢ny autobus. Ten vSak nemél sedadla ¢islovana pfirozenymi ¢isly,
nybrz nekonecnymi posloupnostmi bilych a sedych ctvereckt. To znamena, ze kazdé sedadlo bylo
oznaceno néjakou nekone¢nou posloupnosti ¢tvereckl, pricemz kazdé dvé posloupnosti se lisily a
naopak i kazd4 mozna posloupnost pripadla néjakému sedadlu. ,,Kdyz jsem uz ubytoval nekonecno
autobust, jeden autobus navic nemuze byt problém,“ pomyslel si Hilbert a opét se jal vymyslet
néjaky chytry zpusob, jak takova sedadla ocislovat pfirozenymi Cisly. Pfemyslel tuze dlouho. Uby-
tovani hosté uz sli spat, byli radi, ze to stéhovani utichlo, a Hilbert stale na nic nepfisel. A byl by
nad tim dumal dodnes, kdyby nezjistil, Ze ted uz opravdu prohral. Hosté z tohoto autobusu se do
Hilbertova hotelu nevejdou. Pro¢? Protoze at rozda listecky s prirozenymi ¢isly cestujicim jakkoli,
vzdy se najde cestujici, na kterého se nedostalo. Jednoho takového odhalime napiiklad takto:10
Nakreslime pod sebe posloupnosti bilych a Sedych ctvereckt v tom poradi, v jakém jim byly pfi-
fazeny karticky s prirozenymi Cisly. Nasledné se podivame na thlopficku a vytvofime z ni novou
posloupnost ¢tverecku, kterou néasledné invertujeme — nahradime bilou barvu za Sedou a obracené.
Tim dostaneme novou posloupnost, kterd se lisi od vSech v tabulce (od posloupnosti s ¢islem n
pfinejmensim na pozici n), coz znamend, ze pfislusny cestujici nedostal listecek.
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0Tento postup se bézné nazyva Cantorovou diagonalni metodou.
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Zndzornéni Cantorovy diagondlni metody

Porovnavani nekonecen

Z pohadky plynou dvé pouceni. Prvni pouceni je, ze nekoneéno je hodné nafukovaci, a druhé je,
ze presto neni nafukovaci nade vSechny meze. Nyni se pokusime pohadku vice zasadit do matema-
tického ramce. Koneéné mnoziny mezi sebou porovnavat umime: Spocitame, kolik prvki ma prvni
mnozina, kolik prvki mé druhd mnozina a za vétsi prohldsime tu mnozinu, jejiz pocet prvku je
vy$Si prirozené ¢islo. Nasim cilem je toto porovnavani mnozin zobecnit, aby jej bylo mozné pouzit
i pro nekonecné mnoziny. Kli¢ovym nastrojem pro porovnavani mnozin je zobrazeni neboli funkce.

Definice. Zobrazeni (nebo téz funkce) f je predpis, ktery na vstupu dostane matematicky objekt
z a na zakladé néj vytvori vystupni objekt f(z) (také nazyvany obraz bodu z). Tento pfedpis mize
ale také dané z nezpracovat (fikdme, ze f(x) nema smysl).

(i) Definiéng obor funkce f je mnozina objektd x, pro které méa f(z) smysl. Obecné znacenim
f: A — B tikdme, ze defini¢nim oborem funkce f je mnozina A a kazdé f(a) lezi v mnoziné
B. Slovy lze také Fici, ze se jedna o funkci z A do B, pfipadné, Ze je tato funkce definovani
na mnoziné A.

Symbol R zna¢i mnozinu v8ech realnych ¢isel. Prikladem funkce f:R — R mize byt
funkce dand predpisem f(z) = z2.

(ii) Funkce je prostd, pokud dvéma rtiznym prvkim nikdy neptifadi stejny prvek. Napiiklad
v pohadce vzdy Hilbert hledal zobrazeni z mnoziny hosttt do mnoziny pokoji, a to navic
prosté, tedy takové, aby zadni dva hosté neskoncili ve stejném pokoji.

(iii) Bijekce f: A — B je prosta funkce, pro kterou je kazdy prvek mnoziny B reprezentovany
néjakym f(a). Jde tedy o poparovani prvkii mnoziny A s prvky mnoziny B.

(iv) Uvazme funkci f definovanou na mnoziné A a podmnozinu A’ této mnoziny. Pak zuzeni
funkce f na mnozinu A’ znadime f | A’. Jedna se o funkci, kterd ma za definiéni obor A’
a chova se na ném stejné jako f. Tedy (f [ A’)(z) = f(x) pro = z A’. Napiiklad funkce
definovana v bodé (i) neni prosta, ale jeji ztizeni na mnozinu kladnych ¢isel uz je prosté.

(v) Méjme funkci f: A — B a na obou mnozindch A i B méjme zavedené usporadani (tedy
definované, co znamend x < y). Rikdme, Ze f je rostouct, pokud zachovava toto usporadani,
tedy pro libovolné ag < a1 z A plati f(ag) < f(a1)-

Nyni jiz mtizeme ¥ici, jak se mnoziny porovnavaji. Mé&me mnoziny A a B. Rikdme, Ze:

(i) Mnoziny A a B maji stejnou mohutnost (znacime |A| = |B|), pokud existuje néjaké bijekce
f+A— B.

(ii) Mohutnost A je mensi nebo rovna mohutnosti B (znacime |A| < |B|), pokud existuje
prosté zobrazeni f: A — B.

(iii) Mohutnost mnoziny A je ostfe mensi nez mohutnost mnoziny B (znacime |A| < |B]),
pokud |A| < |B|, ale neplati |B| < |A|.

A nakonec okolo mnozin definujeme jesté nékolik dalsich pojmu.

(i) Pokud mnozina A splituje |A| < |w|, Fikdme, Ze je spocdetnd, v opa¢ném piipadé rikame, Ze
je nespocetnd. Spocetna mnozina je tedy takova, kterad se vejde do Hilbertova hotelu.

(ii) Pro dvé mnoziny A, B definujeme jejich kartézsky soucin A x B jako mnozZinu vSech
uspofadanych dvojic!! (a,b), kde a je prvek mnoziny A a b je prvek mnoziny B. Jsou-li
obé mnoziny A, B konecné, je pocet prvki mnoziny A X B roven sou¢inu mohutnosti
mnozin A a B coby prirozenych cisel.

(iii) Pro mnozinu A definujeme jeji potenci (znac¢ime P(A)) jako mnozinu vSech jejich pod-
mnozin v€etné prazdné mnoziny a A samotné. Potence je tedy konkrétni priklad takového

HKulatymi zavorkami zde budeme bézné znagit usporadané dvojice. Kdyby se mélo jednat

o interval, bude to explicitné feceno.
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zobrazeni, ze P(X) ma smysl na vSech mnozinach. Je-li mnozina A koneéna, n-prvkova,
je pocet prvkd mnoziny P(A) roven 2".

V pohadce jsme popsali bijekci mezi mnozinou cestujicich v nekone¢né mnoha autobusech a
w. Kazdy takovy cestujici je urceny dvéma cisly: ¢islem autobusu a Cislem sedadla. Jedna se tedy
vlastné o bijekci z w X w do w, takze plati |w X w| = |w|. Z toho plyne, Ze sjednoceni spocetné mnoha
spocetnych mnozin je spocCetné.

Priklad. Mnozina S vSech sudych pfirozenych ¢isel ma stejnou mohutnost jako w, neni tedy
,dvakrat mensi“, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Ptislusna bijekce f:w — S muze byt
naptiklad dana predpisem f(z) = 2z. Obecné méa kazd4 nekonefnd podmnozina X mnoziny w
stejnou mohutnost jako w, tedy da se Fici, Ze w je nejmensi nekone¢nd mnozina. Prislusna bijekce
w — X miize vypadat takto: Cislu 0 pfifad nejmensi prvek X, &islu 1 pfifad druhy nejmensi prvek
X atd.

Piiklad. Mnozina Q je spocetné.!?

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze mnozina Z vSech celych Cisel je spocetna. Existuje totiz bijekce f:Z —
w, naptiklad definovand predpisem f(n) = 2n pro pfirozena éisla n a f(m) = —2m — 1 pro zaporna
¢isla m. Snadno se ovéri, ze takové zobrazeni je skuteéné bijekce.

Diky je spoCetna i mnozina vSech zlomku tvaru %, kde n je celé ¢islo. Stejné tak mnozina vSech
zlomkl tvaru 7, stejné tak mnozina viech zlomki tvaru 3 atd. Mnozina Q je pak sjednocenim
téchto spocetné mnoha spocetnych mnozin, a proto je spocetna. ]

Priklad. Polynom s raciondlnimi koeficienty je funkce f:R — R dané pfedpisem tvaru
(@) = anz"™ + an—12" "'+ + a1z + ao,

kde n je pfirozené éislo a ag, ... ,an jsou raciondlni ¢isla (fikdme jim koeficienty). Polynomu s ra-
cionalnimi koeficienty je spocetné mnoho (neboli mnozina téchto polynomu je spocetna).

Dikaz. Polynom muze mit libovolny koneény pocet koeficienti. Pro dané n budeme symbolem
Q™[z] znacit mnozinu vSech (raciondlnich) polynomi pouze s koeficienty ao,...,an. Polynomy
z mnoziny Q°[z] maji jen koeficient ag, a proto |Q°[z]| = |Q| = |w|. Polynomy z mnoziny Q![z]
maji dva koeficienty, tedy |Q'[z]| = |Q X Q| = |w X w| = |w|. Dale polynomy z mnoziny Q?[z] maji
o jeden racionalni koeficient vice nez prvky Q![z], proto |Q?[z]| = |Q x Ql[z]| = |w X w| = |w].
Podobné [Q3[z]| = |Q x Q?[z]] = |w X w| = |w| a tak dale, obecné vizdy odvodime |Q"[z]| =
|@x Q" 1[z]| = |wxw| = |w|. Takto dostaneme, Ze viechny mnoziny Q"[z] jsou spoéetné. Navic jich
je spocetné mnoho, takze je spocetné i jejich sjednoceni ¢ili mnozina vSech polynomu s racionalnimi
koeficienty. O

A ted nas ¢eka prvni nespocetné cviceni.

Cviéeni 1. Ozna¢me symbolem C mnozinu vech nekoneénych posloupnosti bilych a Sedych
étverecktl jako v pohadce. Rozmysli si, ze |C| = |P(w)].

Obecné muzeme Fici, Ze potence je nastroj na vyrobu vétsich nekonecen, ¢imz myslime, Ze pro
kazdou mnozinu A plati |A| < |P(A)|. Dukaz se opird o zavér pohadky, ale je obecnéjsi a diva se
na zalezitost trochu jinymi pojmy, takze si jej radéji predvedeme:

Pro dukaz tvrzeni |A| < |P(A)| potfebujeme ukazat, ze existuje prostd funkce A — P(A), ale
neexistuje prostd funkce P(A) — A. Funkci f: A — P(A) jednoduse sestrojime tak, aby kazdému
prvku pfifadila jednoprvkovou mnozinu obsahujici pravé tento prvek, tedy f(a) = {a}.

Druhou ¢ast dokazeme sporem — pfedpokladejme, Ze existuje prosta funkce g: P(A) — A. Sestro-
jime podmnozinu S mnoziny A podle nésledujiciho pravidla: Pro kazdou podmnozinu B mnoziny A

12Symbolem Q zna¢ime mnozinu viech racionalnich &isel neboli &isel vyjadiitelnych jako podil
dvou celych ¢isel.
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se podivame, zda je g(B) prvkem B. Pokud neni, umistime g(B) do S, v opa¢ném piipadé jej tam

nedame. Jinymi slovy je S mnozina obrazu téch podmnozin, které neobsahuji sviij obraz. Protoze S

je také mnozina, ur¢ité m4 i sama obraz g(S). Ale zdalipak je g(S) prvkem S? Kdyby bylo prvkem

S, tak bychom jej do S ale nemohli dat (ani za jinou podmnozinu, protoze g je prostd), a naopak

kdyby nebylo, tak bychom jej do S museli dat — dostavame spor, a proto funkce g nemiize existovat.
Kolem porovnavani nekonecen nam zatim zustava rada otazniku.

(i) Musi vzdy nastat alespon jedna z moznosti |A| < |B| nebo |B| < |A|?
(ii) Pokud |A| < |B| a soucasné |B| < |A|, musi uz nutné |A| = |B|?
(iii) Pokud plati |A| < |B| a soucasné |B| < |C|, musi uz nutné |A| < |C|? A pokud je navic
nékterd z piivodnich nerovnosti ostrd, musi uz nutné |A| < |C|?
(iv) Kdyz uZ je w nejmensi nekoneénd mnozina, je P(w) nejmensi nespoéetnd mnozina?
A abychom se méli na co téSit, nastinime stru¢né odpovédi.
(i) Ano, ale neni to lehké dokézat, bude to ukdzano ve tfetim dile.

(ii) Ano, toto bychom mohli dokdzat elementérné, ale poc¢kdme si na tieti dil, kde to uka-

zeme spolu s (i). Muze$ to zkusit uz ted dokdzat coby tézsi cvi¢eni, pfipadné si vyhledat
Schroder—Bernstein theorem na anglické Wikipedii.

(iii) Oboje plati, rozmysli si to jako cviceni. ;-)

(iv) Tato otézka byla dlouho nevyfeSend a Fikd se ji hypotéza kontinua. Nakonec se ukazalo,
ze hypotézu kontinua neni mozné dokazat ani vyvratit; pochopit, pro¢ tomu tak je, ale
vyzaduje znalosti nad ramec tohoto seridlu. Presto si ve druhém dile sestrojime nejmensi
nespocetnou mnozinu, jen nebude jasné, zda ma stejnou mohutnost jako P(w).

Piiklad. Oznaéme opét symbolem C' mnozinu viech nekoneénych posloupnosti bilych a Sedych
&tverecki jako v pohadce. PopiSeme prosté zobrazeni f:R — C, takse ukazeme, ze [R| < |C| =
|P(w)|. Zobrazeni dostane reélné ¢islo . Pak najdeme nejvyssi celé ¢islo, které nepievysuje  (dolni
cela ¢ast), znacime jej |x]. Je-li ¢islo |z]| kladné, zakreslime takovy pocet Sedych Etverecki, jak
velké toto ¢islo je, a nasledné jeden bily Gtverecek. Je-li nekladné (nula nebo zdporné), zakreslime
jeden bily ¢tverecek, pak —|z] Sedych ctverecku a nakonec opét jeden bily ctverecek.

Zbyvé zakédovat necelou ¢ast redlného cisla z, tedy = — |z]. To je nezadporné realné ¢islo mensi
nez jedna. Ve dvojkové soustavé!® tak bude tvaru 0.(posloupnost nul a jednicek). Nulu zapiseme
jako bily ¢tverecek, jednicku jako Sedy ctverecek a doplnime takto zbylé ¢tverecky. Snadno ovéfime,
ze toto kédovani popisuje prosté zobrazeni.

BIN
—m = —4+.110110111100...

e

LT T T P I

Cviceni 2.
i) Rozmysli si, 7e se v predchozim piikladu nedostane piesné na ty prvky C, které obsahuji
N y Yy 3]
jen kone¢né mnoho bilych étvereckt. (Vzpometi si, ze 0,9 = 1.)
(i) Ukaz, ze mnozina prvki C, na které se nic nezobrazilo, je spocetna.
iii) Na zakladé predchoziho bodu uprav zobrazeni f:R — P(w), aby se jednalo o bijekci.
Yy se ]
Cviceni 3. Dokaz, ze mnozina vSech nekoneénych posloupnosti pfirozenych ¢isel mé stejnou

mohutnost jako C. Pozor na ty prvky C, které obsahuji pouze koneéné mnoho &tvereckt od jedné
barvy.

BPokud ses jesté nesetkal(a) s jinou &iselnou soustavou nez s desitkovou, mize$ se podivat
napfiklad na www.matematika.cz/prevod.

23



Potence ndm déva néstroj na vyrobu vétsich a vétsich nekonecen, pojdme si s ni jesté trochu
pohrat a pokusit se sestrojit co mozna nejvétsi nekonecnou mnozinu. Plati

|wl <[PW)] < P(PW)] < [P(P(P))] <----

Dale muzeme sestrojit sjednoceni Ag vSech téchto mnozin. Mnozina Ag tedy obsahuje kazdy prvek,
jenz se vyskytuje v nékteré mnoziné tvaru

P(P(---P(w)---)) pro pfirozené ¢islo n.

Tato Ag je ostie vétsi nez kazda z predchozich mnozin. Pro¢? Uvazme jednu z pfedchozich mnozin
X. Mnozina P(X) je stejné jako X podmnozinou Ay, takze | X| < |P(X)| < |Ao|, z ¢ehoZ uz plyne
|X| < |Ao]

Muzeme pokracovat. Mame

[Ao] < [P(Ao)| < [P(P(A0))| < IP(P(P(A0)))| <---
A opét muzeme sestrojit sjednoceni vsech téchto mnozin, které nazveme Aj. Analogicky sestrojime
[Ao| < JA1] < [A2] <|As] <---.

Na zavér sestrojime sjednoceni B vsech téchto A, . Samozfejmé bychom dale mohli pokracovat
|B| < |P(B)| < ---, ale je na ¢ase se podivat trochu hloubéji, co se tu vlastné dgje.

Prava podstata rekurze a indukce

Rekurzivni definice a dukazy indukei jsi uz pravdépodobné potkal(a). Jestli ne, muze$ se podi-
vat tfeba na stranku www.matematika.cz/matematicka-indukce. Rekurzivni definice je napfiklad
nasledujici definice Fibonacciho éisel:

Fo=0, Fi=1, Fuy2=F,+ Fny1 (pro pfirozené ¢islo n).

Prvnim dvéma rovnostem rikdme pocdtecni podminka a posledni je rekurzivni predpis. Indukce je
technika, kterou lze vyuzit naptiklad v dikazu néasledujiciho tvrzeni.

Priklad. Kazdé pfirozené n lze rozlozit na soucet nékolika Fibonacciho ¢&isel, jejichz indexy (v po-
sloupnosti F') se vzdy lisi alesponi o 2.

Dikaz. Nulu napiSeme jako soucet jednoho Fibonacciho ¢isla. Nyni pijdeme po prirozenych ¢is-
lech a dokazeme platnosti tvrzeni pro 1,2,3,4,... Jsme v obecném n-tém kroku, kdy vlastnost
dokazujeme pro ¢islo n. Pritom ale vime, ze pro vSechna nizsi ¢isla 0,1,... ,n — 1 uz jsme tuto
vlastnost dokazali. Zvolme Fibonacciho ¢islo F; tak, aby F; < n a index % byl nejvétsi mozny.
Protoze n > 1, bude i > 2. Navic F;1 > n, neboli

n—F <Fi1—-F,=F_1.

V druhé rovnosti jsme pouzili rekurzivni predpis pro F;41. Nyni vyuzijeme toho, Ze dokazujeme
ulohu postupné, takze ¢islo n — Fj jiz umime rozlozit podle zadani. Navic tento rozklad neobsahuje
éislo F;_1 (protoze samotné rozkladané &islo je ostfe mensi), takze k tomuto rozkladu muzeme
pridat cislo Fj a ziskat rozklad ¢isla n podle zadéani.

Diikaz ulohy pro ¢islo 0 se nazyva prunt krok indukce. Diukaz pro obecné ¢islo n, kde pred-
pokladéame, ze pro vSechna cisla mensi nez n tvrzeni plati, se nazyva indukcéni krok. Vyuzivany
predpoklad, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla mensi nez n, se nazyva indukcéni predpoklad.
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Poznamka. V béznych stiedoskolskych tlohéch ¢asto neni tfeba v indukénim kroku vyuzit toho,
ze je uloha dokézana pro vSechna ¢isla mensi nez n. Stac¢i pouze védét, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Takova indukce se nazyva slabd indukce a v ivodnich povidanich o indukci byva vydavana za tu
pravou indukci. My naopak budeme za tu pravou indukci povazovat indukci, kterd mutze vyuzivat
platnost pro kterékoli predchozi hodnoty; ta se jinak nazyvé silnd indukce. Dalsi rozdil silné a slabé
indukce spociva v tom, zZe v silné indukci mize byt prvni krok povazovan za soucast indukéniho
kroku, indukéni predpoklad je totiz pro n = 0 automaticky splnén.'* V ptikladu jsme vytesili prvni
krok zv1ast jen proto, ze pro n = 0 bychom nenasli nenulové F; < n a n — F, by tak nebylo ostie
mensi nez n.

Intuitivné je tedy indukce ,,postupné dokazovani“ a rekurze je ,postupné definovani“. Na konci
predchozi kapitoly jsme rekurzivné definovali velkou mnozinu B. Jenze tato rekurze se nezastavila
na prirozenych cislech, ve skute¢nosti $lo o rekurzi po zhruba takovychto krocich:

B
Al A2 AB A4
‘ ‘ ‘ ‘ | g ‘ ‘ ‘ ‘ | \W.‘ ‘ ‘ ‘ | \w.‘ ‘ ‘ | \W.‘ ‘ | \W.‘ | 0] 11 11 e

P(B)

Motivacni obrdzek

Podobnym zpusobem lze rozsifit i rekurzi a takto rozsifend indukce resp. rekurze se bézné
nazyva transfinitni indukce resp. transfinitni rekurze. Na druhou stranu ne na kazdé mnoziné
muzeme dokazovat indukci. Predstavme si napfiklad nezdporné reilna cisla a zkusme dokazat, ze
kazdé nezaporné c¢islo je prirozené. Prvni krok: Nula je prirozené ¢islo. Indukéni krok: Uvazme
kladné reélné &islo z. Cislo /2 je mensi nez z, takze jsme o ném jiz dokéazali, Ze je pfirozené. Proto
je prirozeny i jeho dvojnéasobek, tedy x. Dokéazali jsme, ze kazdé redlné Cislo je prirozené, no ne?
:-) No, dobré, je to podvod. Na redlnych ¢islech indukce nefunguje.

Nasim cilem bude pochopit, jak se poznaji mnoziny, na kterych indukce a rekurze funguje.
K tomu je tfeba jesté trochu jiny pohled na tyto pojmy.

Zaéneme s indukci, kterd je (moznd prekvapivé) jednodussi. Pro¢ tedy indukce funguje? In-
dukce je jen specialni pripad dukazu sporem. Princip je nésledujici: Pro spor predpokladame,
ze dokazované tvrzeni neplati pro nékteré pfirozené ¢islo, a zvolime n nejmensi takové, pro které
tvrzeni neplati. Pak tvrzeni plati pro vsechna k < n, a je tak splnén induké¢ni predpoklad. Jenze
potom z indukéniho kroku plyne, ze tvrzeni plati i pro n, coz je spor a dikaz je hotov.

Ukazeme to strucné na prikladu s rozkladem na Fibonacciho ¢isla. Pfedpokladejme, Ze existuje
prirozené déislo, které nelze rozlozit na Fibonacciho ¢isla. Zvolme nejmensi takové n. Nulu zapsat
jako soucet lze, takze n > 0. Dale najdeme F; < n s nejvétsim moznym ¢. Potom je n— F; mensi nez
n, takze n — F; 1ze rozlozit na soucet Fibonacciho ¢isel dle zadani. Jenze pak pfidanim F; k tomuto
rozkladu dostavame rozklad cisla n. Dostali jsme spor s tim, Ze n nelze rozlozit.

V celé avaze jsme vyuzili jedinou (kliCovou) vlastnost pfirozenych &isel: Mohli jsme nalézt
nejmensi n, pro které tvrzeni neplatilo. To nas vede k nasledujici definici.

Definice. Méjme mnozinu D, na které mame definovano, kdy pro dvojici prvka a,b z mnoziny

1474dné pfirozené ¢islo mensi nez n = 0 neexistuje a vyroky, kde kvantifikace probiha prazdnou
mnozinu (naptiklad ,,VSichni opravdovi vodnici jsou razovi.“) jsou v matematické logice povazoviny

za pravdivé.
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D plati a < b (ekvivalentné b > a). Rekneme, %e D je dobfe usporddand'®, pokud plati nasledujici
t¥i podminky:
(i) Jakmile a < b ab < c, tak nutné a < c. (tranzitivita)

(ii) Pro libovolné dva prvky a, b plati pravé jedna z nésledujicich t¥i moznosti: a < b, a = b,
a>b. (linearita)

(iii) V kazdé neprdzdné podmnoziné X mnoziny D existuje nejmensi prvek, tedy a takové, ze

pro vSechny ostatni prvky b z mnoziny X je a < b. (dobré usporidani)
Pokud D spliuje pouze prvni dvé podminky, fikdme, ze je linedrné usporddand. Pojem dobte
usporadané mnoziny budeme zkracovat jako DUM.

V klasické indukci se ¢asto pripad déli na prvni krok a indukéni krok, protoze ma prvek 0
ponékud odlisné vlastnosti od ostatnich. V obecné DUMé mame dokonce tii typy prvki.
Definice. Méjme DUMu a jeji prvek z. Prvek = nazyvame

(1) nulovy, pokud je to nejmensi prvek této DUMy;
(ii) izolovany, pokud existuje jeho bezprostfedni predchiidce, tedy nejvétsi prvek mensi nez z;

(iii) limatng, pokud nenastane ani jedna z predchozich situaci.

Priklad.

(i) Mnozina realnych cisel je linedrné usporddand, ale neni DUM, protoze nemd nejmensi
prvek.

(ii) Mnozina nezipornych redlnych ¢isel je linedrné usporddana a ma nejmensi prvek, ale neni
DUM, protoze mnozina kladnych redlnych cisel nemé nejmensi prvek.

(iii) Kazda kone¢né linedrné uspofddand mnozina je dobfe usporadand.

(iv) Mnozina pfirozenych &isel je dobfe usporadand.

(v) DUMu D vyobrazenou na motivaénim obrazku miZeme sestrojit nasledovné. Za mnozinu
D zvolime w X w. Prvky (0,0) a (0,1) oznacime jako velké, ostatni oznacime jako malé.
Uspotadani definujeme tak, ze velké prvky jsou vzdy vétsi nez malé. Pokud jsou oba prvky
malé nebo oba velké, porovname je lexikograficky'®, tedy (a,b) < (c, d), pokud a < ¢ nebo
plati soucasné a = ca b < d.

Cviéeni 4. Rozdél prvky DUMy z predchoziho piikladu (v) na nulovy, limitni a izolované.
Cviéeni 5. Ukaz, ze nésledujici podmnoziny redlnych ¢isel (s obvyklym uspofadanim) nejsou
dobfe usporadané.

(i) Mnozina celych disel,

(ii

) mnozina nezapornych racionalnich ¢isel,
(iii) uzavieny interval (10, 20),

) Cantorova mnozina, tedy mnozina téch ¢isel z intervalu (0, 1), kterd ve svém zapisu v troj-
kové soustavé obsahuji jen nuly a dvojky (pfipadné jednu jednicku na konci, protoze ta je

nahraditelnd nulou nasledovanou samymi dvojkami).

(iv

Cviceni. Rozmysli si, ze kdyz k DUMé pfidame prvek oo vétsi nez vSechny ostatni prvky, bude
se stale jednat o DUMu.17?

15 Jakkoli se pojem ,dobie uspofadany“ miize zdat podobné provizornim jako pojmy ,zajimavy®
¢i ,pekny“, které se obcas objevi v zadani ¢i v feSeni nékteré z uloh, pojem ,dobfe usporadany*
(anglicky well ordered) je skute¢né oficidlni termin pouzivany v teorii mnoZin.

16Porovnavat lexikograficky znamena ,,jako ve slovniku®.

17Znacka oo v seridlu nic konkrétniho neznamena. Jde jen o pojmenovéani toho prvku a nazna-
¢uje, Ze je tento prvek nad ostatnimi.
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Cvicéeni 6. Rozmysli si, Ze linedrné usporadand mnozina je DUMou pravé tehdy, kdyz v ni neni
mozné najit nekonecnou ostre klesajici posloupnost.

Dobfe usporadanou mnozinu jsme definovali pravé tak, aby na ni Slo provadét indukci. Dale
ukdzeme, ze na DUMA4ch funguje i rekurze. K tomu je tfeba pochopit, co je to vlastné rekurze a co
je to samotny rekurzivni piedpis. Stejné jako silnd indukce nemusi rekurze vyuzivat jen predchozi
dvé hodnoty, ale miize vzit v avahu vSechny predeslé.

Definice. Uvazme DUMu D a jeji prvek . Pak symbolem D <« z zna¢ime mnozinu vSech prvka
D ostfe mensich nez x. Rekurzivni predpis na mnoziné D je zobrazeni, které pro kazdy prvek x
mnoziny D a kazdou funkci definovanou na mnoziné D < z pfifadi dalsi hodnotu (pro bod z).

O funkci f fikame, ze splnuje rekurzivni predpis p, pokud pro vsechny prvky x mnoziny D
spliiuje

f@) =p(f (D +=)).

Slovy feceno, uvazme zuzeni funkce f jen na mnozinu D < z. Pokud tuto ztizenou funkci zobrazime
rekurzivnim pfedpisem, musime dostat f(z).

Priklad. (Fibonacciho ¢isla) Definujeme rekurzivni pfedpis na w nésledovné: Uvazme pfirozené
é&islo z a funkci f: (w4 x) — w. Pokud je z < 1, ignoruje rekurzivni predpis funkei f a vrati samotné
z (pocateéni podminka). V opa¢ném pripadé rekurzivni pfedpis vrati hodnotu f(z —2) + f(x — 1).

Opét obecna definice rekurzivniho predpisu a funkce dané rekurzivnim predpisem nedavé prilis
jasnou odpovéd na otézky: Musi funkce spliiujici rekurzivni predpis vzdy existovat? A je viibec
déna jednoznac¢né? Odpovéd na obé tyto otazky je kladné, ale je tfeba to dokazat:

Nejprve dokazeme jednozna¢nost — (transfinitni) indukei. V indukénim kroku staci ukazat, ze
jakmile se dvé funkce dané rekurzivnim pfedpisem shoduji na mnoziné D < z, tak se shodujiiv bodé
z. To je ovSsem jasné, protoze v takovém okamziku je hodnota v bodé z rekurzivnim predpisem
jednoznacné urcena.

Zbyvéa ukézat, Ze takovd funkce opravdu existuje. Sestrojime DUMu D’ tak, ze k DUM¢& D
pridame jeden dalsi bod co vétsi nez vSechny puvodni. Staci ukazat, ze existuje funkce definovana
na D’ < oo spliujici rekurzivni predpis. Opét indukci dokdzeme, Ze pro kazdé x z mnoziny D’
existuje funkce definovana na D’ < z spliiujici rekurzivni predpis. Mohou nastat t¥i moZnosti:

(i) Prvek z je nulovy. V takovém ptipadé je vyhovujici f na D’ < z préazdnd funkce definovand
na prazdné mnoziné.

(ii) Prvek z je izolovany a m4 bezprostfedniho pfedchidce y. V takovém piipadé z indukéniho
piedpokladu existuje funkce definovana na D’ <y spliujici rekurzivni predpis. Pomoci
rekurzivniho predpisu tuto funkci mizeme dodefinovat v bodé y a ziskavame funkci defi-
novanou na mnoz#iné D’ < z spliiujici rekurzivni pfedpis.

(iii) Prvek z je limitni. V takovém piipadé existuji funkce definované na D’ <y pro vSechna
y < x. Navic pro kazdy prvek z <  najdeme y lezici ostfe mezi z a x. Funkce definovana
na D’ <y tak bude definovand v z. UZ jsme si dokézali jednoznaénost funkce spliiujici
rekurzivni pfedpis a tato jednozna¢nost plati i na mnoZinidch D’<y. Pro kazdé y je
tak tato funkce jednoznac¢na a jeji hodnota v bodé z nezavisi na volbé y. Takto najdeme
hodnotu pro kazdé z z mnoziny D’ < z a vysledné funkce bude spliiovat rekurzivni predpis,
protoze jej spliiuji jednotliva ztZeni na D’ < y.

Priklad. Motivaéni obrazek v vodu této kapitoly zndzornoval, jak mtze vypadat rekurze, ktera
se nezastavi na prirozenych ¢islech. Mnozinu, na které se tato rekurze odehrava, jsme jiz popsali
v bodé (v) prikladu na strance 26. Nyni popiSeme rekurzivni pfedpis: Uvazme prvek z mnoziny D
a funkci f definovanou na mnoziné D < z. Rozebereme tfi pfipady.

(i) Pokud je z nulovy prvek, rekurzivni pfedpis vrati mnozinu w.

(ii) Pokud je z izolovany prvek, méa bezprostfedniho pfedchtudce y. Rekurzivni ptedpis vrati
mnozinu P(f(y)).
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(iii) Pokud je z limitni prvek, vrati rekurzivni pfedpis sjednoceni vSech hodnot funkce f.

Operace na DUMach

Piedpis z predchoziho piikladu je mozné pouzit zcela obecné, takze se hledani mnoziny s co nejvetsi
mohutnosti pretavilo v hledani co ,nejdelsi“ dobfe usporadané mnoziny. K tomu bychom si ale méli
ujasnit, jak délku dobre usporadanych mnozin porovnavat.

Definice. Rekneme, 7e dvé DUMy A, B jsou stejného typu (znacéime A ~ B), pokud mezi nimi
existuje rostouci bijekce f: A — B.

Pov§imnéme si, ze porovnavani typu je jemnéjsi nez porovnavavani velikosti. Pokud je A ~ B,
tak uz nutné |A| = |B|, ale obracené to neplati. Jak vyplyne z nésledujiciho tvrzeni, kdykoli
k nekonecné spocetné DUMEe priddme novy prvek vétsi nez vSechny ostatni, bude mit vysledna
DUM jiny typ. Na druhou stranu bude mit stale stejnou mohutnost jako w.

Tvrzeni. Necht A, B jsou dvé libovolné DUMy. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
(i) A~ B.
(ii) A ~ (B <) pro néjaky prvek = z B.
(iii) (A< z) ~ B pro néjaky prvek x z A.

Pokud nastane moznost (ii) nebo (iii), je dokonce prvek x jednoznacné urden a ve vSech trech
pripadech je jednoznacné urcena prislusna rostouci bijekce. Pokud je navic A jen podmnozinou
DUMy B, ur¢ité nenastane moznost (iii).

Dukaz. Rekurzivné sestrojime zobrazeni f, které kazdému prvku mnoziny A pfifadi prvek mnoziny
B nebo znacku STOP. Rekurzivni predpis je nasledujici: Funkci f uz mame definovanou na mnoziné
A <+ x. Pokud tato funkce na kazdy prvek mnoziny B jiz néco zobrazila, pfitadime prvku = znacku
STOP. V opacném pripadé prifadime x ten nejmensi prvek B, na ktery se dosud nic nezobrazilo.

A | | | e

) S

B | | | sTOP

Zndzornéni konstrukce f

Z konstrukce se ziddnym dvéma prvkiim A neptifadi stejny prvek B a mimo prvky zobrazené
na STOP je f rostouci.
Mohou nastat tfi moznosti:

(i) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f: A — B je rostouci bijekce A — B, tedy
A~ B.

(ii) Zadnému prvku nebylo ptifazeno STOP a f neni bijekce. Miizeme zvolit nejmensi prvek
r mnoziny B, na ktery se nic nezobrazilo. V takovém pripadé se na zakladé konstrukce f
nic nemohlo zobrazit na zadny prvek vétsi nez x, zatimco vSechny prvky mensi nez x jsou
z definice prvku z funkci f pokryty. Proto je f hledand rostouci bijekce mezi A a B+ x.

(iii) Nékterému prvku bylo pfifazeno STOP. Vezméme nejmensi takovy prvek z. Pak ziZeni
f [ = je hledana rostouci bijekce mezi A<+ x a B.
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Uz jsme dokazali, ze nastane jedna alespon jedna z uvedenych situaci, a zkonstruovali jednu
konkrétni bijekci. Existuje ale i opa¢ny proces, ktery z informace, kterd varianta (i)—(iii) nastala,
prvku z a rostouci bijekce rekonstruuje funkci f spliujici popsany rekurzivni predpis: V pripadech
(i) resp. (ii) staci pouzit coby funkci f samotnou rostouci bijekci A — B resp. A — (B<+ ).
V piipadé (iii) stejné, jen je tfeba dodefinovat rostouci bijekci (A< xz) — B na prvcich y > =
pfedpisem f(y) = STOP.

Proto jsou varianta (i)—(iii), prvek x a rostouci bijekce uréeny jednoznacné funkci f spliiujici
rekurzivni pfedpis. I tato funkce je vSak urCena jednoznacné z vlastnosti rekurze, takze mame
dokazanou jednoznacnost.

Pro posledni dopliujici fakt, ze v pfipadé, kdy A je podmnoZinou B, nenastane moznost (iii),
si sta¢l uvédomit, ze v takovém pripadé pro kazdy prvek a mnoziny A plati f(a) < a. ]

Definice. Pokud plati A ~ (B < ) pro néjaky prvek = z B, fikdme, ze B ma vétsi typ nez A
(zna¢ime A < B).
Cviceni 7.
(1) Uvédom si, ze predchozi véta ik, ze pro dvé DUMy A, B nastane pravé jedna z moznosti
A< B, A~B, A>B.
(i) Ukaz, #e kdyz DUMy A, By, By, C splituji A < By < C a By ~ By, tak A < B < C.
(iii) Ukaz, ze kdyz DUMy A, B,C spliuji A< Ba B< C, tak A < C.
(iv) Necht X je mnozina nekonecné mnoha DUM. Dokaz, ze v mnoziné X lze nalézt takovou
DUMu A, ze pro kazdou jinou DUMu B z mnoziny X plati A < B nebo A ~ B.

Cviéeni 8. Najdi DUMu B a jeji vlastni'® podmnozinu A, aby stéle platilo A ~ B.

Nyni umime porovnavat jednotlivé DUMy. Jesté si ukdzeme dvé zédkladni operace, jak vytvaret
nové DUMy s vétsim typem. Zakladni DUM, ze které muzeme stavét, je w. Dale pfirozené ¢islo n
na misté DUMy budeme povazovat za n-prvkovou DUMu.

Definice. Pro dvé DUMy A a B definujeme

(i) DUMu A + B coby mnozinu vSech uspofadanych dvojic tvaru (a,0) nebo (b,1), kde a je
zAabjez B;

(ii) DUMu A - B coby kartézsky sou¢in A X B.

V obou pripadech definujeme porovnavani dvojic nasledovné: Pokud se dvojice lisi na druhém misté,
rozhodne o tom, kterd dvojice je vétsi, druhé misto (pro séitdni DUM uvazujeme 0 < 1). V pfipadé
shody na druhé pozici rozhodne prvni.

Ukazeme, ze takto definované usporadani je dobré — uvazme néjakou neprazdnou mnozinu dvojic
a oznacme ji X. Mnozina vsech moznych druhych souradnic je podmnozina DUMy, takze najdeme
nejmensi druhou soufadnici y. Nyni se omezime jen na ty dvojice z mnoziny X, jejichz druha
soufadnice je y. Prvni soufadnice opét probihd DUMu, takze najdeme nejmensi z nich, x. Dvojice
(z,y) je nejmensi prvek mnoziny X.

Sc¢itani DUM odpovida skladani DUM za sebe. Nasobeni A - B lze ilustrovat tak, ze kartézsky
soudin A x B (v kazdém fadku je A, v kazdém sloupci B) pfe¢teme po Fadcich. Odpovida to tomu,
kdyz v B nahradime kazdy jednotlivy prvek kopii DUMy A.

Priklad. DUMu z motiva¢niho obrazku mizeme sestrojit jako w - w + 2.
Priklad. Na rozdil od sé¢itdni a nésobeni redlnych cisel zde zélezi na poradi. Napiiklad w + 1

odpovida pridani nového nejvétsiho prvku do w a je tak w+ 1 > w, dédle w -2 ~ w+ w > w. Na
druhou stranu 1 + w ~ w a taky 2 - w ~ w. Operace jsou znazornény na obrazku.

18Vlastni podmnozina mnoziny A je takové, kterd neni rovna A. Jedna se tedy o ekvivalent
pojmu ostfe mensi prvek v usporadani.
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Cviceni 9. Piedchozi ptiklad ukazuje, Ze vysledek sou¢tu ¢i soudinu muze vyjit jako druhy séi-
tanec resp. Cinitel. Ukaz, Zze u prvniho sé¢itance resp. Cinitele se toto az na degenerované pripady
nestane, tedy konkrétné pro DUMy A, B plati

(i) A< A+ B, pokud je B neprazdna,

1

(ii) A< A- B, pokud je B alespori dvouprvkova.

A to je z teorie prvniho dilu vSe. Zbyva se pustit do feseni tloh. Nevés hlavu, jestli se Ti prozatim
nepovedlo pochopit tézsi diikazy s transfinitni rekurzi — ty jsou v seridlu uvedeny spiSe pro uplnost
a tulohy lze fesit i bez nich. Ale pokud Té naopak zklamalo, ze serial Sel sice do nekonecna, ale

zatim malo ,,dal“, pak pravé pro Tebe je tu zavérecna kapitola.

Cokoladova vyzva

Cokoladova vyzva je soutéZ, jejiz vyherce dostane &okoladu.!® V kazdém dile seridlu bude jedna
¢okoladova vyzva, tedy dohromady se bude soutézit o t¥i cokolady. V pristich dvou dilech se bude
jednat o co nejrychlejsi vyfeSeni néjaké ulohy a poslédni feSeni e-mailem, takze doporucujeme se na
dalsi dily seridlu podivat co nejdfive. Prvni vyzva je o poznani kreativné;jsi.

Uloha. Sestroj spoéetnou DUMu s co nejvét$im typem.

Ten, jehoz DUM bude nejvétsi, vyhraje ¢okoldadu. P¥i vzacné shodé (ale ta snad nenastane,
stacilo by preci pri¢ist jednicku) Cokoladu rozdélime. Konstrukce musi byt formalné jasna, ale
neni naptiklad potfeba dokazovat, Ze se jednd o DUMu (pokud to bude pravda). Svou konstrukci
posli spolecné se seridlovou sérii (posilas-li postou), pfipadné pro ni najdes pfislusnou kolonku v
submitovatku.

A v ptistim dile si pfedvedeme nespocetnou DUMu. ;-)

19 Ale nejde o soutézni tlohu, takZe za ni nelze ziskat zadné body.
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Navody

1. Ocisluj ¢tverecky a vezmi mnozinu Sedych étverecku.

2. (ii) Pfedstav si misto kazdého pfirozeného ¢&isla jeho bindrni zapis (véetné nekoneéné posloup-
nosti nul na zacatku). (iii) Vezmi jakoukoli spo¢etnou mnozinu, ktera je pokrytd, a proved postup
obraceny k tomu, kdyz se do Hilbertova hotelu nacpal autobus.

3. Bila policka oddéluji jednotlivé cleny posloupnosti, délka souvislych sedych tsekt udava velikost
¢isla. S pripadem, kdy je bilych ¢tverecku jen koneéné mnoho, se vyporadej stejné jako v predchozim
cviceni.

4. (0,2) nulovy, (n,0) limitni pro vSechna n, ostatni izolované.

5. (i) Nem& minimum, (ii), (iv) po odstranéni nuly nema minimum, (iii) otevfeny interval (10, 20)
nema minimum.

6. Kdyz existuje posloupnost, tvofi mnozinu bez minima. Pfi dikazu opa¢ného sméru mame
neprazdnou mnozinu bez minima. Z ni vezmeme libovolny prvek zg, to neni minimum, najdeme
r1 < x0, dale 92 < x1 atd.

7. (iv) Vezmi libovolnou DUMu D z mnoziny X, porovnej ji se vSemi ostatnimi a vyuzij toho, ze
D je dobfe usporadana.

8. Prohlédni si pozorné ¢ast o s¢itani a nasobeni DUM.

9. Sestroj rostouci bijekci mezi A a zacatkem A + B resp A - B. Véta o porovnavani pak uz fika
vSe potiebné.
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1. podzimni

VYSLEDKOVA LISTINA
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17.-18.
17.-18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.-30.
29.-30.
31.
32.-33.
32.-33.
34.
35.
36.
37.—-38.
37.—-38.
39.
40.

Filip
Jakub
Danil
Petr
Pavel
Pavel
Lucie
Lucia
Vaclav
Lenka
Richard
Minh Duc
Samuel
Marie
Tereza
Jan
Slavomir
Peter
Ondfrej
Viktoria
Jachym
Veronika
Frantisek
Vojtéch
Kamila
Vaclav
Filip
Kristina
Victoria Maria
Martin
Lucien
Tomas
Jaroslav
Martina
Katefina
Tomas
Jakub
Tomas
Marian
Jana

Bialas
Lowit
Kozevnikov
Gebauer
Turek
Hudec
Kundralova
Krajcoviechova
Volhejn
Kopfova
Hladik
Pham
Krajci
Dohnalova
Vickova
Petr
Hanzely
Sukenik
Krabec
Brezinova
Solecky
Hladikova
Couf

Lanz
Kyzlikova
Steinhauser
Cermak
Szabova
Néjares Romero
Pasen

Sima
Domes
Paidar
Kalasova
Nova

Celko
Domes
Jurco
Poljak
Pallova
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série — Bylo nebylo

GOpatovPH
GCeskoliPH
GKepleraPH
G Maélnik
GTomkovaOL
GJarkovPH

G TGM Zlin
GJHroncaBA
GKepleraPH
CZSSL HnM
GaOA MarLéz
NPorg
GAlejKosic
GNadKavaPH
GJaroseBO
GKepleraPH
GRaymanaPV
GOkrZilina

G KomHayvir
GAlejKosic
PORG PH
GMikul23PL
EKO GPraha
GZborovPH
GZborovPH
ZSVranéNV1
MendelG OP
GVarZilina
GZborovPH
GRaymanaPV
PORG PH
MendelG OP
SPSMasarLI
GJHroncaBA
G Vimperk
GPBystrica
MendelG OP
G Prachati
GJSkodyPR

-——-55555
33355555
-3345555
33-5555—
33355554
3333555~
33355-0~-
33-55-1-
3335565——
3335-5——
333555——
33345——-—
3335-5——
333555——
333552——
332455—~—
33-555-——
333555-0
13345-——-
3-355———
333355——
333556-4-
3-35545—
3335561——
33345——-—
333355-0
33155———
33335———
33345-30
3334530~
333555——
333556 ———
33335———
333-5—-——-—
33355———
3332500-
3335—-————
3-*55100
33-555——
333-5-——-—

25 +1
25

24
23+
24+
21+ 2
19

17

21
19+
21

18

19 + 24
2141
19

20

21

21

16 +1
16

19

20

22

19

18
19+ 24
17

17

18

18

21

19

17
1444
19+
16

14

14

21

14 — 4

25,00
25,00
24,32
23,90
23,67
22,76
22,43
22,17
22,17
21,93
21,92
21,88
21,87
21,64
21,52
21,41
21,00
21,00
20,84
20,67
20,63
20,58
20,38
20,36
20,34
20,27
20,09
19,91
19,83
19,83
19,74
19,61
19,61
19,48
19,40
19,37
19,28
19,28
19,13
19,08



41.
42.
43.
44.—-45.
44.-45.
46.
47.
48.
49.
50.—52.
50.-52.
50.—52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.—62.
58.—62.
58.—62.
58.—62.
58.—62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.—70.
69.—70.
71.-73.
71.-73.
71.-73.
74.-75.
74.-75.
76.
77.-78.
7T7.-78.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
79.—86.
87.
88.-91.
88.-91.
88.-91.
88.-91.
92.

Denisa
Ondfrej
Martin
Matej
Eleonora
Radek
Zuzana
Jan
Adam
John Richard
Veronika
Evzen
Adéla
Vit
Jaromir
Marek
Zuzana
Soria
Alexandr
Matuas
Vendula
Martin
Adam
Filip
David
Jana
Daniele
Tomas
Adam
David
Katefina
Matej
Dominika
Pavel
Radovan
Hedvika
Filip
Matous
Jachym
Ondrej
Petr
Hana
Vojtéch
Jan
Pavel
Matus
Jan
Ondrej
Katefina
Simon
Sérka
Marian

Chytilova
Motlicek
Bakos
Dolezalek
Kruatova
Olsak
Urbanova
Sorm
Spanél
Ritter
Roubinova
Wybitul
Kostelecka
Kalisz
Mielec
Murin
Tréglova
Buresova
Jankov
Komora
Kuchynova
Spisak
Mendl
Matéjka
Vojacek
Rezabkova
Venier
Konecny
Dobrovi¢
Zacek
Cizkova,
Kvorka
Zumrova
Havlin
Picek
Ranosova
Oplt
Trnka
Bares
Bucek
Jezek
Jirovska
Lengal
Lindauer
Nedélnik
Varhanik
Sedlak
Bursa
Charvatova
Chvatil
Michalova
Okal
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GJSkodyPR
G Sumperk
GPBystrica
G Humpolec
GJaroseBO
GMensaPH
GUBalvanJN
GJaroseBO

G MasNamTR
G Kadan

GLesniZlin
FSG Pirna
GVolgogrOS

G Zatec
GHeyrovPH
MatiéniGOS
GJLettrMA
GMLerchaBO
GAlejKosic
GCoubTéabor
GZborovPH
GSOS FrMys
PORG PH
LSciARoiti
GlirsikaCB
GTajBanBys
GZborovPH
G Rokycany
GSkolDubni
SPS PansPH
NPorg
GBalbinaHK
GBudéjovPH
GBudéjovPH
GJaroseBO
GTomkovaOL
GJaroseBO
GBNémcovHK
NPorg
GZborovPH
PCGKarVary
GJaroseBO
G Bytca
GOPavla PH
GTNovakBO
GBNémcovHK
GBNémcovHK
G Kralupy
SSNvh

333520-—
33335———
33315———
3-352———
033421——
3335-———
33325———
333555 —
33-453——
33350000
333-5———
33-305-—
33355———
33355100
33355———
33335———
33-55———
333301-—
2-15500-
31333000
3334-———
333-31-—
3134————
33313———
33311000
33354———
3335-———
3335-3-——
333-5———
3335-0-—
33-51———
333-3-0-
33-231-—
333-1-——
3-331-———
3334-———
33-25--0
3332-2-—
333-2———
-3-35-———
3323--0-
333-2-———
3332-———
33-14-00
33230-——
33320-0-
333241-0
333--——0-
32121-0-
33-30-00
331101--—
3332-———

16 +1
17
15
13
13
14
16
21
18
14
14
14
19
19
19
17
16
13
13
13

13
11
13
11
18
14+
17+4
14
14
12
12
12

10
13
13
13
11
11
11
11
11
11

19,03
19,00
18,59
18,52
18,52
18,47
18,15
18,03
18,00
17,77
17,77
17,77
17,56
17,28
17,04
17,00
16,95
16,90
16,90
16,90
16,90
16,90
16,88
16,85
16,83
16,79
16,61
16,39
16,36
16,36
16,00
16,00
16,00
15,89
15,89
15,57
15,43
15,43
15,05
15,05
15,05
15,05
15,05
15,05
15,05
15,05
15,00
14,89
14,89
14,89
14,89
14,87

33



93.

94.

95.
96.-100.
96.-100.
96.-100.
96.-100.
96.-100.
101.
102.-105.
102.-105.
102.-105.
102.-105.
106.

107.
108.-110.
108.—-110.
108.-110.
111.

112.
113.-114.
113.-114.
115.-118.
115.-118.
115.-118.
115.-118.
119.
120.-122.
120.—122.
120.—122.
123.

124.

125.
126.—127.
126.—127.
128.-129.
128.-129.
130.
131.-133.
131.-133.
131.-133.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.-154.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
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Daniel
Marek
Michal
Veronika
Andrej
David
Daniel
Anna
Henrieta
Pavel
Matej
Zdenék
Martin
Vladimir
Dominik
Jiri
Lubica
Jan
Peter
Ales
Anna
Jakub
Vojtéch
Nikola
Lenka
Akos
Alzbéta
Kristyna
Alzbéta
Dominika
David
Daniel
Adam
Valerie
Matej
Adéla
Radek
Stefan
Matej
Marie
Dan
Michal
Jakub
Vitek
Tomas
Vit
Adam
Klara
Denisa
Dominika
Jakub
Tereza

Pistak
Pospisil
Topfer
Blovska
Hornik
Krajicek
Ridzon
Sirova
Michelova
Cécha
Kraft
Vostrel
Zimen
Lukacko
Krasula
Ceska
Hladka
Suta
Macko
Kreil
Musilova
Uchac
Janku
Kalabova
Vincenova
Zahorsky
Neubauerova
Lhotanova
Manova
Mokroszova
Neugebauer
Kopf
Doubrava
Skopalova
Zidek
Seidelmannova
Wagner
Hollan
Coufal
Freibergova
Raffl
Chudoba
Curda
Dragoun
Drobil
Gadurek
Hlas
Holesovska
Jandova
Jurcova
Krops
Lukasova
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GZborovPH
GJate¢niUL
GJPekareMB
GMikul23PL
GAnMeTr
BG Ostrava
GKepleraPH
GlJilemnice
GAlejKosic
GMikul23PL
GMikul23PL

GJMasar JI
GVarZilina

G Krnov
CMGProsté&j
GTajBanBys
GJSkodyPR
GJHroncaBA
G Humpolec
PORG PH
ZSVranéNVl
CMGPgBrno
FSG Pirna
GTomkovaOL
G VJM Sahy
GNadKavaPH
G RoznRadh
G UherBrod
G FrydCTes
SlezkéG OP
SlezkéG OP
GMasarykKM
G VysMyto
G FrydINOs
SPStechRychn
CirkGPlzen
G Bytca

G HavlBrod
G Décin
GVodéraPH
GLitomérPH
PORG PH
GMikul23PL
G Dacice
PORG PH
GMikul23PL
GJNerudyPH
GMikul23PL
G Prachati

GMikul23PL

333556 ———
3--3510-
33331——-—
33310——-
2332—-———
331210--
3331————
3331—-————
333-5-——-

33030000
03042—-—-

30-21100
33-—-1-—-
3-310-0-
33-2020-
3335————
3——-12-——-
33321100
3333-———-
3302--0-
3-2210--
33-2--00
33020100
30-321--—
330210--

19
12
13
10

10

11

14 —2¢

12

© © © w

14,51
14,47
14,16
14,05
14,05
14,05
14,05
14,05
14,00
13,81
13,81
13,81
13,81
13,63
13,57
13,47
13,47
13,47
13,46
13,16
13,03
13,03
13,00
13,00
13,00
13,00
12,95
12,64
12,64
12,64
12,45
12,27
12,09
12,00
12,00
11,89
11,89
11,54
11,39
11,39
11,39
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38



134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.-154.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.—154.
134.-154.
134.—154.

155.

156.

157.

158.

159.
160.—164.
160.—164.
160.—164.
160.—164.
160.—164.

165.
166.—168.
166.—168.
166.—168.

169.
170.-172.
170.-172.
170.-172.

173.
174.-175.
174.-175.

176.
177.-180.
177.—-180.
177.-180.
177.—-180.

181.

182.
183.—186.
183.-186.
183.—186.
183.-186.

187.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.
188.-196.

Monika
Filip
Radim
Katefina
Tomas
Lubomir
Veronika
Monika
Antonin
Kateiina
Samuel
Daniel
Ondrej
Marco
Marek
Tomas
Samuel
Vojtéch
Jan
Barbora
Anh Minh
Hana
Linh Giang
Petr
Ondfrej
Sérka
Barbora
Jakub
Jakub
Michaela
Adam
Filip

Jan

Ha Mi
Vadim
Veronika
Tomas
Marie
Jan

Jan

Leos
Filip
Lukas
Alexander
Simon
Anna
Filip
Tereza
Timur
Katerina
David
Andrej

Machalova
Miiller
Novotny
Paiizkova
Pishovaky
Smrcéek
Strakova
Sucha
Strpka
Zackova
Karaba
Borak
Dusek
Souza de Joode
Maly
Hampl
Hruby
Jilek
Klasek
Liskova
Tran
Kucerova
Tran
Zahradnik
Svoboda
Altmanova
Halkova
Zapotocky
Novotny
Brabcova
Kutnar
Chudoba
Cesnek
Dao
Kablukov
Rehulkova
Flidr
Kaiserova
Dopita
Hruza
Smetana
Strakos
Belza
Csizmar
Hutar
Mirkova
Pastierovic
Prokopova
Sibgatullin
Sauerova
Snajdr
Zidek
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GJHroncaBA
GMikul23PL
GMikul23PL
MatiéniGOS
RGZS Prost

G Benesov
GMikul23PL
G Sumperk
SlovanG OL
SSNvh

PORG PH

G Neratov
GDukelBR
GFraZilina
VOSKutHora
SlovanG OL
GJPekareMB
GJaroseBO
GKienovaBO
GMikul23PL
GSmejkal UL
GJaroseBO
G Rokycany
SPSStav LI
GOpatovPH
GTNovakBO
G Jirov CB
NPorg
PORG PH
GJaroseBO
GSmejkalUL
GBNémcovHK
MendelG OP
GMasarykKM
CirkGPlzen
GBudéjovPH
G Kadan

G Jaromér

G TGM Zlin

GMikul23PL
PORG PH

G LPika PL
G LSturazZV
GJHroncaBA
PCGKarVary
GPSJazykHK
GMikul23PL
GJKTyla HK

33--0--0
3111000~

3——-32———
33-2-3-—-
3301--00
00-3-100
33-3-———-—
3301-100
332-0-0-

233--00-
3--23-——
3-34-———
3-01010-
23-——-0-
~--31100

3001--0-
3--1--00

32—
33-——0-—

-3--21--
-3-2-1--
03121 -—-

11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,38
11,31
11,00
10,72
10,54
10,50
10,30
10,30
10,30
10,30
10,30
10,27
10,00
10,00
10,00
9,64
9,48
9,48
9,48
9,17
9,00
9,00
8,99
8,48
8,48
8,48
8,48
8,34
8,17
8,00
8,00
8,00
8,00
7,00
6,79
6,79
6,79
6,79
6,79
6,79
6,79
6,79
6,79
35



197.—-198.
197.-198.
199.
200.—203.
200.—203.
200.—203.
200.—203.
204.
205.
206.
207.
208.—209.
208.—-209.
210.
211.
212.
213.
214.—216.
214.-216.
214.-216.
217.
218.
219.
220.
221.

Martina
Krystyna
Anezka
Agéta
Hastal
Erik
Lukas
Tomas
Jakub
Barbora
Nodari
Matej
Katerina
Eva
Katefina
Anh
Zuzana
Zsofia
Jana
Michal
Jana
Jan
Veronika
Premysl
Oliver

Smehylova,
Waniova
Soukupova
Brozova
Hapka
Kocandrle
Vik

Faikl
Sevéik
Mouleova
Gogatishvili
Sarboch
Skorvankova
Klimentova
Jakubikova
Le Hoang
Svobodova
Kalosi
Mensikova
Porubsky
Ricicova
Dittrich
Ulovcova
Kopecny
Smakal
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GHlinZilina
G HavlCTes
SPSchemBrno

GBudéjovPH

GDasickaPA
GKukucPopr
G Plasy
GZborovPH
GKepleraPH
G Rokycany
GJaroseBO
GKomensV
GJaroseBO
G FrydINOs
GHSelyhoKM

GCyMeNitra
GCoubTéabor
GJaroseBO
CirkGPlzen
CRG CesBud
BGJirsikCB

30--010-
3——1-——-
200101——

100-000-
00-0-00-

6,76
6,76
6,59
6,00
6,00
6,00
6,00
5,27
5,22
5,07
4,93
4,23
4,23
4,16
4,00
3,73
3,64
3,00
3,00
3,00
2,88
2,57
1,47
1,00
0,00

adresa: Korespondenéni semina¥

KAM MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

web: http://mks.mff.cuni.cz/
e-mail: mks@mff.cuni.cz



