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4. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.KVETNA 2015

V této sérii nejsou tilohy Fazeny podle obtiznosti, ale podle témat (v rdmci kazdého tématu je jedna

ULoHA 1.

(a) Anicka obarvila kazdy z bodi roviny Cervené, zelené nebo modre, pficemz kazdou barvu
pouzila alespon jednou. Dokazte, Zze v této roviné existuje pravouhly trojuhelnik s riznobarevnymi
vrcholy. (2 BODY)

(b) Bara obarvila kazdy bod lezici na obvodu rovnostranného trojihelnika jednou ze dvou barev.
Dokazte, ze mezi nimi jsou tfi stejné barevné vrcholy pravouhlého trojuhelnika. (3 BODY)

ULOHA 2.

(a) Kruznice k, | a m maji po dvou vnéjsi dotyk, pficemz k a [ se dotykaji v bodé Q. P¥imky
prochézejici bodem @ a zbylymi dvéma body dotyku protinaji kruznici m podruhé v bodech X a
Y. Ukazte, ze XY je jeji prameér. (2 BODY)

(b) Je déna kruznice k nad prumérem AB a body C, D lezici na stejném oblouku AB. Prusecik
tecen ke k v bodech C' a D oznaéme E, prusecik primek AC a BD oznaéme F a konecné necht G
znadi prusecik pfimek EF a AB. Dokazte, ze body E, C, G, D lezi na jedné kruznici. (3 BODY)

ULOHA 3.

(a) Tonda dostal od Stépana k narozenindm karticky se vSemi pfirozenymi ¢&isly od 11111 do

99999. Sedl si ke stolu a néjak za sebe vSechna ¢isla uspotradal, ¢imz mu vzniklo dlouhatanské ¢islo

délitelné ¢islem 11111. ,To je ale ndhoda!“ fekl si Tonda, ale Stépan mu sebevédomé oponoval:

,,Z4dna nahoda, to by se stalo pti libovolném uspotadani karticek.“ Dokazte, ze mél Stépan pravdu.
(2 BODY)

(b) Tonda si pro kazdé n € {1,...,2015} oznadil p,, nejmensiho prvociselného délitele &isla n® + 1

a chtél spocitat jejich soucet p1 4+ p2 + - - - + p2015. Stépan prohlésil, Ze s tim mu nepomiize, ale jako
informatik dokaze urcit posledni cifru tohoto souétu v Sestnactkové soustavé. Najdéte ji diiv, nez

o Stépan naprogramuje. BODY
to Stépa j 3
ULOHA 4.
a) Realné &islo z splituje rovnost sin® x + cos® = 1. Spo¢itejte hodnotu sin 2. 2 BODY
] ]

(b) Ukazte, ze
2sin2° 4+ 4sin4° + - - - + 180 sin 180°
90

= cotg 1°.

(3 BODY)



ULOHA 5.

(a) Kolem kulatého stolu bylo pfed rautem pfichystano dvacet zidli. Papalasu vSak dorazilo vice,
nez se ¢ekalo, takze pak na kazdé zidli sedéli dva, a navic byli kazdy z jiné politické strany. Situace
byla prohlasena za netinosnou a kazdou zidli musel jeden ¢loveék opustit. Mohli to vzdy provést tak,
aby pak dva spolustranici nikdy nesedéli na sousednich zidlich? (2 BODY)

(b) V PraSestanu maji poslanci dvou politickych stran zajimavy zpisob hlasovani: ve snémovné
stoji fada n zidli a na né si stfidaveé sedaji poslanci téchto stran, ovsem tak, Zze nikdy nesméji sedét
dva poslanci stejné strany vedle sebe (aby si misto prace nepovidali). Pokud jiz néktera ze stran
nemuze usadit zddného svého poslance, prohrava tak toto hlasovani. V zavislosti na n urcete, ktera

ze stran (pii optimalnim postupu) hlasovani vyhraje. (3 BODY)
ULOHA 6.

(a) Vime, Ze polynom 22 — (a + b+ c)z + (ab + bc + ca) nema reélny kofen. Dokazte, ze Cisla a, b
a ¢ jsou vSechna nenulova a maji stejné znaménko. (2 BODY)
(b) Polynom 3 + az? 4 bx + ¢ ma t¥i realné kofeny a plati a + b+ ¢ € (—2,0). Dokazte, ze pak
néktery z kofend lezi v intervalu (0, 2). (3 BODY)
ULOHA 7.

(a) Jupiter a Zeus si spolu mé¥i sily. Jupiter pfipravi Sestnact hvézd usporfadanych do ¢tvercové
miizky 4 X 4, pficemz nékteré z hvézd jsou rozsvicené a né€které ne. Zeus pak muze zvolit libovolny
fadek, sloupec nebo diagonalu (celkem existuje ¢trnact diagonal, jejich délka se pohybuje od jedné
do ¢&tyf) a zménit stav vSech pFislusnych hvézd (zhasnuté rozsviti a naopak). To miZe opakovat
libovolné dlouho. Zeus by chtél, aby nakonec vsechny hvézdy svitily. Jaké pocatecni stavy muze
Jupiter zvolit, aby Diovi tuto radost nedopial? (2 BODY)

(b) Zeus si hraje se svym modelem vesmiru. Jedna se o rovinu s dirami v miizovych bodech?,
do kterych se daji umistovat hvézdy. Sotva na ni umistil dvé hvézdy, doslo mu, Ze je chtél umistit
naopak. Je mu ale trapné hvézdy sundat, a tak mize vzdy jen jednu z hvézd otocit kolem druhé
tak, aby opét zapadla do néjakého mftizového bodu. Muze takto Zeus hvézdy prohodit v koneéném
poctu tahi? (3 BODY)

IM¥izovymi body myslime ty body roviny, které maji celoéiselné soutadnice.



