Serial — Letem grafovym svétem I

Vitame Té u tfetiho dilu seridlu o teorii graft. Tentokrat se ponofime do studia takzvanych pru-
nikovych grafii. Nez to ale udélame, dovolime si Té pred néc¢im varovat, nebo lépe feceno na néco
Té& upozornit. Prinikové grafy jsou pomérné obsahlé a vyhradné vysokoskolské téma, takze mnoho
poznatki o nich zna¢né presahuje ramec naseho seridlu. Zaroven se jedna o velmi teoretické téma,
které sice méa sva uplatnéni (napfiklad pfi znac¢kovani map nebo v biologii pfi rekonstrukci genomu),
ale ta opét vétsinou presahuji ramec seridlu natolik, Ze si je nebudeme schopni nijak podrobné po-
psat. Tento dil tedy povazuj za jakousi stru¢nou sondu do svéta prunikovych grafi, o kterych se
budeme bavit, protoze nam pfijdou zajimavé, a ne proto, Zze bychom diky nim chtéli uspét v ma-
tematické olympiadé nebo udélat dojem na kamaraddy nematematiky. Dost uz ale bylo fec¢i kolem,
pustme se do toho!

Zéaklady aneb priinikové grafy pro zelenace

Definice 1. Méjme systém (ne nutné rtznych) mnozin X = {X1, Xo,..., Xn}. Potom muzeme
nasledujicim zpusobem definovat prunikovy graf G systému X': vrcholy G jsou 1,2,...,n a hrana
je mezi vrcholy ¢ a j pravé tehdy, kdyz X; N X; # 0. O grafu pak fekneme, Ze je prinikovy, pokud
je izomorfni prunikovému grafu néjakého systému mnozin.
Poznamka 2. V takovém grafu vzniknou smycky, ale my je budeme ignorovat. Dale se budeme
dopoustét drobnych nekorektnosti — naptiklad, pokud tim nedojde ke zmateni, budeme vrcholy
oznacovat stejné jako prislusné mnoziny; dokonce casto budeme vrcholy a mnoziny zaménovat.
Na nasledujicim obrazku muzes vidét systém mnozin bodt v roviné a jeho prunikovy graf nejprve
se smyc¢kami (disledné podle definice) a pak bez smycek, jak jej budeme chapat ve zbytku textu.
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Dusledné a volnéjsi interpretace definice prunikového grafu

Definice prunikovych grafti se na prvni pohled muze zdat trosku odtazitd. Nejedné se ale o nic
slozitého — s prunikovymi grafy jsme se uz setkali. Konkrétné hranovy graf L(G) grafu G je prini-
kovym grafem systému hran grafu GG, kde hrany bereme v souladu s definici jako dvojice vrcholu, a
ne jako kfivky na papife. Ba co vic, kazdy graf, ktery jsme v dosavadnim prubéhu seridlu zminili,
byl prunikovy. Plati totiz dokonce nasledujici véta.

Véta 3. Kazdy graf je prunikovy.



Dikaz. Méjme graf G = (V, E). Pro kazdy vrchol v € V definujeme S, = {e € E | v € e}.
Z definice S, snadno nahlédneme, Ze pro vSechna u # v € V plati {u,v} € E pravé tehdy, kdyz
Su NSy # 0. =

Z predchozi véty si mizeme odnést nékolik zajimavych zavéru. Zaprvé to je fakt, ze kazdy graf
1ze reprezentovat jako priunikovy, takze zkoumat tuto tfidu grafi maze byt uzite¢né. Zadruhé fakt,
ze obecné prunikové grafy nejsou nijak zvlast zajimavé — jsou to prosté vSechny grafy. Dava tedy
smysl néjakym zpusobem omezit systém mnozin, jez pronikame, napiiklad na primky v rovine,
koule v prostoru nebo tfiprvkové podmnoziny pfirozenych ¢isel. Poté mizeme zkoumat, jaké t¥idy
grafu lze reprezentovat rtznymi typy systémi mnozin. A pravé tim se budeme na néasledujicich
strankach zaobirat i my.

Nejprve si definujme nékolik zdkladnich tfid pranikovych grafi.

Definice 4. O grafu fekneme, ze je

(1) pranikovy graf intervali, (na p¥imce), nebo téz zkracené intervalovy, pokud jej lze repre-
zentovat jakozto prunikovy graf néjakého systému tsecek na jedné predem dané piimce.

(2) permutaéni, pokud jej lze reprezentovat jakozto prunikovy graf néjakého systému useéek
propojujicich dvé pfedem dané rtizné rovnobézné piimky.! Koncové body téchto tisecek se

(3) lichobéznikovy, pokud jej lze reprezentovat jakozto prinikovy graf n&jakého systému li-
chobézniki takovych, Ze pokud protdhneme dvé rovnobézné strany jednoho z nich na
pfimky, bude na kazdé z obou vzniklych pfimek lezet pravé jedna strana kazdého lichobéz-
niku.

K lepsimu pochopeni Ti snad pomuze nasledujici obrazek.

Priklad intervalového, permuta¢niho a lichobéznikového grafu

Nyni vyslovime a dokdzeme jedno tvrzeni, které dava vyse definované tfidy grafti do souvislosti.
Jeho dikaz je ale pomérné jednoduchy, takze si ho muze$ provést sam (sama) jako cviéeni.

Véta 5. Kazdy intervalovy graf a stejné tak kazdy permutacni graf je zaroven lichobéznikovym
grafem.

ITémto grafim fikdme permutaéni, protoZe systém tsecek vlastné popisuje permutaci (neboli
zptehazeni) nékolika prvki. De facto pak bereme tyto prvky za vrcholy a hranu kreslime mezi ty
vrcholy, jejichz poradi permutace prohodila.



Dukaz. Nejprve si dokazme ¢ast o intervalovych grafech. Mame néjaky systém interval na primce
a chceme najit systém lichobéznikiu, které se protinaji ,stejnym zptsobem® jako dané tusecky.
Miuzeme volit naptiklad specialni pripad lichobézniki — obdélniky — a sice takové, ze jedna jejich
strana vzdy splyva s jednim danym intervalem a druhd ma néjakou pevnou délku d. Tyto obdélniky
se pak protinaji stejné jako zadané usecky a definuji lichobéznikovy graf.

Dale si dokazme ¢ast o grafech permutacnich. Mame néjaky systém tsecek odpovidajicich definici
a podobné jako v pfedchozi ¢asti z néj chceme ,vyrobit“ systém rovnobéznikt.? Idea je ta, ze tsecka
je vlastné ,nekonecné uzky rovnobéznik“ a my tedy tyto tsecky jen nepatrné rozsifime a tim z nich
vytvorime opravdové rovnobézniky, které maji vhodné pruseciky. Podrobnéji feceno, z dané tisecky
a vyrobime rovnobéznik tak, ze vezmeme vsechny body ve vzdalenosti maximélné [ od a a tuto
mnozinu pronikneme s pasem vymezenym dvéma danymi pfimkami. Zbyva jen urcit, jak velké ma
byt [, aby se lichobézniky protinaly tak, jak chceme (a jestli takové viibec existuje).

Kazdé dvé usecky od sebe maji néjakou vzdalenost — bud se protinaji, a pak je nulova, nebo
ne, a pak je kladné. Téchto vzdalenosti je konecné mnoho, takze existuje nejmensi z téch kladnych.
Oznacme ji k. Rozmysli si, ze pak libovolné kladné [ < % vyhovuje — neni to tézké. Tim je dukaz
hotov. 0

Cviceni 6. V poslednim odstavci dikazu je pomérné mald, ale zasadni chyba, kvili které je dukaz
Spatné. Najdi a oprav ji — jedné se skutecné o chybu, ne jen o vypusténi posledniho kroku.

Pokud nemas tuseni, v ¢em je problém, napovime Ti, Ze v opomenuti jednoho specialni ptripadu.
Své FeSeni si stejné jako v minulych dilech budes moci ovérit na konci tohoto textu.

V porovnavani lichobéznikovych, permutacnich a intervalovych graft ale mizeme pokracovat.
Z prvni tulohy 3. seridlové série vime, ze existuje souvisly permutacni graf, ktery neni intervalovy.
Négjaky takovy graf oznaéme Gp. Déle existuje i graf, ktery je intervalovy, ale neni permutacni.
Jako ptiklad takového grafu lze uvést graf G2 na nésledujicim obrazku.

F E

Ga

A B c

Piiklad intervalového grafu, ktery neni permutacni

Pokud Ti vadi absence ditkazu vlastnosti grafu G2, muzes si ho provést sam (sama) jako cviceni,
jez nevyzaduje zadnou slozitou teorii, pouze jistou davku zkouseni nebo dobry napad.? Avsak neni
na ném nic moc zajimavého a jedna se spi$ o rozebirani moznosti, takze ho klidné muzes, stejné
jako my, vynechat.

Cviceni 7. Ukaz, ze graf G2 je intervalovy, ale neni permutacni.

A k ¢emu vlastné grafy G1 a Ga jsou? Zaprvé nam fikaji, ze ani jedna z t¥id intervalovych ¢i per-
mutadénich grafti neobsahuje tu druhou. Zadruhé pak snadno najdeme graf, ktery je lichobéznikovy,
ale neni ani permutac¢ni, ani intervalovy. Takovym grafem je naptiklad graf se dvéma komponen-
tami, z nichz jedna je izomorfni G; a druhd Ga.

O permutacnich grafech navic plati jedno pomérné zajimavé tvrzeni s velmi péknym dikazem,
které Ti ponechame jako cvic¢eni. Az ho vyftesis, budes se moci pustit do barveni prinikovych grafi.

2Kazdy rovnobéznik je lichobéznikem.
3Napovéda k nému je uvedena na konci textu.



Cviceni 8. Ukaz, ze tfida permutacnich grafi je rovna t¥idé doplinkt permutacnich grafu, tedy
ze libovolny graf G je permuta¢ni pravé tehdy, kdyz jeho doplnék G je permutaéni.

Pokud chces malé postouchnuti, rozmysli si, Ze stac¢i ukdzat jeden smér, tedy Ze doplnék libo-
volného permutacniho grafu je permutacni. Vétsi napovédu (vlastné uz skoro feseni) si opét muzes
precist na konci serialu.

Priinikové grafy a barevnost

Dovol ndm se na chvili vratit k barveni grafi. Sice to nejspis neni po precteni definic uplné ziejmé,
ale prunikové grafy castecné s barevnosti souviseji — a to jednak spole¢nymi aplikacemi v bézném
zivoté, jednak tim, ze poskytuji nastroj, jak uréovat barevnost grafu.

Nejspis pomérné dobie znas zptsob, jakym se pfekryvaji okna na pracovni plose pocitace.
Vzdalme se mirné od ruznych oblych tvard oken a predstavme si je vSechny jako obdélniky, jejichz
strany jsou rovnobézné s okraji obrazovky. Kdyz se podivame na prunikovy graf téchto obdélniki,
muzeme z ného ziskat nékolik informaci — tfeba jeho barevnost nam urcuje maximalni pocet vrstev
oken.

Nemaéli bychom také zapomenout na dluh z minulého dilu, kde jsme si (pouze) zadefinovali sku-
te¢né netradi¢ni zpusob barveni — L(p, q)-znaékovéni.4 Tam jsme od sousednich vrcholt pozadovali
wrozdil“ barev alespon p a od téch ,sousedicich ob jeden vrchol® rozdil alespon gq.

K ¢emu je takovato zrida dobré a proc ji zminujeme zrovna ted? Protoze s né¢im podobnym se
potkavas i Ty témér kazdy den. Predstav si tfeba mobilni sif, ktera pokryva vétsinu tzemi (nejen)
Ceské republiky. K tomu je potieba uréité mnozstvi vysilactl, pficemz kazdy z nich zajistuje signal
v jiné lokalité. Presto existuje spousta mist, na kterych je mozné chytit signal dvou nebo i vice
vysila¢u zaroven. Pokud by vSechny vysilaly na stejné frekvenci, navzajem by se rusily a my bychom
z toho nic neméli. Pro bezpecny provoz se museji vzdy liSit alesponn o urcitou hodnotu, stejné tak
by se mély (o néco méné) lisit i vysilace, které maji spoleéného souseda.

Pokud si tedy vezmeme tGzemi pokryta jednotlivymi vysilaci jako vychozi mnoziny a vytvorime
prunikovy graf tohoto systému, pak pfifazeni vysilacich frekvenci vysilacim odpovida vhodnému
obarveni naseho grafu. A kdyz minimélni rozdily frekvenci oznac¢ime jako p a g, dostavame se pravée
k slibovanému L(p, q)-znackovani.

Dale jsme v ramci cviceni zjistili, Zze barevnost uplného grafu K, je pravé n. Je ale mozné nalézt
graf, jehoz barevnost je vysoka, prestoze se v ném nevyskytuje zadny vyrazné velky tplny podgraf?

Véta 9. Pro kazdé prirozené c¢islo k existuje prunikovy graf tisecek v roviné, jehoz barevnost je
alespon k, ackoli neobsahuje trojuhelnik jako podgraf.

Tteba pro k = 3 to neni az tak tézké dokazat — staci vzit kruznici Cs, na jejiz obarveni po-
tfebujeme alespon tii barvy. Pro vétsi hodnoty k to uz tak snadno nejde, pomtzeme si ale novym
pojmem.

Definice 10. Souddstkou nazveme trojici S = (R,U,Z), kde R je obdélnik se stranami rov-
nobé&znymi s osami roviny (rdmecek souéastky), U je néjakd mnozina useéek v rdmecku R a Z =
{z1,..., 2} je mnozina zdrezi — po dvou disjunktnich obdélnikii orientovanych stejné jako ramecek,
jejichz pravy okraj je soucasti pravé hranice ramecku R. Navic vyzadujeme nésledujici vlastnosti:

(i) Prunikovy graf tiseéek U neobsahuje trojuhelnik.

(ii) Pokud tsecka protind né&jaky zafez, tak protind jeho horni a dolni okraj, specidlné tedy

nekondi uvnitf.
(iii) Kazdé dvé tsecky protinajici stejny zafez jsou disjunktni.

4Pokud si tento pojem chces pfipomenout, podivej se na stranu 25 predchozich komentait.



Jak takova soucastka vypadé a hlavné to, jak se s ni pracuje, bude zfejmé z nasledujiciho dikazu.

pouzit matematickou indukci.

Véta 11. Pro kazdé prirozené cislo k existuje soucastka Sy, takova, ze pro libovolné dobré obarveni
priinikového grafu usecek S, existuje zaiez protnuty tiseckami k riznych barev.’

Dikaz. Pro k =1 nam staci vzit nasledujici soucastku:

S1

Po zbytek dikazu pfedpokladejme, ze véta plati pro néjaké k. Takze existuje soudastka Sy =
(R,Uy, Z), z niz chceme vytvofit soucastku Sy41. Pro kazdy zafez z oznac¢me d(z) jeho diagonélu
z levého dolniho do pravého horniho rohu. Pokud bychom se pokusili pfidat d(z) mezi usecky,
porusili bychom tfeti podminku. Vytvofme proto nové zafezy zP a zH tak, aby

(i) zatez 2P protinal pravé tsecky protinajici zéiez z (ale uz ne tsecku d(z)), volime ho tedy
jako uzky zarez ,pii spodnim okraji“ zarezu z,

(i) zafez 2 protinal pravé usecku d(z), bude to proto kratky zafez v pravém hornim rohu.
Jelikoz nesmime zapomenout na druhou podminku, zéfez zH neumistime p¥imo na horni
okraj zafezu z, ale o kousek niz.

Nasledujici obrazky by mély tyto pojmy trochu priblizit.

Sk Slc

d(z) ?

Nov4§ usecka d(z) Nové zatezy zP a zH

Definujme déle souc¢astku S* predpisem

S* = R,U*:Uku{d(z)\zeZ},U{ZD,ZH} .
z€Z

Snad neni potieba dokazovat, ze S* je skuteéné soucastkou. Urcité taky plati, ze pro kazdé dobré
obarveni tse¢ek U* nalezneme zafez z pivodni Sy, jenz obsahuje® alespon k + 1 riznobarevnych
useéek z U*. Z indukéniho predpokladu totiz existuje zafez z souéastky Sk, jenz protind k rtzno-
barevnych tusecek, diagonéla d(z) se ale kiizi se vSemi témito tseckami, a proto musi dostat novou
barvu.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze jsme dosahli cile, protoze mame skupinu k + 1 Gsecek, jez
museji mit vzadjemné razné barvy. Ale jesté tomu tak neni. Aby ndm spravné fungovala indukce,

5Tady bychom spravné méli barvit vrcholy prinikového grafu, ale i v ditkazu se nam bude hodit
barvit pfimo tusecky reprezentujici vrcholy. Rozmysli si, ze ve skutecnosti je to to samé.
6Tady vyjimeéné povolujeme i tsecky, které za¢inaji nebo konéi uvnitf nebo na okraji zafezu.



musime opravdu zarucit, aby vSech k 4 1 usecek protinalo jediny zafez. Specidlné se dle tfeti
podminky nesméji protinat navzajem.

Vytvoime tedy soucastku Sii1 ze soucdstky Sy tim, ze do kazdého zarezu nakreslime jednu
zmensenou kopii soucastky S* tak, aby byla nalevo od vSech useCek protinajicich dany zafez.
Puvodni zafezy Sj smazeme a misto nich ,prodlouzime® zafezy kazdé kopie S* az na pravy okraj
rémecku. Mizeme dostat néco podobného nasledujicimu obrazku.

Sestrojeni soucdstky Sg1 Detail na jeden zafez puvodni Sj

Ponechme stranou dost technické a ni¢im nezajimavé dokazovani, ze ,mista mame dostatek®.
Dal si sta¢i uvédomit, Ze ,vlepenim* kopie S* nepfiddame zadné nové kiizeni tsecek, proto prvni a
tfeti podminka zustavaji v platnosti. No a pokud néjaka usecka protinala zafez z, po této operaci
protne vSechny zarezy vzniklé prodlouzenim zarezi dané kopie S*, proto Sji41 spliiuje i druhou
podminku a je skuteéné soucastkou.

K ¢emu ndm to vSechno vlastné pomize? Uz vime, Ze v S* nalezneme zafez z (pivodni) sou-
Castky S takovy, Ze na obarveni vSech usedek z U* protinajicich zP nebo z potfebujeme k + 1
barev (pojmenujme tyto usecky UZ). Kdyz se pak podivame na stejny zafez z v originalni (velké)
soucastce Sk, nalezneme mnozinu ,velkych® usecek U, na jejiz obarveni potfebujeme alespon k
barev. Tyto tsecky ale protinaji jak novy zafez zP, tak i zH.

Ted si uz staci jenom uvédomit, Ze na obarveni mnoziny U} potfebujeme alesponi o jednu barvu
vic a piislusna usecka s ,barvou navic® musi protnout pravé jeden ze zafeztt zP a zH. Ten pak
obsahuje usecky k + 1 raznych barev, ¢imz jsme splnili podminky znéni véty. ]

Boxicita grafu

Jiz jsme si ukazali intervalové grafy, coz jsou prunikové grafy intervali na realné ose. Déle jsme si
kratce predstavili priunikové grafy obdélnika v roviné, jejichz strany jsou rovnobézné s x-ovou a y-
ovou osou — protoze tyto grafy nemaji zadny ustileny nazev, pojmenujme je naptiklad obdélnikové
grafy. Podobnym zptsobem bychom mohli definovat grafy kvddrové, hyperkvddrové a kopu dalsich.
Jaké vztahy plati mezi témito tfidami? Odpovéd Ti ponechiavame do nésledujiciho cvideni.

Cviceni 12. Promysli si, ze intervalové grafy jsou zaroven obdélnikové a ty jsou zaroven kvadrové.
Pokracuje to tak i k vy$sim dimenzim?

To nés privadi k otdzce, kolik rozméri potfebujeme, abychom dany graf G uméli reprezentovat
jako prunikovy graf vhodnych hyperkvadra.



Definice 13. Bozicitou” grafu G nazjvame minimalni dimenzi d, pro kterou je G reprezentova-
telny jako prunikovy graf d-dimenzionalnich kvadri, pficemz vSechny jejich hrany jsou rovnobézné
s nékterou z d os prostoru. Tuto hodnotu ¢asto znac¢ime box(G).

Na zacatek si zkusme vSimnout jednoho faktu. Neni to tézké tvrzeni, ale rozhodné vyzaduje
chvilku rozmysleni a trochu predstavivosti.

Pozorovani 14. Pro kazdy graf G plati®

box(G) = min {d

d
existuji intervalové grafy G1,...,Gq: G = m Gi} .
i=1

Obsah tohoto podivného tvrzeni Ti snad priblizi nasledujici priklad.

Priklad 15. Boxicita kruznice Cy je dva, protoze neni intervalovym grafem, ale umime ji do-
stat jako prunik dvou intervalovych grafti. Na zdkladé této znalosti je snadné sestavit prislusny
obdélnikovy graf, jak vidno na obrazku.

G1 b bG2
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Kruznice C4 jako prunik dvou intervalovych grafu
Mozna Té napadlo, mé-li kazdy graf konecnou boxicitu. Odpovéd je pomérné snadna.
Véta 16. Pro kazdy graf G = (V, E) s n vrcholy plati box(G) < (g)
Diikaz. Necht G oznacuje tplny graf K, bez hrany e, tedy G. = K, — e. Pak zfejmé plati

G= (] G

ee(Y)\E

Ted uz staci, pokud si vSimneme, ze kazdy graf G je intervalovy, coz ukazuje nésledujici obrazek.

Intervalova reprezentace K, — e

Protoze ,nehran“ muze byt nejvyse (g), z predchoziho tvrzeni dostaneme pozadovanou nerov-
nost. ]

Tento odhad boxicity ale umime vyrazné zlepsit.

"Do &estiny bychom to mohli pielozit napiiklad jako krabickovost grafu, ale drzme se radéji
bézného nazvoslovi.

8Pokud mame nékolik graftt G; = (V, E;) na stejné mnoziné vrchold, pak grafem (), G; rozumime
graf G = (V,N),; Ey).



Véta 17. Pro kazdy graf G = (V, E) s n = |V| vrcholy plati box(G) < &.

Dukaz. Vétu dokdzeme indukci podle n. Pokud ma graf nanejvys tfi vrcholy, pak je urcité inter-
valovy, a tedy box(G) = 1. Dal proto budeme uvazovat pouze grafy s alespoti ¢tyfmi vrcholy.

Pokud je graf G uplny, pak je intervalovy a ma boxicitu 1. V opa¢ném piipadé existuje nehrana
{z,y}. Vime, ze graf G’ = G \ {z,y} spliiuje indukéni pfedpoklad, proto

-2
box(G/) < 2= =2 1.
2 2

Pro graf G’ tedy existuje reprezentace R’ pomoci hyperkvadrii v prostoru RrLZ -1,

Vytvoime reprezentaci R pro graf G v prostoru rLZ] kazdy hyperkvadr z R’ pieneseme do
R, pfiGemZ mu ,pfiddme novy rozmér“ — necht v tomto rozméru zabird pravé interval (—1,1).
(Néco podobného jsme délali pii diikazu, Ze intervalové grafy jsou zarover lichobé&znikové.) Timto
zafidime presné zkopirovani grafu G’. Potfebujeme ale jesté doplnit dva hyperkvadry pro vrcholy
T avy.

Pro vrchol z vytvofme hyperkvadr Ky, jenz v ,novém* rozméru zabird pravé interval (9, 10) a ve
vSech ostatnich rozmérech ,presahuje“ kazdy objekt v R’. Pokud vrchol = sousedi v G s vrcholem
u, pak hyperkvadr K, z R odpovidajici vrcholu v musime ,natdhnout“ tak, aby se s K, protinal.
K tomu ndm staci rozsifit interval v ,novém* rozméru az po 10. Pro vrchol y budeme postupovat
podobné, jen ho umistime na interval (—10, —9).

[ 1 Ky

Rozsifeni z R! na R? Rozsifeni z R? na R3
Po téchto upravach skuteéné dostaneme reprezentaci R grafu G, kterd vyuziva pouze L%J
rozméru. O

Predchozi dikaz nebyl tézky, jen vyzadoval notnou davku predstavivosti. Pfed dikazem nésle-
dujici véty se ale rad€ji porfadné nadechni.

Véta 18. Kazdy bipartitni graf s boxicitou nejvyse dva lze reprezentovat jako prunikovy graf
usecek pouze dvou sméru.

Dikaz. Mé&jme bipartitni graf G = (AU B, E) s partitami A a B a jeho reprezentaci R pomoci

obdélnikti. Pro kazdy vrchol v € AU B ozna¢me O, obdélnik odpovidajici vrcholu v a dale si
definujme ,,6tvrtroviny“9 LH,, PH,, LD, a PD, dle nasledujicich obrazku:

97Znaceni je zvoleno jako zkratky pro levd horni, pravd horni, levd dolni a pravd dolni étvrtrovina.
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Definice ¢tvrtrovin LH,,, PH,, LD, a PD,

Pomoci téchto &tvrtrovin si ted uspordddme vrcholy v obou partitadch: o vrcholech u,v € A
fekneme, ze u je ,pred” v (budeme to znacit u <4 v) pravé tehdy, kdyz O, N PH, # () — mozné
vzadjemné polohy obdélnikd pro vrcholy u a v jsou vidét na nasledujicim obrazku. Pro vrcholy
z,y € B bude podminka mirné jina: x <p y pravé tehdy, kdyz Oy N PD, # 0.

I::|

Mozné pozice pro O, pokud u <4 v

Obg tato (zatim pouze Gasteénd) ,uspoiradani“l® spliuji nékolik vlastnosti, vypiseme je ale
jenom pro to prvni (druhé spliiuje néco velmi podobného). Vétsina z nich je docela snadna, jejich

dtkaz Ti proto ponechdme jako cviceni.
(1) Pro libovolné vrcholy u,v € A plati Oy, N O, = 0.
(2) Dva vrcholy u,v € A spliuji u <4 v pravé tehdy, kdyz O, N LD, # 0.
(3) Pokud pro ruzné vrcholy u,v € A plati u <4 v, pak uréité neplati zaroven i v <4 u.
(

4) Neexistuje zadna skupina vrcholt vi,...,v, € A, pro kterou plati
V1 <A v2 <4 <A V-1 <A Vg <A V1.

Jak jsme uz naznacili, toto usporadani nemusi byt Uplné, coz znamend, ze mohou existovat
vrcholy u,v € A, pro které nenastdvd u <4 v ani v <4 u. Opét neni moc t&zké (i kdyz trochu
préce to da) si promyslet, ze vzdy umime néjaké tyto vztahy doplnit tak, abychom potom uz zadnou
takovouto ,neporovnatelnou® dvojici vrchola v partité A nenasli a aby pfitom byly stale zachovany
podminky (1) az (4). A totéz samozfejmé provedeme i s uspofadanim <p. Pro tato rozsifena
uspoifddani pak nemuze nastat situace na obrazku (vrcholy uw,v,w € A spliuji u <4 v <4 w a
pro vrcholy z,y, 2 € B plati x <p y <p z; vrcholy, mezi nimiz neni zakreslena hrana ani nehrana,
spojeny byt mohou, ale nemuseji):

10Ptestoze existuje i pojem uspordddni a tyto vztahy mezi vrcholy nespliiuji véechny jeho pod-
minky, dovol ndm tady mensi nekorektnost. Nasledujici vlastnosti nam stejné zaruci, ze relace <4
i <p umime rozsifit tak, aby usporadanimi opravdu byly.
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Tato situace nemuze nastat

Pro¢ to plati? Radsi si vezmi do ruky tuzku a papir, jestli jsi to jesté neudélal(a). Z faktu, ze
u <4 v, vime, ze v £4 u, a tedy O, N PH, = 0; podobné O, N LD, = §. Oznac¢me si jests

yzmensené“ ctvrtroviny dle obrazku:
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Definice ¢tvrtrovin LH|,, PH!, LD} a PD)]

Piedpokladejme, ze vrcholy u a y jsou spojeny hranou, stejné tak jsou spojeny i vrcholy w a
y. Z tohoto plyne, ze Oy N Oy # 0 a Oy N Oy # P. Po kratkém hleddni moznych poloh pro Oy
(chceme, aby vrcholy v a y nesousedily, proto O, a Oy museji byt disjunktni) dostaneme, ze musi
platit

Oy N (LH, U PD,) #0.
Podobné diky existenci hran {b,z} a {b, z} dostdvame vztah

O, N (PH,, ULD,) # 0.



Kdyz si ale tyto dva vztahy spojime, narazime na problém, jak napovida nasledujici obrazek.

Oy NN

Jedna z moznych pozic pro Oy a plocha, kterou pak O, musi proniknout

Poslednim krokem dikazu je ukazat, ze pokud zadné Sestice vrcholt netvofi zminovanou kon-
stelaci, pak skuteéné umime cely graf reprezentovat pomoci tsecek dvou sméri. Tuto ¢ast jsme se
rozhodli nechat na Tobé jako druhou tlohu soutézni série. O

A néco na rozloucenou

Ted uz nadesel ¢as cely seridl ukondit. V&Fime, ze se T1i libil a alespon néktera jeho ¢ast Té zaujala.
Omezeny prostor seridlu ndm umoznil vétSinu oblasti pouze natuknout, zatimco mnoho dalsich
hezkych (ale i pokro¢ilejsich) vlastnosti a aplikaci se nAm sem uZ neveslo. Pokud bys pfesto chtél(a)
védét vic, nevahej nas oslovit nebo se podivat do nékteré z knih uvedenych na konci.

Samoziejmé nemuzeme vynechat slibenou napovédu ani tradi¢ni feseni a navody ke cvi¢enim
pro kontrolu:

6. Chyba je v tom, Ze jsme opomnéli pripad, kdy se vSechny usecky protinaji. Pak by vSechny
vzdalenosti byly nulové, a zddnd minimélni kladna by tedy neexistovala. Snadno ale nahlédneme,
ze v tomto pripadé by vyhovovalo dokonce libovolné kladné .

7. To, ze je graf G2 intervalovy, ukdzeme velmi snadno, stac¢i zkonstruovat dany systém intervali.

vrcholy grafu G2 v tomto poradi: D,C, B, A,G, F. Na zavér nebude mozné umistit tsecku E.

8. Generujici systém pro doplnék lze zkonstruovat napriklad preklopenim jedné z rovnobézek.
A pokud se Ti libi divat se na permutaéni grafy pomoci permutaci, sta¢i vzit permutaci 7, které
odpovid4 pivodni graf, a definovat permutaci o spliyjici o(j) = 7w(n — j). Neni tézké ukdzat, ze
této permutaci odpovidd pravé doplnék puavodniho grafu.

Ac jsme Té€ celou dobu provadéli seridlem pouze my dva, neni tento text jen nasi praci. Mozna
jesté vetsi zasluhu nez kdokoliv z nas ma na vzniku seridlu Kuba Krasensky, kterému timto de-
kujeme za to, ze provadél jazykové a vécné korektury a pomohl vybrousit cely text do mnohem
¢itelngjsi podoby. Dale dluzime diky Tondovi Cesikovi a Olinovi za to, ze opravili nase typografické
chyby a postarali se o perfektni grafickou podobu celého textu, a Marting, ktera dohlizela na nase
obrazky. V neposledni fadé bychom pak radi pod€kovali vSem ostatnim organizatortim, kteii se
svymi poznamkami na tvorbé seridlu aktivné podileli, a také Tobé za to, ze sis jej precetl(a) a
dal(a) celé nasi spoleéné praci néjaky smysl. Doufame, Ze, Ze Ti onen smysl neunikl a ze seridlu sis
néco odnesl(a).

Prejeme Ti mnoho tspéchi jak v posledni seridlové, tak i ve zbylych dvou jarnich sériich.



Peter ,mtr Korcsok a Martin ,E.T.“ Sykora

Literatura a dalsi zdroje

Jiz v predeslych dilech jsme zminovali nékterd mista, kde se o grafech a jejich svété muzes hodné
dozvédét. Zde bychom Té radi odkazali na par knizek, které vice nebo méné zname a muzeme
je tedy pro dalsi studium doporucit. A protoze teorie grafii je pomérné mlady obor (alespon ve
srovnéni s jinymi oblastmi matematiky), hranice poznani se tady posouvaji docela rychle. Je tedy
mozné, Ze za par let budou tyto knihy zastaralé a jejich misto zaberou nové.
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Kromé toho miizes samozifejmé vyuzit i nepfeberné mnozstvi riznych webovych stranek — Wiki-
pedii pocinaje a strankami rtznych védct a Casopisti konce. Vétsinou staci pojmenovat, co zrovna
chces najit (idedlné anglicky), a to pak zadat do svého oblibeného vyhledavace.



