Letem grafovym svétem

3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 13.DUBNA 2015
ULoHA 1. (5 BODU)
Naleznéte souvisly permutacni graf, jenz neni intervalovy ani bipartitni.

ULOHA 2. (5 BODU)
Méjme bipartitni graf G s partitami U a V. Ukazte, ze G umime reprezentovat jako prunikovy
graf Gsecek pouze dvou riznych smért pravé tehdy, kdyz vrcholy lze oéislovat U = {u1,...,ui}
a 'V ={v1,...,v} tak, aby pro zddnou volbu 1 < a <b<c <k, 1<z <y< z<I nenastala

situace na obrazku (zbylé dvojice mohou byt propojeny libovolné). Jinymi slovy, za pfedpokladu
splnéni uvedenych nerovnosti plati implikace

{ua, vy}, {uc, vy}, {up, va }, {up, v2} € E = {up,vy} € E.

Uq Uup Ue

— hrana

- nehrana
Vg vy Vz

ULOHA 3. (5 BODY)
Necht G je doplnék intervalového grafu. Urcete jeho barevnost, pokud vite, ze velikost jeho nejvét-
$iho tplného podgrafu je n.!

L Uplng podgraf je podgraf izomorfni tiplnému grafu; graf mize obsahovat vice iplnych podgraft
stejné velikosti.



Letem grafovym svétem

3. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (205 17; 4,00; 5,0)
Naleznéte souvisly permutacni graf, jenz neni intervalovy ani bipartitni.
(Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESENI:
Ukazme, ze zadani vyhovuje napiiklad graf na nasledujicim obrazku:

D C

E
A B

Graf G

Thned vidime, Ze je souvisly, a snadno si téz rozmyslime, Ze je permutacni. ,Permutacni®
reprezentace grafu G muze vypadat takto:

A C E B D

Dale si vSimneme, ze graf G obsahuje kruznici na lichém poc¢tu vrcholi — konkrétné CED —
tedy podle véty 38 z prvniho dilu seridlu neni bipartitni. Staci tak ukazat, ze neni ani intervalovy.
To dokazeme sporem.

Pro spor predpokladejme, ze ma intervalovou reprezentaci. Odebranim intervalu odpovidaji-
ciho vrcholu E bychom dostali intervalovou reprezentaci indukovaného podgrafu ABCD, takze
i tento podgraf by byl intervalovy. Ukazeme ale, Ze to neni mozné: Necht usecky a = (a1,a2) a
¢ = (c1, c2) reprezentuji po fadé vrcholy A a C. Protoze mezi témito vrcholy nevede hrana, jsou
usecky a a b disjunktni. BUNO mitizeme piedpokladat, ze a lezi ,nalevo* od b. Pak ale tise¢ka b
reprezentujici vrchol B musi obsahovat néjaky bod z a i ¢ (protoze vrchol B je spojen hranou
jak s vrcholem A, tak s vrcholem C), tedy musi specidlné obsahovat bod az. Tentyz bod ale
musi z obdobnych divoda obsahovat i tsecka d reprezentujici vrchol D. Tim padem ale tisecky
b a d nejsou disjunktni. To je ve sporu s tim, Zze mezi vrcholy B a D nevede hrana.

b

al az Cc1 Cc2
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Tlustraéni obrazek

Tim jsme dokazali, ze graf G neni intervalovy, a tedy vyhovuje zadani.
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PozNAMKY:
Vétsina fesitelt si s llohou poradila bez vétsich problémt, vSechna feSeni byla viceméné shodna
se vzorovym a lisila se nanejvys pouzitim jiného (ale podobného) grafu nebo nepatrné struénéjsi
argumentaci. Za to jsem samoziejmé body nestrhéval, stejné tak jako za jistou drobnou chybu,
které se dopustilo nékolik fesitela. Ti tvrdili, ze jejich graf méa za podgraf C4, a proto neni
intervalovy. Problém je v tom, Ze témto feStelim vypadlo slovo ,indukovany“ — napriklad graf
K4 zjevné intervalovy je, a pfesto ma Cy za (neindukovany) podgraf.

(Martin ,,E.T.“ Sykora)

Uloha 2. (5; 5; 4,60; 5,0)
Meéjme bipartitni graf G s partitami U a V. Ukazte, ze G umime reprezentovat jako prinikovy
graf usec¢ek pouze dvou ruznych sméri pravé tehdy, kdyz vrcholy lze oéislovat U = {u1,...,ur}

aV ={vi1,...,u} tak, aby pro ziddnou volbul <a <b<c<k,1<z<y< z<I nenastala
situace na obrazku (zbylé dvojice mohou byt propojeny libovolné). Jinymi slovy, za piedpokladu
splnéni uvedenych nerovnosti plati implikace

{ua, vy}, {uc, vy}, {up, va }, {up, v2} € E = {up,vy} € E.

Uq Up Ue

— hrana

- nehrana

Vg Vy Uz

(Peter ,,mwtr“ Korcsok)

RESEN{:

Nejprve dokdzeme, ze graf se spravnym ocislovanim vrcholt lze reprezentovat jako prinikovy
asecek dvou ruznych sméri. Uvazme jedno konkrétni ocislovani vrcholu ui, ug, ..., ugp a vy,
v2, ..., v;. Vrchol u; bude reprezentovan vodorovnou useckou se souradnici y = 4. Krajni
body této usecky budou odpovidat nejmensimu, resp. nejvétsimu indexu souseda vrcholu wu;
vzhledem k ocislovani vrcholi V. Napriklad je-li vrchol u4 spojen s vrcholy va, v7, vg, bude
reprezentovan useckou s krajnimi body (2,4) a (9,4). Analogicky budou vrcholy partity V'
reprezentovany svislymi tsec¢kami. Vrcholy stupné maximalné jedna ale musime vyfesit zv1ast:
izolované vrcholy muzeme reprezentovat tseckami nalevo od vSech ostatnich tsecek, pripadné
nad nimi; listy (vrcholy stupné jedna) jako kratké tsecky (maptiklad délky 0,5) kolem bodu,
kterym maji prochazet.

Zbyvé ukazat, ze popsany prunikovy graf obsahuje pravé pozadované hrany. Byla-li v G hrana
{ui,v;}, urcité usecka odpovidajici u; prochazi soufadnici = j a podobné usecka odpovidajici
v; prochazi soufadnici y = 4. Zminéné tsecky se protinaji v bodé (j,4) a v uvedeném priinikovém
grafu mezi nimi bude hrana. Dale uvazujme, ze mezi vrcholy u; a v; nebyla v G hrana. Pro
spor predpokladejme, ze v prunikovém grafu mezi nimi hrana je. Tato hrana musi odpovidat
priseéiku p¥islusnych tsecek v bodé (j,4). To znamend, ze existuji a, ¢, z, z takové, ze

1<a<i<ce<k 1<z<j<z<l
(a, ¢, ©, z mohou odpovidat krajnim bodéim tsecek pfedstavujicich vrcholy vj, u;) a nastava

zakazand situace ze zadani (pfi b =4, y = j). To je ve sporu s pfedpokladem a dikaz této ¢asti
je hotov.



V druhé casti dukazu ukazeme, jak ocislovat vrcholy grafu reprezentovaného jako pruni-
kovy graf tsecek dvou ruznych sméru. Predpokladejme jednodussi situaci, kde vSechny vr-
choly odpovidajici tse¢kdm v jednom sméru museji byt z téze partity!. Jednotlivé rovno-
bézné usecky ocislujeme postupné ve sméru jejich spolecné kolmice. Méjme nyni libovolné
1<a<b<c<kl<z<y<z<!lanecht tsecka b se protind s = a se z a zdroven y
se protinad s a a s c. Potom se jiz nutné musi v naSem usporadani protinat také b s y.

Pro potddek bychom méli jesté dokazat, ze pokud méa bipartitni graf reprezentaci pomoci
asecek dvou sméru, pak ma i takovou, kde navic zadné dvé tsecky nelezi na jedné primce. Tuto
Cast jsme ale nezamysleli jako soucast zadani a nasli jsme pro ni jen pomeérné dlouhy a ne moc
hezky dikaz, proto ho tady neuvedeme. Za chybu se omlouvame. Ale mame pro Tebe nabidku:
Muzes toto tvrzeni pojmout jako dobrovolné cviceni. Pokud autory seridlu presvédcis o tom, zes
ho vyfesil, a navic budes prvni, muzes se tésit na ¢okoladu.

POZNAMKY:

Ulohu odeslalo velice mélo lidi, nejspise kviili désivé zné&jicimu zadani. Na druhou stranu v pod-
staté vSechna fesSeni byla spravna, samotna tloha tedy tak narocna nebyla.

(Filip Hlések)

Uloha 3. (6; 5; 4,17; 5,0)
Necht G je doplnék intervalového grafu. Uréete jeho barevnost, pokud vite, Ze velikost jeho
nejvétsiho tplného podgrafu je n.? (Peter ,mwtr“ Korcsok)
RESEN{:

Zo zadania vieme, Ze graf G obsahuje tGplny podgraf velkosti n — automaticky teda potrebujeme
aspon n farieb. Ukdzeme, Ze ndm tento pocet staci.

Pretoze G je doplnok intervalového grafu, mézeme si vrcholy predstavovat ako intervaly
urditej priamky, pri¢om rovnakua farbu mézu dostat iba tie, ktoré maji neprazdny prienik. Bude
sa nam hodit oznacit jeden ,koniec“ tejto priamky ako lavy a ten druhy ako pravy — potom
budeme tvrdit, Ze interval (a,b) je ,ostro vlavo* od intervalu (c, d), pokial plati b < c.

Vytvorme mnozinu M7, kam dame vSetky vrcholy, ktoré nemaju ziaden iny interval ostro
vlavo. Kazda dvojica z tychto intervalov sa musi nutne pretinat, teda ich méZeme vSetky nafarbit
farbou 1 a dalej ich uz uvazovat nemusime. Tento krok teraz budeme opakovat: ako mnozinu
M> oznacdime opét vSetky vrcholy, ktoré nemaju (v grafe G\ M1) ziaden interval ostro vlavo.
Znovu plati, ze sa kazda dvojica intervalov v M2 musi pretinat, preto im mozeme dat farbu 2.
Takto pokracujeme aZ do momentu, ked budt vsetky vrcholy nafarbené. Dostaneme tak mnoziny
Mi,Ms, ..., My. Ze ich je aspon n, uz vieme, ale preco ich nebude viac?

Na to si sta¢i uvedomit, ze pre kazdy interval I z M, existuje nejaky interval I’ v M;_1,
ktory je od neho ostro vlavo — inak by sme pri vytvarani mnoziny M;_; zaradili aj interval I. Ak
by sme teda potrebovali viac ako n mnozin, vieme postupne najst n + 1 navzdjom disjunktnych
intervalov, ¢o je ale spor s velkostou najvicsieho uplného podgrafu.

I1Bohuzel ndm ze zadani vypadl predpoklad, Ze zaddné dvé tsecky nelezi v jedné piimce.
Nastésti s tim ale vsichni Fesitelé pocitali.

2 Uplnyg podgraf je podgraf izomorfni iplnému grafu; graf mtze obsahovat vice tplnych pod-
grafi stejné velikosti.



PozNAMKY:
Vicsina z doslych rieseni postupovala podobne, ako v nasom rieseni. Jakub Léwit sa ale rozhodol
vyuzit znalosti z celého seridlu a existenciu ofarbenia s n farbami dokazoval pomocou Hallovej
vety. Toto rieSenie tiez funguje, ale je vyrazne komplikovanejsie a dlhsie na napisanie.

(Peter ,,wtr* Korcsok)



