Kongruence

3. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 8. PROSINCE 2014

Poznamka: Nulu za pfirozené cislo nepovazujeme.

ULoHa 1. (3 BODY)
Kdyz si Kuba hral se svym oblibenym prirozenym ¢islem, zjistil zajimavou véc. Nejenze dané cislo
bylo palindrom!® a davalo po déleni étyimi zbytek 1 a po déleni dvaceti péti zbytek 22, ale dokonce
bylo nejmensim c¢islem, které vsechny ptredchozi body spliuje. Které ¢islo to bylo?
ULOHA 2. (3 BODY)
Naleznéte vSechny Ctverice nezapornych celych cisel a, b, ¢, d, které fesi rovnici

10% +5° = 3¢ + 7%

ULOHA 3. (3 BODY)
Dokazte, ze pro kazdé pFirozené &islo a existuje pfirozené &islo n > 1 takové, ze n | a™ + 1.
ULOHA 4. (5 BoDY)
Naleznéte prirozené n takové, ze

17T 41012776 1 11472 =1 (mod 1000121).
Prozradime, ze 1000121 je prvodislo.

ULOHA 5. (5 BODY)
Dokaite, ze 11 + 1111 ... + 11111111111 (ggftanci je deset) je délitelné 100.

ULOHA 6. (5 BODY)
Sedmiciferné prirozené ¢islo nazveme spordadané, pokud je kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 v jeho
desitkovém zapisu obsazena pravé jednou. Existuji dvé rizna sporadana cisla takova, ze jedno déli
druhé?

ULOHA 7. (5 BODY)
Naleznéte vSechny posloupnosti pfirozenych éisel (an)22 ,, které pro kazdé prvocislo p a kazdé
pfirozené cislo n splnuji vztah

a? =n (mod ap).

ULOHA 8. (5 BODY)
Meéjme libovolné prvocislo p > 7. Dokazte, ze pak existuje pfirozené ¢islo n a celd ¢isla x1, za, ..., Ty,
Y1,Y2,- - -,Yn Nesoudélna s p takova, ze

23 +yf =25 (mod p),
2
3

w3 +y3 =i (mod p),

22 (mod p).

z2 + v

IPalindromem rozumime &islo, které se v desitkové soustavé &te stejné zepredu jako zezadu,
napt. 226747622.



Kongruence

3. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (111; 107; 2,81; 3,0)
Kdyz si Kuba hral se svym oblibenym prirozenym cislem, zjistil zajimavou véc. Nejenze dané
¢islo bylo palindrom'® a davalo po déleni ¢tyimi zbytek 1 a po déleni dvaceti péti zbytek 22, ale
dokonce bylo nejmensim c¢islem, které vSsechny predchozi body spliuje. Které cislo to bylo?
(Kuba Krasensky)

RESEN(:

Kubovo oblibené prirozené cislo davalo zbytek 22 po déleni dvaceti péti, tudiz jeho posledni
dvojcisli bylo 22, 47, 72 nebo 97. Protoze zbytek po déleni ¢tyfmi zavisi pouze na poslednim
dvojcisli, hledané ¢islo musi koncit na 97, jenz jediné z uvedenych dvojcisli dava zbytek 1 po
déleni ¢tyfmi. Proto Kubovo oblibené ¢islo bylo nejmensi palindrom kon¢ici na 97, coz je 797.

POzZNAMKY:

Libila se mi feseni vyuzivajici Cinskou zbytkovou vétu. Plny pocet jsem udélovala samoziejmé
také FeSenim, kterd prochéazela od nejmensich vSechna c¢isla splnujici nékterou z podminek ze
zadani, pokud nebyla né€ktera ¢isla bez okomentovani opomenuta. Zde bych chtéla upozornit, ze
existuji i dvojciferné palindromy — na né se ¢asto zapominalo. (Misa Hubatova)

Uloha 2. (86; 47; 1,95; 2,0)
Naleznéte vsechny c¢tverice nezapornych celych cisel a, b, ¢, d, které fesi rovnici

10% + 5% = 3° 4+ 7%,
(Stépan Simsa)
RESENT{:

Pokud a > 0, potom na levé strané rovnice mame liché ¢islo, zatimco na pravé strané vzdy cislo
sudé, takze rovnost nemize nikdy nastat. Musi tedy byt a = 0, rovnice se ndm pfrepise do tvaru

1+ 5% =3¢ 479,

Nyni pfedpokladejme, ze ¢ > 0, a podivejme se na rovnici modulo t¥i. Protoze 7 =1 (mod 3),
jei7¢ =1 (mod 3) a pravé strana dava vzdy zbytek 1 po déleni tfemi. Dale 5 = —1 (mod 3),
takze 5° = (—1)% (mod 3). Leva strana mtize tedy davat zbytky pouze 0 nebo 2, proto rovnost
nenastava. Z toho plyne, Ze i ¢ = 0. Dostévame rovnici 5° = 7%, ktera m4 FeSeni pouze b = d = 0.

IPalindromem rozumime ¢&islo, které se v desitkové soustavé ¢te stejné zepiedu jako zezadu,
napt. 226747622.



POZNAMKY:

Kromé spravnych reseni, ktera byla vétSinou stejna jako vzorék, se vyskytlo nékolik skupin feseni
$patnych. Resitelé z prvni skupiny pouze ukazali, e rovnice nema feseni v N, z ¢ehoz usoudili,
Ze je nutné a = b = ¢ = d = 0, coz samoziejmé obecné neni pravda. Dalsi skupina se snazila
alohu vyftesit pomoci diskutovani, jakou cifrou konéi ¢isla na levé a pravé strané, nikdo to vsak
spravné nedotahl do konce. Neékteri resitelé si neuvédomili, Zze 0 je nezaporné celé cislo, a po
vySetfeni sudosti/lichosti obou stran prohlésili, Ze rovnice nem4 FeSeni. Dokonce se nasel jeden
fesitel, ktery spravé ukazal, ze a = 0, ale pfi vySetfovani rovnice modulo tii stejné napsal, ze
rovnost nenastava nikdy. (Martin Cech)

Uloha 3. (72; 61; 2,58; 3,0)
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo a existuje pFirozené ¢islo n > 1 takové, ze n | a™ + 1.
(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENT:

Pokud je a liché, potom je a? liché a a® + 1 je sudé, &islo n = 2 tedy vyhovuje podmince
v zadani. Pokud je a sudé, polozime n = a + 1. Potom plati

a"=Mn-1)"=(-1)"=-1 (mod n),

nebot n je liché. Pokud si tuto kongruenci prepiSeme podle definice, dostaneme n | a™ + 1, coz
jsme presné chtéli.

POzZNAMKY:

Vétsina zaslanych feseni byla spravnd, skoro vzdy shodnd se vzorovym. Nékteri si navic vSimli,
ze zadané podmince vyhovuje kazdy prvociselny délitel ¢isla a+1, a dokonce i kazdy lichy délitel
¢isla a + 1. To sice tloha nijak nepozadovala, ale je to zajimavé pozorovani. (Tonda Cesik)

Uloha 4. (46; 36; 3,76; 5,0)
Naleznéte prirozené n takové, ze
117+ 4101246 L 114742 =1 (mod 1000121).
Prozradime, ze 1000121 je prvodislo. (Kuba Krasensky)
RESENT:
Nejdiive ukdzeme, ze vyraz 1012716 4 114712 je pro kazdé n délitelny prvoéislem 1000121.
Muzeme totiz psat
10'27+6 = (1000000)2"+1,
11472 = (121)2"+1,
Pokud a = b (mod m), pak pro libovolné k pfirozené plati a¥ = b* (mod m). S vyuzitim tohoto
pravidla dostaneme
1000000 = —121 (mod 1000121)
(1000000)2"+1! = (—121)27+! = —(121)2"*! (mod 1000121),
coz jsme chtéli ukdzat. V posledni ipravé jsme vyuzili faktu, ze 2n+ 1 je liché ¢islo. Kongruence
ze zadani se tak zjednodusila na
11" =1 (mod 1000121).
Prisel ¢as na Malou Fermatovu vétu, ktera rika, ze pro p prvocislo a a prirozené ¢islo nesoudélné
s p plati a?~! = 1 (mod p). Podle rady ze zadani je 1000121 prvoéislo. Mtzeme tedy zvolit

takové n, aby platilo
117+l = 1110001211 — 1 (110d 1000121).

Resenim tlohy je napfiklad n = 1000119.

[\



POZNAMKY:
Ulohu neposlalo mnoho lidi (na ¢tyiku), z doslych feseni pak byly zhruba tfi étvrtiny spravné.
Postupy se od sebe lisily predevsim dikazem toho, Ze soucet druhého a tretiho ¢lenu je délitelny
danym prvocislem — kromé vyse uvedeného mnozi argumentovali tvrzenim, ze pro liché m plati
a+b|a™+bm.

Resitelé, kteii si tohoto pékného souctu nevsimli, se mé Casto snazili presvédéit, ze zadné
vyhovujici n neexistuje. (Béra Kocidnovd)

Uloha 5. (90; 88; 4,76; 5.0)
Dokazte, e 11 + 1111 4+ ... + 1111111111 1L (g&itanci je deset) je délitelné 100.
(Kuba Krasensky)

RESEN{:
Jelikoz
1...111=11 (mod 100),

plati i
1...111 1 =111 (mod 100),

tudiz vSechny ¢leny zadaného souétu kromé 1! jsou kongruentni s 111+--11 modulo 100 a méme

1ttt 1111111271 1L =
=14+ 1110 14 L (64 100).

Vsimneme si, ze 111° = 1 (mod 100), dle binomické véty totiz plati

10

1110=(10+1)1°=1+(1

10
)-10+(2)-102+---51+10-10;1 (mod 100),

nebot vsechny ¢leny tohoto sou¢tu kromé 1 jsou délitelné 100. Dal upravujeme soudet ze zadéani:

1+111~10+1 +1111~10+1 +.”+11111111111~10+1 —

=1+ (1110)1 11+ (1110)11 Al (1110)111111111 11 =
=14+1" 114 4 11 99 =14 9.11 = 100 (mod 100).

Zadany soucet je tedy kongruentni s 0 modulo 100, neboli je stem délitelny, coz jsme méli
dokéazat.

POZNAMKY:

Naprosta vétsina resitelu fesila tuto ulohu obdobné jako ve vzoraku, pouze tfi z vas si nejprve
rozlozili 100 na 4 - 25 a dokazovali zv1ast délitelnost ¢tyfmi a dvaceti péti, coz ovSem Feseni spise
prodlouzilo. Tém, kteii platnost 11111 = 11 (mod 100) pouze bez dikazu prohlésili, jsem
nakonec strhaval jeden bod. (Tomés Novotny)



Uloha 6. (64; 58; 4,22; 5,0)
Sedmiciferné prirozené ¢islo nazveme sporadané, pokud je kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 v jeho
desitkovém zapisu obsazena pravé jednou. Existuji dvé ruzna sporadana cisla takova, ze jedno
déli druhé? (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENT:

Dokéazeme, ze neexistuji dvé rtzna sporadana cisla a, b takova, ze a = bk. Pro spor pifedpokla-
dejme opak. Podil 7654321/1234567 je mensi nez 7, a proto 2 < k < 6. Déle plati, ze kazdé
prirozené ¢islo dava stejny zbytek po déleni deviti jako jeho ciferny soucet, a proto:

a=b=142+4+---4+7=28=1 (mod)9).

Z toho pak plyne:
l=a=bk=k (mod?9).

Pozadovany vztah nespliiuje zadné prirozené k mezi 2 a 6, takze jsme dosli ke sporu. Hledana
spofadand cisla tedy neexistuji.

POZNAMKY:
Sest4 tloha byla tentokrat relativné lehka, a proto doslo hodné spravnych feseni. Velka cast
fesitell bohuzel nepfisla na pouziti kongruence a zabyvala se rozebiranim pripada. Néktefi se
zase bali modulo 9 a preferovali modulo 3, kvuli ¢emuz méli o kus prace vic.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 7. (20; 12; 2,75; 2,0)
Naleznéte vSechny posloupnosti prirozenych cisel (an)22 ,, které pro kazdé prvocislo p a kazdé
prirozené ¢islo n splnuji vztah

ab =n (mod ap).

(David Hruska)

RESEN(:
Domluvme se, ze n znadéi vzdy prirozené &islo a p, g prvoéisla. Necht posloupnost a, spliiuje
zadanou rovnost. Dosazenim p za n dostaneme

0

ab =p (mod ap) neboli ap|p,

tedy pro kazdé p plati bud ap = 1, nebo ap = p. Déle predpokladejme, Ze pro néjaké p plati
ap = p. Pak pro libovolné g, pro které aq = 1, plati

1

al =q (mod p),

tedy p déli ¢ — 1, specialné p < q. To znamend, ze v posloupnosti budou napted prvocisla, pro
ktera ap = p (pokud viibec n&jaka jsou) a pak uz sama takova, pro kterd a, = 1 (pokud vibec
néjaka jsou).

Nyni ukdzeme, ze az = 3 jiz vynuti ap = p pro vSechna prvocisla p. Kdyby ne, méli bychom
jen kone¢né mnoho prvodéisel p, pro ktera ap = p. Uvazme jejich soucin S. Pak vsechna g¢,
ktera déli S — 1, spliuji ag = 1 a vzhledem k tomu, ze S —1 = 2 (mod 3), najdeme v .S — 1 i
prvoéiselného délitele ¢ = 2 (mod 3), coz je ale ve sporu s rovnici ze zadani pro p = 3.
Rozeberme tedy tfi moznosti:

(1) Pokud pro vsSechna p plati ap = 1, je pro kazdé p a n kongruence ze zadani splnéna
trividlné. Zadani tak vyhovuje kazda posloupnost prirozenych cisel an spliujici ap =1
pro vsechna p.
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(2) Pokud pro vSechna p plati ap = p, vezméme libovolné n a prvoéislo ¢ splitujici zaroveri
q>mn aq > ap. Podle zadani a Malé Fermatovy véty plati af = a, = n (mod q), coz
vzhledem k volbé ¢ implikuje a,, = n. Tedy v tomto pripadé pfipada v ivahu pouze
posloupnost a, = n, kterd diky Malé Fermatové vété opravdu vyhovuje.

(3) Ve zbylych pripadech jiz vime, Ze nutné a2 = 2 a ap = 1 pro vSechna p > 2. Netrividlni
podminku dava zadani pouze pro hodnotu p = 2, a sice, ze a% = n (mod 2). To je
ekvivalentni tomu, ze an je liché pro lichd n a sudé pro sudd n. Muzeme si vSimnout,
Ze této podmince jiz stanovené hodnoty (ty s prvoéiselnymi indexy) vyhovuji. V tomto
pripadé tedy vyhovuji pravé ty posloupnosti an spliujici az = 2, ap = 1 pro kazdé liché
prvocislo a a, ma stejnou paritu jako n pro kazdé n.

POzZNAMKY:
Vsechna feSeni aspon néjakou vyhovujici posloupnost nalezla a vétSinou i ovéfila, ze spliuje
zadani. Zhruba polovina FeSitelt pak rozbor zdarné dokoncila né€jakou obménou vyse uvedeného

postupu. (David Hruska)
Uloha 8. (13; 7; 2,62; 3,0)
Meéjme libovolné prvocislo p > 7. Dokazte, Ze pak existuje prirozené cislo n a cela cisla
T1,22,.--,Tn, Y1,Y2,--.,Yn nesoudélna s p takova, ze

2} +yf =23 (mod p),

3 +y3 =i (mod p),
22 +y2 =22 (mod p).
(Filip Hlések)

RESEN{:
Upravujme postupné nasledujici rovnosti:

32 n 42 _ 52 nésobime rovnost (3P)2
(3p+1)2 n (4372 = (37.5)2 nasobime rovnost (%)2
(3752 4+ (4-30-1.5)% = (30-1.52)? nasobime rovnost (%)2

(3p—1 . 52)2 + (4 .3p—2. 52)2 = (3?—2 . 53)2 nasobime rovnost (2)2

(3p—i+1 ,51')2 + (4 . 3p—1 ,51')2 = (3P—i . 5i+1)2 nasobime rovnost (3)2

(32.5r71)2 J}(4-:31~5P*1)2 - (3! -5r)°

Kdy# pro i € {0,1,...,p — 1} zvolime @; = 3P~ %1 .57 77 = 4.3P~%. 5! bude pro kazdé
1 €40,1,...,p — 2} platit
T2 472 =Tirr2  (mod p)

(nastane dokonce rovnost) a navic jsou vSechna Z; i g; nesoudélna s prvoéislem p > 7. Z ptihrad-
kového principu plyne, Ze existuji 4,5 € {0,1,...,p — 1} takov4, %e i < j a zaroven Z;? = 7,2
(mod p). Cela ¢islan =j —i, 1 =T, ..., Tn =Tj—1, Y1 = Vi, - - -, Yn = Y;—1 spliiuji zadané
kongruence a jsou nesoudé€lna s prvocislem p.




POZNAMKY:

Zhruba stejnym smérem jako autorské feseni se ubiral jediné Radovan Svarc, ktery si svym
struénym a piehlednym feSenim vyslouzil také imaginarni bod.

Ostatni postupy téméf vyhradné za¢inaly tim, ze zvolily libovolné = nesoudélné s p a hledaly
y a z takové, aby platilo 22 +y? = 22 (mod p). Takto postupné od libovolného #1 vygenerovaly
nekonecnou posloupnost ¢isel T; a ¥; a poté nalezly vhodné z; a T; podobné jako ve vzorovém
feSeni. Netrividlni ¢asti je ovSem ukézat, ze pro kazdé x takova dvé celd cisla nesoudélna s p
existuji. Nékterym resitelim se to podafrilo, ale cesta to byla obvykle pomeérné strastiplna.

Dalsi zajimava uvaha postupovala obracené. Za¢neme od libovolného z,, nesoudélného s p a
pokusime se ho rozlozit na soucet xfn_l +yfn_1 = 2, (mod p). Dokonce i takovy postup funguje
a pro kazdé takové x,, rozklad existuje. ReSeni se poté dokonéi obdobné jako v pfedchozich
pripadech.

Plati také silnégjsi tvrzeni nez je zadand uloha. Vzdy stac¢i volit n < 3,y1 =1al <z <3.
Dale si vSimnéte, ze jsme v TeSeni nevyuzili, Ze p je prvocislo, ale pouze to, Ze je nesoudélné
s Cisly 3, 4 a 5. Tvrzeni plati pro vSechna takova ¢isla a dokonce bychom si mohli na zacatku
zvolit jinou Pythagorejskou trojici, ale tim bychom si nepomohli, nebot v kazdé takové trojici
se vyskytuje ¢islo délitelné dvéma, ¢islo délitelné tfemi a ¢islo délitelné péti. (Filip Hlések)



