Kruznice

2. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 10.LISTOPADU 2014

ULoHaA 1. (3 BODY)
Nakreslete v roviné dvanact kruznic tak, aby se kazda z nich dotykala pravé péti dalsich.

ULoHA 2. (3 BODY)
Filip si nakreslil trojuhelnik ABC' a na jeho nejdelsi strané BC nasel body K a L tak, aby platilo
|AB| = |BK| a |AC| = |CL|. Dokazte, ze stfed kruznice opsané trojuhelniku AKL splyva se
stfedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC.

ULOHA 3. (3 BODY)
Hel¢a si pro zménu nakreslila trojthelnik DEF s vnitfnimi thly |<{FDE| = 70°, |<DEF| = 60°
a |{EFD| = 50°. Poté sestrojila pfimky o, p a g, které byly po fadé osami useéek EF, FD a DE.
Dale zobrazila bod D v osové soumérnosti podle primky o, bod E podle pfimky p a kone¢né bod
F podle piimky g. Ziskala tak body D’, E’ a F’. Jaké jsou vnitini hly trojuhelnika D’'E’F’?

ULOHA 4. (5 BODD)
Je dén trojuhelnik ABC' s pravym tuhlem u vrcholu A. Ozna¢me D patu jeho vysky z vrcholu
A. Pro kazdy vnitini bod X usecky AD sestrojme bod Y tak, aby platilo |[<Y BC| = 2|<<{XBC|,
|[<XYCB| = 2|<<XCB| a body X, Y lezely ve stejné polorovinég uréené pfimkou BC. Dokazte, ze
hodnota |Y'C| — |Y B| nezavisi na volbé bodu X.

ULOHA 5. (5 BODD)
Dokazte, ze v tetnovém lichobézniku ABC'D (AB || CD) se kruznice s priméry AD a BC dotykaji.

ULOHA 6. (5 BODU)
Olin si vzal iracionélni ¢&islo € (0,1). Na kruznici o obvodu 1 zvolil libovolné bod X; a poté
postupné ve sméru hodinovych ruci¢ek vyznacil body Xa,..., X, tak, aby délka oblouku mezi
kazdymi dvéma po sobé jdoucimi byla z. Nakonec mezi body Xi,...,Xn,—1 nasel X, a X —
sousedy bodu X,. Dokazte, ze a + b < n.

ULOHA 7. (5 BODD)
Je dan trojuhelnik Aj; A2 A3z a sedm kruznic wi,w2,...,wr, které spliuji nasledujici dvé podminky:
(1) kruznice wy prochézi body A; a Ag, kruznice wa body Az a As, kruznice w3z body As a
A; a tak dale, az kruznice wy prochazi body A; a Ag,
(ii) kruznice w; a w;y+1 maji vn&jsi dotyk pro vSechna ¢ =1,2,...,6.
Dokazte, ze kruznice w1 a w7 splyvaji.

ULOHA 8. (5 BODU)
Je déna jednotkova sféra. Najdéte redlné cislo x takové, ze pro kazdé | < x lze na sféru nakreslit
tfi neprotinajici' se oblouky hlavnich kruznic? délky I, ale pro zadné L > = uZ to mozné neni.

INesméji se ani dotykat.
2Hlavni kruznice je kruznice lezici na sféte, jejiz stted je zaroveti stiedem sféry.



Kruznice

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1. (134; 128; 2,90; 3,0)
Nakreslete v roviné dvanact kruznic tak, aby se kazda z nich dotykala pravé péti dalsich.
(Martina Vavackova)

PRrRvN{ RESEN{:

Sestrojime dveé Sestice kruznic tak, aby se vSechny kruznice ze stejné Sestice dotykaly v jednom bodé
a aby se zadné dvé kruznice z riznych Sestic nedotykaly. Dostaneme dvanact kruznic takovych, ze
se kazda dotyka péti dalsich.

DRUHE RESEN{:
Umistime deset stfedt kruznic do vrchold dvou vhodné zvolenych pravidelnych pétithelnika a
doplnime dvé kruznice jako na obrazku. Kazda ze znazornénych kruznic se dotyka péti dalsich.

POZNAMKY:
Vétsina feSiteld méla tlohu samoziejmé spravné. Nékteri vyuzili toho, ze tkolem bylo nakreslit
vyhovujici obrazek a nebylo potfeba popisovat konstrukci, tudiz si troufli na komplikovanéjsi roz-
misténi kruznic.
Reseni, ktera jsem neuznala za spravna, spocivala ve splyvajicich totoznych kruznicich. Ty maji
nekone¢né mnoho spoleénych bodt, tudiz se nedotykaji, a navic je povazujeme za jednu.
(Misa Hubatovd)



Uloha 2. (126; 117; 2,80; 3,0)
Filip si nakreslil trojahelnik ABC' a na jeho nejdelsi strané BC' nasel body K a L tak, aby platilo
|AB| = |BK| a |AC| = |CL|. Dokazte, ze stred kruznice opsané trojuhelniku AKL splyvd se
stiedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC. (Pepa Tkadlec)

RESENI:

Ze zadani vime, ze trojihelniky ABK a ACL jsou rovnoramenné (se zakladnami AK, resp. AL).
Pro rovnoramenny trojthelnik plati, ze osa Ghlu sevieného jeho rameny splyva s osou zakladny.
Tedy v nasem pripadé osa uhlu pfi vrcholu B splyva s osou strany AK a osa thlu pfi vrcholu C
splyva s osou strany AL. Pak si jiz sta¢i jen vzpomenout, Ze stfed kruznice vepsané trojuhelniku
ABC lezi na pruseciku os uhlia pfi vrcholech B a C' a ze stfed kruznice opsané trojuhelniku AKL
lezi na priseciku os stran AK a AL. Tedy stfedy obou kruznic splyvaji.

POzZNAMKY:
Jako obvykle se naslo par feseni, kterd se snazila ,dokazat“ tulohu narysovanim. Jeden resSitel
se vydal cestou pocitani uhla, které bylo velmi vycerpavajici, ale nakonec se dobral spravného
vysledku. Naprosta vétsina vytesila tlohu bez problém, ¢asto pfimo vzorové. :-)

(Kristyna ,,Kikina“ Zemkovd)

Uloha 3. (87; 60; 2,03; 3,0)
Hel¢a si pro zménu nakreslila trojuhelnik DEF s vnitfnimi thly |<<{FFDE| = 70°, |<DEF| = 60°
a |[<EFD| = 50°. Poté sestrojila piimky o, p a q, které byly po Fadé osami tse¢ek EF, FD a DE.
Déle zobrazila bod D v osové soumérnosti podle primky o, bod E podle primky p a konecné bod
F podle ptimky q. Ziskala tak body D', E' a F'. Jaké jsou vnitfni tihly trojihelnika D'E'F'?
(Pepa Tkadlec)

RESEN{:

Osa tsecky DD’ prochazi stfedem kruznice opsané ADEF, a tedy jsou body D a D’ od tohoto
stfedu stejné vzdalené. Obdobné to plati i pro body E, E’, resp. F', F’. Z toho plyne, %e vsech
téchto Sest bodu lezi na jedné kruznici.

Osové soumérnost podle osy tsecky DD’ zobrazi AFDE na AED'F, takZe tyto dva trojthel-
niky jsou podobné. Z toho ziskame, ze

|<DED'| = |<FED|— |<FED'| = 60° — 50° = 10°

a podobné
|<FEF'| = |<F'ED| — |<FED| = 60° — 50° = 10°.



Jelikoz body lezi na kruznici, tak
|<DED'| = |<<DE'D'| a |<{FEF'|=|<FE'F'|.
Nyni uz snadno dopocitame, ze
|<<D'E'F'| = |\DE'F| — |<<\DE'D'| + |<<F'E'F| = 60° — 10° + 10° = 60°.
<D'F'E'| = 80° a |[<<E'D'F'| = 40°.

Obdobné dopocitame i velikosti zbylych Ghla

POzZNAMKY:

S ulohou si vétSina z vas poradila hezky. Néktefi poslali jen obrazek s popiskem, ze dopliovali
uhly, az to vyslo. Na obrazku bylo ¢asto hodné vyznacenych uhli, ale neslo poznat, jestli si fesitelé
obrazek nakreslili v GeoGebfe, nebo poditali opravdu tporné. Za takova feseni jsem proto moc
bodi nedéaval. (Kuba Svoboda)

Uloha 4. (71; 54; 3,79; 5,0)
Je dan trojuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu A. Oznacme D patu jeho vysky z vrcholu
A. Pro kazdy vnitini bod X tusecky AD sestrojme bod Y tak, aby platilo |<<Y BC| = 2|<<{XBC(|,
|[<KYCB| = 2|<<XCB| a body X, Y lezely ve stejné poloroviné uréené piimkou BC. Dokazte, ze
hodnota |YC| — |Y B| nezévisi na volbé bodu X. (Pepa Tkadlec)
RESENI:

Vzhledem k podminkdm tulohy jsou pfimky BX a CX osy vnitinich thla pfi vrcholech B, C
trojuhelniku BCY . Pruse¢ik BX a C'X je tudiz stied kruznice vepsané trojuhelniku BC'Y. Ozna¢me
si po fadé E a F body dotyku kruznice vepsané se stranami BY a CY. Vedeme-li z bodu dvé tecny
ke kruznici, pak vzdalenost tohoto bodu od obou bodi dotyku je stejna. Proto

|[EY|=|FY|, |BE|=|BD| a |CF|=|CD|.
Rozdil tedy mizeme zapsat ve tvaru

|CY| — |BY| = |CF|+ |FY|—|BE| — |EY| = |CD| — |BD|.

Poloha bodu D nezavisi na volbé& bodu X, proto ani rozdil |CD| — | BD| na ni nezavisi.
Y

POZNAMKY:

Vétsina feSeni se opirala o stejnou myslenku jako autorské feseni, nicméné mnoho z nich mélo spo-
leény neduh — Casto se rovnosti zminéné v FeSeni objevily bez jakéhokoliv vysvétleni. Ackoliv jsem
za toto body nestrhéaval, je vzdy dobré (alespon kratce) zminit, pro¢ vlastnost plati. Déle se obje-
vilo feSeni vyuzivajici analytickou geometrii a nékolik hutnych reseni, ktera vyuzivala goniometrii.
Bohuzel nékolik fesiteld nabylo nazoru, ze bod Y musi lezet na polopfimce DA, coz obecné neni
pravda. Tato tivaha velmi efektivné pohibila dalsi mozny postup. Pfes vSechny tyto problémy lze
fici, Ze si vétsina fesitelt s lohou poradila. (Honza Krejci)



Uloha 5. (116; 105; 4,55; 5,0)
Dokazte, ze v te¢novém lichobézniku ABCD (AB || CD) se kruznice s priméry AD a BC' dotykaji.
(Pepa Tkadlec)

RESEN{:
Z tvodniho textu k sérii vime, Ze pro te¢novy ¢tyfuhelnik je soucet délek obou dvojic protilehlych
stran stejny. Pro tenovy lichobéznik ABCD tedy plati, ze |AB| + |CD| = |BC| + |DA|.

Oznacme K stred strany BC a L stied strany AD. Body K a L jsou pak stfedy kruznic nad
priméry BC a AD. Use¢ka KL je stiedni pfickou lichobéznika, a proto plati, ze

|KL| =

|AB| + |CD| _ |BC| + |AD|
2 - 2 '

Polomér kruznice nad BC' je roven %|BC | a polomér kruznice nad AD je %|AD\. Sodet polomért
obou kruznic je roven vzdalenosti jejich stfedii a z toho jiz plyne, Ze se tyto kruznice dotykaji.

POzZNAMKY:
Vétsina resitelu sepsala feSeni podobné vzorovému. Nékteri dokonce dokazali, ze se kruznice s pru-
méry BC a AD dotykaji ve stfedu kruznice vepsané lichobézniku ABCD. To vsak tloha nepoza-

dovala. Uloha byla jednoduch4, a tak téméf vsichni obdrzeli plny poéet bodi. (Martin Hora)
Uloha 6. (33; 11; 1,82; 1,0)
Olin si vzal iraciondlni ¢islo x € (0,1). Na kruznici o obvodu 1 zvolil libovolné bod X1 a poté
postupné ve sméru hodinovych ruci¢ek vyznacil body Xa,..., X, tak, aby délka oblouku mezi
kazdymi dvéma po sobé jdoucimi byla x. Nakonec mezi body Xi,...,Xn—1 nasel X, a Xp —
sousedy bodu X,. Dokazte, ze a + b < n. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESENT:

Nejprve si dokazme, Ze zadné dva body nemohou splyvat, tedy Ze pro libovolnd navzijem ruzna
p,q < n plati X, # Xg. (Z tohoto pozorovani vyplyvé, ze je smysluplné definovat sousedy néjakého
bodu, a navic jej v dalsim FeSeni vyuzijeme.) Kdyby platilo X, = X4, pak by nutné (p — ¢)z = 2

pro néjaké z celé, tedy = = piq. A protoze i p — q je celé nenulové, bylo by x racionalni, coz je spor

se zadanim.

Nyni se mizeme pustit do samotného dikazu. Postupujme sporem a predpokladejme, Ze pro
dané sousedy bodu X, plati a +b > n. Dale bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze X je
soused X, proti sméru hodinovych ruci¢ek (jinak si X, preznacime na X, a naopak). Budeme
chtit ukézat, ze na oblouku X, X, obsahujicim X, lezi jesté néjaky jiny Olinem vyznaceny bod
X.. Ten by pak lezel bud na oblouku X, X, nebo X,X, (jakozto podobloucich oblouku X;Xg,
obsahujiciho X, ) a jeden z bodt Xa, X by nebyl sousedem X,,. Tim bychom dostali kyzeny spor.
Ukazme, ze ¢ = a — (n —b).

Z predpokladu a + b > n snadno ziskdme a — (n —b) > 0 a z a < n, b < n dostaneme
a—(n—"b)=a+b—n<n,takze bod X,_(,_p) jsme na kruznici nékam vyznacili. Navic z faktu
a— (n —b) < n a pozorovani v prvnim odstavci dostavame Xa—(n—b) # Xn. Déle si uvédomme,
ze kdyz z bodu X, pfejdeme do bodu Xj, snizime index o n — b a pfitom se posuneme o urcitou
vzdalenost y proti sméru hodinovych rucicek. Pii piechodu z Xq do X, _(,_p) také snizime index
on—> a tim padem se také posuneme o y proti sméru hodinovych rucicek. Protoze je ale vzdalenost
XaXp proti sméru hodinovych rucicek vétsi nez y, lezi bod X, (5, p) skutecné uvnitf oblouku X3 X4
obsahujiciho X, a neni roven bodu X, ¢imz ziskdvame hledany spor.

POZNAMKY:

Prvni dilezitou pozndmkou je fakt, ze (a¢ to zaddni nezminovalo) musime predpokladat n > 2, aby
meéla tloha smysl. Protoze se ale jedna o specialni degenerovany pfipad, do hodnoceni jsem jeho
diskusi nijak nezapocitaval.



Celkové se tloha ukazala byt velmi tézkou, obtiznostné by odpovidala spise sedmicce. Tomu
odpovida i pocet spravnych reseni, ktery nepresahuje deset. Na druhou stranu jen dvé ze spravnych
feSeni méla stejny postup (ktery priblizné odpovidal tomu vzorovému). Ostatni FeSitelé dokazali
vyfesit tlohu pfimo, riznymi typy indukce nebo dokonce i riiznymi typy dikazu sporem. Uloha se
tedy dala fesit takika ,ze vSech stran®.

Bohuzel vétsina feseni byla nedostateéné. Resitelé argumentovali tim, Ze dokud obihdme kruznici
poprvé, je tvrzeni jasné pravdivé. Pfi druhém obéhu také plati, a tak se pry da pokracovat dal.
Ano, je pravda, zZe se tak skutecné pokracovat dal d&, ale pokud chcete dukaz timto zptisobem
provést poradné, da to nemalo prace a zabere nemalo casu. Proto jsem za feSeni tohoto typu daval

jen ve vyjimeéné dobie rozebranych pripadech vice nez jeden bod. (Martin ,E.T.“ Sykora)
Uloha 7. (57; 38; 3,32; 5,0)
Je dan trojuhelnik A1 Az A3z a sedm kruznic wi,wa, .. .,wr, které splnuji nasledujici dvé podminky:

(1) kruznice wy prochazi body A1 a Ag, kruznice wa body Az a As, kruznice w3z body As a
A1 a tak ddle, az kruznice wy prochdzi body A1 a Aa,

(ii) kruznice w; a wiy1 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i =1,2,...,6.
Dokazte, ze kruznice wi a wy splyvaji. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESEN{:

Necht o1, 02, 03 znadi osy usecek Az As, resp. AsAj, A1Az. Déle t; znadi spoleénou teénu kruznic
w; a wij4+1 pro vSechna i od 1 do 6 a nakonec t7 znaéi te¢nu kruznice w7 v bodé As.

Kruznice w; a wiy1 maji bod dotyku v A;41 (indexy vrcholi a os stran bereme cyklicky modulo
3), a proto jejich spole¢na te¢na t;+1 prochdzi bodem A;41. P¥imky ¢; a t;41 jsou te¢ny ke kruznici
wi4+1 v bodech A; 11 a A;12, a tedy se v osové soumérnosti podle o; zobrazi navzdjem na sebe.
Z toho plyne, Ze tecna t; se postupné po 6 osovych soumeérnostech podle primek t¢1, t2, t3, t1, t2,
t3 dostane na pfimku t7. Abychom dokazali, ze kruznice w; a wr splyvaji, staci ukazat, ze pfimka
t1 je pfimka t7. Kruznice s tétivou A1 Az a fixni te¢nou t1 v bodé Az je totiz jednoznacné uréena.

Zavedeme orientovany uhel <{(z,y), ktery nam ¥fika, o kolik musime oto¢it pfimku z v klad-
ném sméru, abychom dostali pfimku y. Podle vlastnosti osové soumérnosti snadno dopocteme
(tl,AgAg) = (A2A3,t2) = (A2A3,A3A1) — (tQ,AgAl). Analogicky vyjadfime (tg,AgAl) a po-
stupné dostaneme:

(t1,A2A3) = (AgAs, A3 A1) — (A3A1, A1A2) + (A1 A3, A3 Ag) — (ta, A2 A3),
(ta, Ao Az) = (AgAs, A3 A1) — (A3A1, A1A2) + (A1 A3, A3 Ag) — (t7, A2 A3).

Odecétenim dvou vySe uvedenych vztaht ziskdme (¢1, A2 Az) = (t7, A2Az). Uhel mezi t1 a AsAs
v kladném sméru je tedy stejny jako mezi t7 a Az A3z, tudiz pfimka t; je opravdu t7.



POzZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni porovnala bud tihel mezi t; a A2 Az s Ghlem mezi t7 a A3 A3, nebo thly nad
oblouky Ag Az v kruznicich w; a wr7. Zapomnéla ale na to, Ze zminéna rovnost neni postacujici,
abychom mohli prohlasit, ze kruznice w1 a w7 splyvaji. Je potieba vyloucit pripad, kdy t1 a t7 lezi
na opacénych polorovinach oddélenych pfimkou A As3. Za tento nedostatek jsem body nestrhéaval,
ale chci pochvalit fesitele, ktefi si na to vzpomnéli. Jedna z moznosti, jak obejit diskuzi o polohach
bodd, je uvédomit si, Ze slozeni t¥i soumérnosti s osami prochazejicimi jednim bodem je pouze jedna
osové soumérnost. (Obecné se jednd o osovou soumérnost s néjakym posunutim, ale zde existuje
pevny bod, ktery je stfedem kruznice opsané trojuhelniku A1 AsA3, a proto posunuti je nulové.)
Hezké vyuziti kruhové inverze mél Radovan Svarc, ktery si tak zaslouzil jediny pozitivni imaginarni
bod. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 8. (31; 12; 1,71; 0,0)

Je dana jednotkova sféra. Najdéte realné cislo x takové, ze pro kazdé | < x lze na sféru nakreslit

tii neprotinajici' se oblouky hlavnich kruznic? délky I, ale pro Z4dné L > x uZ to mozné neni.
(Martina Vavackova)

RESENI:

Hledané z = 3.

3

Sporem ukédzeme, Ze nenajdeme 3 oblouky b, b2, b3 délky L > %ﬂ'. Predpokladejme tedy, ze
existuji. Odpovidajici hlavni kruznice oznaéime ki, k2, k3.

Uvazme dva ze tii zadanych oblouki b;, bj. Kruznice k;, k; nemohou byt totozné — to by se na
né nevesly ani oblouky o délce 7. Kruznice k; a k; se tedy protinaji, a to (protoze jsou hlavni) ve
dvou protilehlych bodech. Priseciky oznacme P; ;, P; ;. Jak b;, tak b; ma délku vétsi nez m, takze
kazdy z nich obsahuje alespon jeden z boda P; j, Pj ;. ProtoZe se nesmi dotykat, tak oba oblouky
obsahuji pravé jeden z téchto bodi. BUNO P; ; € b;, Pj; € b;.

Py

Py

Pro body X, Y na sféfe budeme symbolem | XY| znadit jejich nejkratsi moznou vzdalenost po
povrchu sféry (tedy délku kratsiho oblouku hlavni kruznice prochazejici X a Y).
Na kruznici k1 lezi body P> 1, P3,1 nenalezici oblouku b;. Jelikoz je délka oblouku by vétsi nez

%7‘(‘, je |[P21P31| < % Analogicky |P1,3P23] < % a |P32P1 2| < % Ze stredové symetrie podle

INesméji se ani dotykat.
2Hlavni kruznice je kruznice lezici na sféte, jejiz stted je zaroveti stiedem sféry.



stiedu sféry je |P1,3P2 3| = |P3,1P3,2]|, takze sférickd lomend ¢ara Pa 1 P31P3 2P 2 mé kazdy ze
svych tii obloukt kratsi nez % To znamena, ze musi byt kratsi nez 7, ale soucasné musi vést z bodu
Py 1 do protéjsiho Py 2, coz je spor.

Konstrukci provedeme obracené — dostaneme [ takové, ze [ < %7‘(‘ a zaCneme s lomenou ¢arou
Py 1 P31 P3 2P 2, kterd ma kazdy tsek kratsi nez 2 — [ a také (pro jistotu) kratsi nez m, neshoduji
se v ni zadné dvé hlavni kruznice a jeji krajni body jsou naproti sobé.

Tu sestrojime napriklad tak, ze bod P> 1 umistime do severniho pdélu, bod P31 na rovnobézku
30° severni §ifky a nulty polednik, bod P32 na rovnobézku 30° jizni 8ifky a polednik kladné
vychodni délky mensi nez gﬂ' — | a nakonec bod P12 umistime do jizniho pélu. Pak totiz bude

s s 5
‘P2’1P371| = ‘P3’2P2,1| = g <2r—1 a |P3,2P3,1‘ < g —+ (gﬂ' — l) =27 —[.

Nakonec sestrojime body P13, P2 3 coby stfedové obrazy boda P31, P3,2. Pak staci vést oblouk
b1 skrz P12, P13, aby se vyhnul bodim Pz 1, P3,1, oblouk b2 skrz P» 1, P2 3, aby se vyhnul bodim
Py 2, P32 a oblouk b3 skrz P31, P32, aby se vyhnul bodim P 3, Ps 3.

POzZNAMKY:

Opét ne prilis obtizna osmicka, jen bych si pro pfisté pral méné mlhy , A kdyz uz tenhle trojuhelnik
bude skoro placaty a tenhle skoro rovnik, tak to vyjde, ale ne uplné, ale to vlastné nevadi, protoze se
nekoneéné blizime... A tady se to bude dotykat, ale ne Gplné...“ a vice jasnych formulaci. Néktefi
takto obhajovali spravnou konstantu %7‘(‘ (coz byl zéklad k dosazeni n&jakého bodového zisku) jini
obdobnou mlhou tvrdili, ze =z = %7‘(‘ ¢i x = 2m. Ostatné konstanta %7‘(‘ byla vibec populérni — po

11 spravné urcenych z bylo 9 pokust o x = %ﬂ', nasledovalo ctyrikrat @ = 7, dvakrat z = 27 a

nakonec jedno feseni pfislo na to, ze z = 2m — § = %77. (Mirek Olsak)



