Politika

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLANf: 9. UNORA 2015

ULoHA 1. (3 BODY)
Do druhého kola prezidentskych voleb v PraSestanu postoupili t¥i kandidati: Pasik, Cunik a Veptik.
Kazdy z milionu voli¢u zahlasoval tim zpusobem, Ze tyto kandidaty néjak seradil. Ukéazalo se, ze
vice nez polovina voli¢ti upfednostiiuje Pasika pied Cunikem a vice nez polovina voli¢ti upiednost-
fiuje Cunika pied Vepiikem. Musi uz nutné davat vice nez polovina voli¢t piednost Pasikovi pred
Vepiikem?

ULOHA 2. (3 BODY)
Nékteré dvojice z deseti ministerstev jsou propojené. Kazdé ministerstvo kazdy den v pravé poledne
posle vSechny obézniky (kopie), které ma k dispozici, vSem s nim propojenym ministerstviim. Zakon
0 obéznicich stanovuje, zZe pokud ministerstvo vysle obéznik, musi jej do dvou dnit obdrzet vSechna
ostatni ministerstva. Zakon o byrokracii dodava, ze se to nikdy nesmi stihnout za jediny den.
Navrhnéte néjaké legalni propojeni ministerstev.

ULoHA 3. (3 BODY)
Politik chce v ramci predvolebni kampané projet n mést. Zac¢inad v hlavnim mésté! a kazdé mésto
chce navstivit pravé jednou. Mezi kazdymi dvéma mésty vede obousmérna silnice. Navic chce projet
vSemi silnicemi, které nechal za predchoziho volebniho obdobi opravit. Kolika zpisoby to muze
uskutecnit, jestlize nechal opravit m silnic a z kazdého mésta vede nejvyse jedna opravend silnice?

ULOHA 4. (5 BoDY)
Kazda ze t¥i politickych stran ma sto clend. Dale je znamo, Zze kazdy clen ma mezi ¢leny zbylych
dvou stran alesponi 101 ptatel?. Dokazte, Ze existuje trojice lidi z rtiznjch stran, kde se piateli
kazdy s kazdym.

ULOHA 5. (5 BODU)
Kazdy z milionu urednikt ma svij unikatni kéd sestavajici z Sesti ¢islic. Kvali problémim se
zaménovanim vladla rozhodla, ze kédy kazdych dvou uredniki se museji lisit alespon na dvou
pozicich. Kolik nejméné ufednikti musi byt propusténo?

ULOHA 6. (5 BODY)
Meésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou usecky rovnobézné s nékterym jeho okrajem (stra-
nou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové ¢tvrti. Centrem nazveme takovou étvrt, kterd nesou-
sedi s okrajem. Podle vyhlasky zadna hlavni ulice nevede napii¢ celym méstem. Dokazte, Ze mésto
ma centrum.

IHlavni mésto poéitame jako jedno z n mést.
2Pratelstvi je vzajemné.



ULOHA 7. (5 BODU)
Na velkém nadvofi jsou na zemi vyznacCeny vrcholy Cctvercové sit€ a na né€kterych z nich stoji zidle.
Rozhodnéte, zda lze na jakoukoliv takovou konfiguraci zidli usadit republikany a demokraty tak,
aby na kazdé zidli sed€l praveé jeden politik, aby se pro kazdou fadu pocet v ni sedicich demokrati
lisil od poc¢tu v ni sedicich republikanti nejvyse o jedna a to samé aby platilo pro vSechny sloupce.

ULOHA 8. (5 BODY)
Ve volbach soupefili dva kandidati. Prvni z nich dostal a hlast, druhy b hlast, pfi¢emz a > kb pro
néjaké prirozené k. Hlasy se s¢italy v ndhodném poradi. Jaka je pravdépodobnost, ze v pribéhu
celého s¢itani mél prvni kandidat ostie vic hlast, nez byl k-nasobek poc¢tu dosud sectenych hlast
jeho soupefe, tj. zZe nerovnost platila pro vSechny prubézné vysledky béhem scitani?



Politika

1. JARNT SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (85; 76; 2,62; 3,0)
Do druhého kola prezidentskych voleb v PraSestanu postoupili tii kandidati: Pasik, Cunik a Vep-
fik. Kazdy z milionu voli¢ii zahlasoval tim zpusobem, ze tyto kandidaty néjak seradil. Ukazalo
se, ze vice nez polovina voli¢ti upiednostriuje Pasika pied Cunikem a vice nez polovina voli¢ti
upiednostriuje Cunika pred Veptikem. Musi uz nutné dévat vice nez polovina voli¢ti piednost
Pasikovi pied Vepiikem?
(Martin Hora)
RESEN{:
Odpovéd zni, Ze nemusi, coz dokaZeme nalezenim protipiikladu. Hleddme zptsob, jak mohou
volby dopadnout, abychom dodrzeli zadané podminky, a pfitom Pasika pfed Vepfikem upied-
nostnovala méné nez polovina lidi. Uvazujme tedy
o 499999 volicil, ktefi hlasuji v poradi Cunik, Veptik, Pasik,
® 499999 volict, ktefi hlasuji v pofadi Vepiik, Pasik, Cunik a
e 2 volice, kteii hlasuji v poradi Pasik, Cunik, Vepiik.
Snadno ovéfime, ze Pasika pied Cunikem a Cunika pied Vepiikem preferuje vice nez polovina
voli¢t. Naopak radéji Pasika nez Vepiika maji jen dva voli¢i, coz mé do poloviny z milionu daleko.

PozNAMKY:

Uloha byla jednoducha, a proto se to ve vysledkové listing hemzi trojkami. Jen néktefi si nejspis
Spatné precetli zadani a resili ilohu pro néjaky mensi pocet voli¢ti. Kdyz neokomentovali, ze to
pro milion bude fungovat podobné, strhla jsem jim jeden bod. (Béra Kocidnovd)

Uloha 2. (74; 69; 2,78; 3,0)
Neékteré dvojice z deseti ministerstev jsou propojené. Kazdé ministerstvo kazdy den v pravé
poledne posle vSechny obé&zniky (kopie), které ma k dispozici, véem s nim propojenym minister-
stvam. Zakon o obéznicich stanovuje, ze pokud ministerstvo vysle obéznik, musi jej do dvou dnii
obdrzet vsechna ostatni ministerstva. Zakon o byrokracii dodava, Ze se to nikdy nesmi stihnout
za jediny den. Navrhnéte néjaké legalni propojeni ministerstev. (David Hruska)
RESEN(:

Propojeni znazornéme jako graf — vrcholy grafu jsou ministerstva a hrana mezi dvéma vrcholy
znadci, ze odpovidajici ministerstva jsou propojena. Uvazme propojeni jako na obrazku. Potom
pro kazdé ministerstvo plati, Zze posledni ministerstvo obdrzi jeho obéznik druhy den.



PozNAMKY:

Uloha byla velmi jednoducha a $lo ji vyfesit spoustou vice & méné elegantnich propojeni. Asi
nejcast&jsim fesSenim bylo Gplné bipartitni zapojeni (ministerstva jsou rozdélena do dvou skupin
tak, ze kazda skupina obsahuje alesponn dvé ministerstva a ministerstva jsou spojena tehdy, kdyz
jsou v ruznych skupinéch). (Honza Krejci)

Uloha 3. (48; 27; 1,58; 2,0)
Politik chce v ramci piedvolebni kampané projet n mést. Zac¢ina v hlavnim mésté! a kazdé mésto
chce navstivit pravé jednou. Mezi kazdymi dvéma mésty vede obousmeérna silnice. Navic chce
projet vSemi silnicemi, které nechal za predchoziho volebniho obdobi opravit. Kolika zpusoby to
muze uskutecnit, jestlize nechal opravit m silnic a z kazdého mésta vede nejvyse jedna opravena
silnice?

(Alexander ,,Olin“ Slavik)

RESEN{:
Vysledek ulohy zavisi na tom, zda z hlavniho mésta vede opravena silnice, nebo ne. Rozeberme
nejprve situaci, kdy z hlavniho mésta zadna opravend silnice nevede.

Uvédomme si, ze jakmile politik navstivi mésto, z néhoz vede opravena silnice, nema potom
jinou volbu, nez odjet pravé po ni. Neméa proto smysl uvazovat dvé mésta propojena opravenou
silnici jako dvé mésta — misto toho si je budeme pfedstavovat jako jedno dvojmésto. Dvojmést
je m a obyé&ejnych mést n —2m — 1 (odecetli jsme hlavni mésto, protoZe to uz politik navstivil).
Dohromady tedy zbyva projet n —m — 1 mést.

Nyni mame tlohu preformulovanou: Politik chce v rdmci pfedvolebni kampané navstivit jesté
n —m — 1 mést, pfiCemz m z nich jsou dvojmésta, v nichz si navic muze vybrat, jestli rozdava
balénky nejdiiv na levém, nebo na pravém biehu feky. Uréit podet moznosti je ted uz jednoducha
kombinatorika. Nejprve stanovime pro kazdé dvojmeésto poradi obou bfeht; to dava 2™. A potom
je potieba néjak sefadit vSechna mésta, coz lze udélat (n — m — 1)! zplisoby. Dohromady ma
tedy politik na vybér z 2™ (n — m — 1)! variant, jak svou spanilou jizdu uskuteénit.

Pokud z hlavniho mésta naopak néjaka opravend silnice vede, musi ji politik vyuzit hned na
zalatku (protoze se do hlavniho mésta nevraci — kazdé mésto ma totiz navstivit pravé jednou).
Predstavime-li si situaci poté, co politik tuto silnici projel, je shodna s predchozi ¢asti prikladu,
ale mést je o jedno méné a opravenych silnic zrovna tak. V takovém pripadé je tedy pocet
zpusobu roven

2l (n—1)—(m—1)— 1) =2""1(n —m —1)L.

PozNAMKY:

Na trojku se uloha ukézala byti dost zdkefnou. Spravnych feSeni bylo zhruba stejné jako téch,
v nichz resitel zapomnél osetfit ptripad, kdy z hlavniho mésta vede opravena cesta. Tento pro-
hresek jsem trestal ztratou bodu. Jak se dalo ocekévat, dalsi fesitelé zapomnéli zapocist to, ze
se opravené silnice daji projizdét obéma sméry, coz vedlo k chybnému vysledku (n — m — 1)! a
ztraté dvou bodu.

Nejvétsi problém mi pii opravovani délali ti reSitelé, ktefi si vylozili zadani jinak, nez bylo
mysleno: Uvazovali, ze se politik po navstévé posledniho mésta vraci zpét do mésta hlavniho.
To ale ovlivni vysledek, protoze potom by bylo mozné opravenou silnici z hlavniho mésta projet
az pfi tomto navratu, a ne hned pfi prvni cesté. Protoze zadani nebylo zcela jasné, byl jsem
rozhodnuty témto feSitelim udélit plny pocet bodid, pokud pozménénou ulohu vyfesi Gplné
spravné, ale to nakonec nezvladl nikdo. Spravnym vysledkem by totiz v takovém pfipadé mél
byt vzorec 2™ (n—m —1)!, jenze aZ pro n > 3. Specialné pro n = 2, m = 1 je ale pocet moznosti
roven jedné, coz odpovida 2171(2 — 1 — 1)

1Hlavni mésto poéitame jako jedno z n mést.
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Svij proslov skon¢im, jako spravny politik, apelem: Kdyz vdm nebude jasné, jak je zadani
mysleno, nebojte se napsat na mks@Qmff.cuni.cz. Pokud nam opravdu pomizete odhalit nejed-
noznacnost v zadani, budeme vam zavazani. (Kuba Krasensky)

Uloha 4. (42; 21; 2,67; 2,0)
Kazda ze tfi politickych stran ma sto ¢lenti. Déle je znamo, ze kazdy clen ma mezi ¢leny zbylych
dvou stran alespori 101 piatel?. Dokazte, e existuje trojice lidi z riiznych stran, kde se pfételi
kazdy s kazdym.

(Honza Krejéi)

RESEN{:

Pro spor predpokladejme, Ze neexistuje trojice politikii z rtiznych stran, kteri se vsichni vzajemné
prateli. Uvazme politika a, jehoz pocet préatel (oznacme jej p) v jedné z cizich stran je maximalni.
Oznac¢me stranu politika a jako A, stranu s p prateli politika a jako B a zbylou stranu C.
Vzhledem k tomu, Ze politik a ma nejméné 101 pratel, musi mit ve strané C alespon jednoho
pritele c. Ten ma nejvyse 100 — p piatel ve strané B (jinak by vzniknul trojthelnik z a, ¢ a jejich
spoleéného pfitele). PFitom ma opét alespon 101 pratel, a tedy musi mit alespon p + 1 pratel ve
strané A, coz je spor s maximalitou p.

PozNAMKY:

Uloha se ukazala byt docela zakefnou. Naslo se nékolik fesitelt, ktefi se ji snazili vyfesit kom-
binatoricky, ale tato cesta nevedla k tspéchu. Docela velka skupina tulohu fesila indukci podle
poc¢tu prétel (kdy pres pratele téchto prétel sla uloha pfevést na predpoklad indukce). Rov-
o extremalni princip.

Castou chybou byla tvaha, Ze kdyz mé kazdy politik 101 znadmych, pak existuje politik,
ktery ma 100 znamych v jedné strané. Toto tvrzeni neni pravdivé. Lze ho vyvratit napriklad
rozdélenim kazdé strany do dvou stejné pocetnych skupin. Vhodnym spfatelenim skupin do dvou
ytrojuhelnikt“ (v kazdych dvou skupinach trojihelniku se zna kazdy s kazdym) obdrzime pro
kazdého politika 100 znadmych. Stoprvni znamost dostaneme tak, ze vhodné najdeme skupiny,
které jesté nejsou sprateleny, a v této dvojici skupin pfifadime kazdému politikovi pravé jednoho
kamardda z druhé skupiny. (Honza Krejéi)

Uloha 5. (48; 28; 2,15; 2,0)
Kazdy z milionu ufedniki ma svij unikatni koéd sestavajici z Sesti c¢islic. Kviili problémim se
pozicich. Kolik nejméné urednikit musi byt propusténo?

(Misa Hubatova)

RESENI:
Dokézeme, ze musi byt propusténo nejméné 900 000 uredniki.

Nejprve ukadzeme, ze muze existovat nejvyse 100000 kédua slozenych z Sesti Cislic takovych,
ze se kazdé dva lisi na alespon dvou pozicich. Uvédomime si, ze péticifernych kédu slozenych
z &islic 0,...,9 je pravé 10°. Pokud by existovalo vice nez 100000 vyhovujicich kédi, nékteré
dva by se shodovaly na prvnich péti pozicich, a tedy se lisily na jediné pozici.

Nyni zkonstruujeme 100000 kédu, z nichz se kazdé dva lisi na alesponn dvou pozicich. Na
prvnich pét pozic volime libovolné ¢éislice 0, ...,9. Na Sestou pozici doplnime zbytek ciferného
souétu prvniho péti¢isli po déleni deseti. Ziskavame 10° kéd, z nichz se kazdé dva lisi na alespon

2Pratelstvi je vzajemné.



jedné z prvnich péti pozic. Lisi-li se dva kédy pravé na jedné z prvnich péti pozic, lisi se nutné
i na Sesté pozici. Odtud mame 100000 vyhovujicich kédu.
Musime propustit nejméné 106 — 10% = 900 000 tiedniki.

PozNAMKY:
Reseni tlohy ma dvé &asti. Zaprvé stanoveni horniho odhadu na podet vyhovujicich kédu a
zadruhé dikaz, ze takovy pocet platnych kédu skutecné existuje. Mnozi FeSitelé provedli jen
jednu z téchto ¢asti, coz nestaci, nebot zadani pozaduje nejmensi pocet fednikii, které je tfeba
propustit.

Zajimavosti je, ze se v feSenich vyskytlo mnoho riznych vysledku. (Misa Hubatova)

Uloha 6. (46; 21; 1,96; 1,0)
Meésto ma tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tusecky rovnobeézné s nékterym jeho okrajem
(stranou obdélnika) a rozdéluji jej na obdélnikové &tvrti. Centrem nazveme takovou ¢étvrt, kterd
nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky zadna hlavni ulice nevede napii¢ celym méstem. Dokazte,
ze mésto ma centrum.

(David Hruska)

Kdybychom byli zcela exaktni, museli bychom fici, ze zadani neplati — kdyby ve mésté nebyla
zadnd hlavni ulice, byla by splnéna vyhlaska, ale pfesto by mésto nemélo centrum. Tuto chybu
zadani odpustime a budeme dale predpokladat, Ze se ve mésté alesponi jedna hlavni ulice nachazi.
Jelikoz jsou ¢tvrti obdélnikové, dokonce to znamena, ze existuje néjaka hlavni ulice koncici na
okraji mésta.

RESEN{ PROJIZDKOU:

Projedeme se po mésté. Vjedeme do né&j nékterou hlavni ulici a dojedeme az na konec této
ulice (kde uz nejde pokracovat rovng). Tento konec je kvili vyhldSce uvnitt mésta, a protoze
jsou vsechny c¢tvrti obdélnikové, jedna se o kfizovatku tvaru T. Diky vyhlasce je alespon jeden
konec ulice, na kterou jsme narazili, opét uvnitf mésta. Vydame se tedy na néj. Opét dojedeme
na konec a proces opakujeme. Takto projizdime méstem tak dlouho, nez dojedeme na misto, na
kterém uz jsme jednou byli. Mezi okamzikem, kdy jsme na tomto misté byli poprvé, a kdy jsme
na néj dojeli podruhé, jsme objeli neprazdnou oblast, v niz je kazd4d ¢tvrt centrem.

RESENT POCITANIM ROHU:

Oznaéme x pocet ¢tvrti, které sousedi s okrajem mésta. Kazda ¢tvrt m4a 4 rohy, tedy mame
pouze 4x rohu ¢tvrti sousedicich s okrajem. Kdyz objedeme mésto kolem dokola po okraji,
stiidavé potkavame Ctvrti sousedici s okrajem a hlavni ulice, které je oddéluji. Diky vyhlasce
nepotkdme jednu hlavni ulici dvakrat, a proto je hlavnich ulic alespon . Kazd4 hlavni ulice ma
dva konce (okraj mésta nebo kfizovatku tvaru T) a dvé ulice nemtzou kon¢it na stejném mistg,
tedy celkem je alespon 2z konct ulic. U kazdého konce ulice jsou pravé dva rohy sousednich
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¢tvrti, a navic jsou v rozich mésta dalsi 4 rohy ¢tvrti — proto je celkem alespon 4x+4 rohu ¢tvrti.
Nemuzou vsechny prisluset ¢tvrtim sousedicim s okrajem, takze néktery z nich musi piisluset
centru.

RESENI EXTREMALNIM PRINCIPEM:

Oznaéme a (nékterou) nejdelsi hlavni ulici vychéazejici z nékterého (bez Gjmy na obecnosti
severniho) okraje mésta. Druhy konec této ulice nemtze byt na okraji mésta, tedy tsti do jiné
ulice — ozna¢me ji b. Alespon jeden konec ulice b diky vyhlasce nelezi na okraji mésta. Bez
Gjmy na obecnosti se jednd o vychodni konec ulice b — ozna¢me tento konec X a ulici, do které
asti, ozna¢me c. Nyni se podivame na ¢tvrt, jejiz roh lezi severozapadné od bodu X. Tato ¢tvrt
nemuze sousedit s vychodnim, jiznim ani zapadnim okrajem mésta (kvili ulicim a, b, ¢). Nemiize
ale sousedit ani se severnim okrajem mésta, protoze by pak ulice ¢ byla delsi nez a. Takze se
jedné o centrum.

7b—+X

PozNAMKY:

Jak je vidno ze vzorového feSeni, k uloze Slo pfistupovat mnozstvim rozmanitych pristupd. Proto
mé trochu mrzi, Ze na této uloze ztroskotala nejen fada nadéjnych novacku, ale i nékteri ostrileni
borci. Typickou chybou bylo napfiklad prohlésit, Ze tfeti ulice, kterou projizdime p¥i projizdce,
musi Ustit z opacného konce nez prvni. Zatimco vétSina Uspésnych Feseni pouzila projizdku,
imaginarni bod jsem se rozhodl udélit Honzovi Sormovi s extreméalnim principem. Nejen za
netradi¢ni pfistup, ale predevsim za demonstraci toho, ze kdyby mlzici fesitelé stavici postupné
nékolik ulic (takovych jsem potkal dost) byli co k éemu a pouzili par vhodné mifenych slov,
mohli namisto jednoho bodu dostat plny pocet. (Mirek Olsdk)



Uloha 7. (16; 8; 2,44; 2,0)
Na velkém n&advoii jsou na zemi vyznaceny vrcholy ¢tvercové sité a na nékterych z nich stoji
zidle. Rozhodnéte, zda lze na jakoukoliv takovou konfiguraci zidli usadit republikdny a demokraty
tak, aby na kazdé zidli sedél pravé jeden politik, aby se pro kazdou Fadu pocet v ni sedicich
demokratii 1isil od poctu v ni sedicich republikdnti nejvyse o jedna a to samé aby platilo pro
vSechny sloupce.

(David Hruska)

RESEN{:

Provedeme dtikaz matematickou indukci podle poctu zidli. Je-li na nadvori pouze jedna zidle,
posadime na ni republikdna. Tim je zadani splnéno.

Nyni predpokladejme, ze pro libovolné rozestaveni n zidli umime politiky rozesadit za splnéni
podminek ze zadani. Uvazujme nyni néjakou konfiguraci s n + 1 zidlemi. Mohou nastat dva
pripady.

Pokud existuje fddek nebo sloupec s lichym poc¢tem zidli (necht je to bez jmy na obec-
nosti fadek), odebereme libovolnou zidli z tohoto Fadku. Na zbylych n zidli pomoci indukéniho
predpokladu posadime politiky tak, aby jejich rozesazeni splnovalo zadani. Nasledné vratime
odebranou zidli na jeji misto a posadime na ni politika, jehoz strana je v prislusném sloupci
zastoupena ménékrat (v pripadé shodného zastoupeni zvolime jakéhokoli). Tim zajistime, Ze
ve sloupci pridané zidle bude splnéna podminka. V fadku této zidle bude také splnéna pod-
minka, protoze v tomto fadku puvodné sedél sudy pocet politikl, tedy stejné republikant jako
demokratii. Ostatni fadky a sloupce jsme nezménili, takze jsme dosahli vyhovujiciho rozesazeni.

V opac¢ném pripadé je ve vSech tadcich i sloupcich sudy pocet zidli. Pak odeberme libovolnou
zidli. Na zbylych n zidli opét rozesadime politiky dle indukéniho pfedpokladu a odebranou zidli
na nadvori vratime. Pocet dosud usazenych politikt je lichy, a tak nékterd politickd strana S
v poctu politikd prevazuje nad druhou stranou 7. V kazdém radku kromé toho s odebranou
7idli sedi sudy pocet politikii, a proto jsou v nich obé politické strany zastoupeny stejné. Z toho
plyne, Ze aby strana S celkové pfevazovala, musi pfevazovat v fadku s odebranou zidli. Stejné
tak musi strana S prevazovat i ve sloupci s odebranou zidli, a tedy usazenim politika ze strany T°
na tuto zidli docilime vyhovujiciho zasedaciho poradku — v kazdém fadku i sloupci bude stejny
pocet demokratt jako republikana.

Pro libovolnou konfiguraci n + 1 zidli tedy umime posadit politiky dle zadani.

Z principu matematické indukce tedy plyne, Ze lze rozesadit demokraty i republikany dle
zadani pro jakoukoliv konfiguraci zidli.

ALTERNATOVNI RESEN{ (PODLE FRANTISKA COUFA):

Uvazme graf, jehoz vrcholy budou jednotlivé sloupce a fadky ¢tvercové mrizky. Mezi vrcholem
reprezentujicim i-ty sloupec a vrcholem reprezentujicim j-ty fadek vede hrana praveé tehdy, kdyz
se na nadvofi nachézi zidle v i-tém sloupci a v j-tém fadku. Nyni chceme dokazat, ze hrany
tohoto grafu l1ze obarvit dvéma barvami (ozna¢me je R a D) tak, aby se u kazdého vrcholu poéty
hran jednotlivych barev, které z tohoto vrcholu vychazi, lisily nejvyse o jedna.

Tento graf je bipartitni, jelikoz vSechny hrany spojuji vrchol sloupce a vrchol fadku. Neexis-
tuje zddna hrana mezi dvéma vrcholy sloupci ani dvéma vrcholy fadka. Z bipartity plyne, ze
vSechny kruznice v grafu maji sudou délku.

Graf obarvime nésledujicim postupem. Dokud je v grafu néjaka kruznice, tak na jeji hrany
stfidavé pouzivame barvy R a D a nasledné obarvené hrany z grafu odebereme.

Po obarveni vSech kruznic ndm zbyde les. Ten budeme obarvovat po jednotlivych komponen-
tach (stromech). Strom obarvime napfiklad takto: Vybereme si libovolny vrchol, odkud za¢neme.
Hrany, které z tohoto vrcholu vychazi, obarvime stf¥idavé barvami R a D. Néasledné se vénujeme
vrcholim, do kterych jiz vede jedna obarvena hrana. U téchto vrcholi opét dobarvime ostatni
hrany stfidavé barvami R a D. Pfitom vzdy zac¢indme obarvovat opa¢nou barvou, nez jakou ma
hrana, kterd do tohoto vrcholu uz vede.



Tak dostaneme vyhovujici obarveni stromu, a tedy i pivodniho grafu, protoze pridavanim
na stfidacku obarvenych kruznic neménime rozdil po¢tu zastoupenych barev u pevného vrcholu.

PozNAMKY:

Zhruba polovina feSiteltl si s ulohou spravné poradila. Kazdy z nich se k cili dobral jinym
postupem. Vétsina vSak néjakym zpusobem vyuzivala matematickou indukci. Imaginarni bod
si zaslouzil Frantisek Couf se svou originalni aplikaci grafi. (Martin Hora)

Uloha 8. (8; 4; 2,63; 3,0)
Ve volbach soupefili dva kandidati. Prvni z nich dostal a hlast, druhy b hlast, piicemz a > kb pro
néjaké piirozené k. Hlasy se s¢italy v nahodném poradi. Jaka je pravdépodobnost, Ze v prubéhu
celého sc¢itani mél prvni kandidat ostie vic hlast, nez byl k-nasobek poctu dosud sectenych hlast
jeho soupere, tj. ze nerovnost platila pro vsechny priibézné vysledky béhem sc¢itani?

(David Hruska)

RESEN{:
Necht P(a,b), kde a > kb, znaé¢i hledanou pravdépodobnost. Matematickou indukci podle souétu

a + b dokazeme, ze
a— kb

a+b’

P(a,b) =

Nase bazové kroky budou P(a, kb), ktera opravdu vyjde 0, protoze nerovnost uréité neplati po

poslednim hlasu, a P(a,0), kterd zfejmé vyjde 1. Nyni pfedpokladejme, ze a > kba b # 0 a

rovnost plati pro kazdé P(a’,b’), kde a’ + b < a+ b a a’ > kb'. Pravdépodobnost, ze posledni
a

z a + b hlasu ziska prvni politik, je o Pravdépodobnost, Ze posledni z a + b hlasi ziska druhy

politik, je GLer Pokud podminka plati v celém prubéhu séitani, pak musi také platit béhem
a+b—1 prvnich hlast. Naopak pokud podminka plati béhem a + b— 1 prvnich hlast, pak bude
také platit i po poslednim hlasu, tedy v celém pritbéhu séitani, nebot a > kb. Dostavame tedy
vztah

a b
P(a,b) =~ P(a—1,b)+ —— P(a,b—1) =
@0 = o Pa-1b+ L Plab-)
a(a — 1 — kb) bla — kb + k) (a —kb)(a+b—1) a—kb

(a+b)a+b—1) (a+b(a+b—1) (a+bla+b—1) a+b’

PozNAMKY:
Seslo se osm Tfeseni a pulka z nich byla spravna. Na stejny vysledek se dalo prijit jinym zptsobem,
a to tak, ze vSechny pribéhy scitani hlast rozdélime do skupin s nejvyse a + b prvky, které se
daji na sebe prevést cyklickou zdménou — pak vysSe nalezena pravdépodobnost plati v kazdé
takto vytvorené skupiné. Myslim si, ze osmicka této série nebyla tézka, ale resitelé se ji jenom
bali. :)

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)



