Povidani ke druhé jarni sérii

Tématem druhé jarni série jsou iraciondlni c¢isla. VétSina z vas je uz urcité zna ze skoly, jisté
vSak nebude na Skodu si o nich néco pfipomenout. V bézném zivoté Casto pracujeme s Cisly
prirozenymi a celymi. K tomu, abychom mohli bez problému délit, byla zavedena ¢isla racionalni.
To jsou vSechna d¢isla, kterd se daji napsat ve tvaru %, kde a je celé a b prirozené. Jsou-li navic
a a b nesoud€lna, je tento zapis jednoznacny a rikame, ze zlomek % je v zédkladnim tvaru.

Vsechna racionélni éisla se v desitkové soustavé (ale i v jinych soustavach) daji vyjadFit
pomoci desetinného zapisu, ktery je bud ukonceny (tj. za desetinnou ¢arkou je pouze koneéné
mnoho ¢islic), nebo periodicky (tj. od uréitého mista za desetinnou ¢arkou se opakuje stale stejna
kone¢na posloupnost ¢islic). Periodu obvykle zna¢ime ,nadéarou“. Uvedeme nékolik piikladia
racionalnich &isel: % =0,6, % =0,5125, % =0,6 % = 0,234. Neni t&zké si rozmyslet, ze soucet,
rozdil, souéin i podil dvou racionalnich éisel je opét racionalni (u podilu musime pfedpokladat,
ze délitel neni roven nule).

Na kladna racionalni ¢isla mizeme pohlizet jako na délky tiseCek — udéavaji vzdalenost dvou
bodu. Prirozené vyvstava otazka, zdali existuji i vzdalenosti, které se nedaji zapsat jako podil
dvou celych &isel. Odpovéd znali uz staii Rekové, ktefi uméli dokazat, ze takové vzdalenosti
opravdu existuji. Prikladem je délka uhlopficky ve ¢tverci o strané 1, jak uvidime pozdéji. Tato
¢isla — spolu s Cisly k nim opac¢nymi — nazyvame iracionalni.

Racionalni ¢isla spolu s iraciondlnimi tvori ¢isla redlna. Iraciondlni ¢isla nelze zapsat ve tvaru
podilu dvou celych cisel, coz je ekvivalentni tomu, Zze maji neukonceny neperiodicky desetinny
rozvoj. Radi se mezi né slavna ¢isla jako 7, udévajici pomér obvodu a priméru kruznice, nebo
Eulerovo ¢islo e. Kromé téchto ¢isel, o kterych je relativné obtizné dokazat, ze opravdu jsou
iracionalni, existuji i takova, o kterych to jde dokazat relativné snadno.

Tvrzeni. Cislo v2 Jje iracionalni.

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, ze v/2 je racionalni. Existuji tedy dvé cela &isla p, g takova,
7e /2 = p/q. Po umocnéni na druhou a nasledném vynasobeni ¢ dostaneme, 7e musi platit
2¢% = p2. Jeliko# p, ¢ jsou cel &isla, musi byt v prvoéiselnych rozkladech p?, g2 dvojka v sudé
mocniné. To ale znamenad, Ze na levé strané posledni rovnice je dvojka v liché mocniné, zatimco
na pravé strané v sudé. Tato rovnost tedy nemtize platit pro zadna celd p, g, a proto je v/2
iracionélni.

Vyse uvedeny dukaz lze zobecnit. Zjistime tak, Ze pokud pfirozené ¢islo neni druhou moc-
ninou jiného prirozeného cisla, pak uz je jeho odmocnina nutné iracionalni. Podobné lze dikaz
upravit i pro vyssi odmocniny.

Prestoze je obecné velmi tézké dokazat iracionalitu néjakého d¢isla, ukazuje se, ze v jistém
smyslu je iracionalnich &isel mnohem vice nez racionalnich.! Neni t&zké si rozmyslet a dokazat,
ze soucet ¢i soucin nenulového racionalniho ¢isla s iraciondlnim je vzdy iracionalni. Tento fakt

1Jak porovnat velikosti nekoneénych mnozin? Toto téma je zajimavé, le¢ velmi rozsihlé
a nesouvisejici s touto sérii. Zvidavy Ctenaf se o ném muze dozvédét v knihovné na nasich
internetovych strankach: http://mks.mff.cuni.cz/archive/21/10.pdf
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muzete ve svych fesenich bez dikazu pouzivat. O souctu ¢i soucinu dvou iracionalnich ¢isel vsak
nelze obecné nic Fict (napf. V2 4+ /3 je iracionalni, ale v/2 4+ (10 — \/5) je raciondlni).

Na zavér si ukazeme jesté jeden priklad, jak dokézat, ze je néjaké cislo iraciondlni.
Uloha. Dokazte, ze ¢islo 0,1234567891011 .. ., ve kterém za desetinnou &arku postupné piseme
vSechna prirozend cisla, je iracionalni.

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze toto ¢islo je racionalni. Jeho desetinny rozvoj zjevné neni
ukonéeny, proto musi byt periodicky. Necht méa tedy periodu délky n a predperiodu délky m.
Za desetinnou ¢arkou vSak umime najit posloupnost alespont m + n nul za sebou (napfiklad
v ¢&isle 10m1 7). Z téchto nul je nejvyse m v predperiodé a alespoii n za ni, takZe perioda musi
byt slozena ze samych nul. Podobné ale umime najit i posloupnost m + n jednicek, dvojek, ...,
¢imz dostavame spor. Pivodni predpoklad tedy neplati a ¢islo 0,1234567891011 ... je skutecné
iracionélni.

Nyni uz vite vSe, co potfebujete, tak sméle do feseni dalsi série!



