Minima and Maxima

4™ AUTUMN SERIES DATE DUE: 6™ JANUARY 2014

Pozor, u této série prijimame pouze feSeni napsana anglicky!

PROBLEM 1. (3 POINTS)
Ann found a triangle with numbers 1 to 6 written at its vertices and midpoints of its sides (each
number was used once). When she summed the triplets of numbers along the triangle sides, the
largest sum was 15. When she summed the pairs of numbers along the midlines, the smallest
sum was 4. What is the largest possible sum of the three numbers at the vertices?

PROBLEM 2. (3 POINTS)
Numbers 1,2,...,2014 are written around a circle in some order. What is the smallest possible
sum of the absolute differences of adjacent numbers?

PROBLEM 3. (3 POINTS)
Martin loves every positive integer which does not contain digit 9 in its decimal representation
and which becomes a square of an integer if any single of its digits is increased by one. Out of
the numbers he loves, he loves the largest one the most. Which number is it?

PROBLEM 4. (5 POINTS)
In terms of n, what is the largest number of subsets of the set {1,2,3,...,n} which can be
chosen such that every two chosen subsets have at most two elements in common?

PROBLEM 5. (5 POINTS)
Given an equilateral triangle ABC, let £ be a line passing through A parallel to BC. For every
point S on ¢, consider a circle w centered at S and tangent to the line BC. Determine all
positions of S for which the length of arc of w lying inside AABC' is the maximum possible.

PROBLEM 6. (5 POINTS)
Find the largest possible number of rooks that can be placed on a 3n X 3n chessboard so that
each rook is attacked! by at most one other rook.

PROBLEM 7. (5 POINTS)
An uncolored 7 x 7 chessboard is given. What is the smallest number of squares which can be
colored black so that every 5-square (Greek) cross contains at least one black square?

PROBLEM 8. (5 POINTS)
In a certain grocery store, Bartcha noticed 100 boxes full of fruits. Every box contained apples,
bananas, and pineapples. Prove that Bartcha can buy 51 of these boxes so that she gets at least
half of the apples, bananas and pineapples simultaneously.

LA rook is attacked by another rook if they belong to the same row or column and there are
no other rooks between them.



Minima and Maxima — Introduction

This text aims to give you a basic grasp of what a typical solution of a problem involving minima
or maxima should look like and warn about common mistakes. Perhaps the most instructive
way of doing so is through an example.

Problem. Find the largest number of chess knights that can be placed on an 8 x 8 chessboard
so that no knight is attacked by another knight.

Solution. The first step in attacking such problems is usually to “guess” the desired number.?
In this case it might consist of trying various configurations of knights, observing conditions on
them etc.

We may notice that if two knights attack each other, then they are necessarily placed on
squares with different colors, thus by filling all the light (or all the dark) squares with knights
gives a valid configuration of 32 knights. Since this seems like a promising number, let us try
to prove that it is indeed the maximum. We have to show two separate propositions:

(i) that we are really able to distribute 32 knights on the chessboard in accordance with
the given condition, and

(ii) that whenever we place at least 33 knights, there will be at least two of them attacking
each other.

Concerning the proposition (i), we do not have much work left: We have already described
one suitable placement in the previous paragraph. However, keep in mind that the solution of
any minima/maxima problem is incomplete without providing an example (or at least proving
the existence) of a situation in which the extremum is attained.

The proposition (ii) is more challenging. Seeing the configuration from (i), one might try to
argue that we have placed the knights in “the best possible way”, and hence there is no way to
place more than 32 of them. Unfortunately, showing something like that is usually very difficult
and the reasoning based on “best ways” is almost never correct.

A better approach is to examine a situation with too many knights and derive a contradiction.
Consider a division of the chessboard into eight 2 x 4 rectangles. Observe that when there are
more than 32 knights, one of these rectangles has to contain at least five of them. But in every
such rectangle, each knight attacks exactly one square, thus each “covers” two squares out of
eight. We infer that every rectangle can hold at most four non-attacking knights, contradicting
the observation above.

The propositions (i) and (ii) together imply that 32 is indeed the sought largest number.

We hope that reading this short introduction helps you deal with any minima/maxima prob-
lems and wish you good luck in solving the problems of the 4th autumn series!

20f course, this step is omitted if the problem already says what the sought extreme value is;
that would be the case if the problem above was formulated like “Prove that the largest number
of chess knights (...) is 32.”
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Problem 1. (70; 63; 2,73; 3,0)
Ann found a triangle with numbers 1 to 6 written at its vertices and midpoints of its sides (each
number was used once). When she summed the triplets of numbers along the triangle sides, the
largest sum was 15. When she summed the pairs of numbers along the midlines, the smallest
sum was 4. What is the largest possible sum of the three numbers at the vertices?

(Anic¢ka Dolezalovd)

RESENT:

Ked hladdame, aky je maximélny stucet vrcholov v trojuholniku, tak to je ekvivalentné tlohe
najst minimalny stcet bodov, ktoré lezia v stredoch stran. Vsimnime si, ze su¢et dvoch najmen-
Sich &isel (z tychto ,stredovych bodov“) je 4, takze to bezpodmieneéne musia byt ¢isla 1 a 3,
a teda dvojka nemédze byt poslednym stredovym bodom. Najmensie ¢islo, ktoré moéze byt dalsim
stredovym bodom, je 4. Z toho vyplyva, Ze maximélny stéet vrcholov méze byt 13 = 6 + 5 + 2.
Zostédva nam uz len ukézat, ze také rozmiestnenie ¢isel vieme ndjst (vid obrazok) a splituje
zaroven aj podmienku, Ze st¢et bodov na jednej (spodnej) strane je 15.
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POZNAMKY:
Uloha bola jednoduché a skoro vetkym sa ju podarilo spravne vyriesit. Vo vzoraku som chcel
ukdzat iny sposob, ako sa dalo prist k vysledku. Vicsina Iudi postupovala priamociarejsie —
dopliali do trojuholnika postupne body a tak zistili, ako bude trojuholnik vyzerat.
Na zaver by som vam chcel pontiknut luxusné video od Rada Svarca, ktory nam rieSenie podal
v netradiénom prevedeni :-). Ndjdete ho na http://www.youtube.com/watch?v=ARwwjlZ-pDQ.
(Viktor Szabados)

Problem 2. (50; 35; 2,24; 3,0)
Numbers 1,2, ...,2014 are written around a circle in some order. What is the smallest possible
sum of the absolute differences of adjacent numbers? (Aléa Skélovd)
RESEN(:

Na kruhu najdeme ¢islo 1, vyrazime z néj jednim smérem a budeme postupné scitat absolutni
hodnoty rozdilti sousednich cisel. Nez narazime na ¢islo 2014, je tento soucet nutné alespon
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2014 — 1 = 2013. Muzeme si predstavit, ze z vysky jednoho metru nad mofem stoupame na
horu vysokou 2014 metrt. Pak také musime piekonat prevyseni 2013 metri. Podobné pokud se
od ¢isla 1 vydame opacénym smérem, soucet je opét aspon 2013. Dohromady tedy dostavame
2013 + 2013 = 4026.

Mame dolni odhad, zbyva zjistit, jestli je pro néjaky kruh takovy soucet mozny. A to uz je
snadné: kazdy kruh, v némz je mezi 1 a 2014 obéma sméry jen rostouci posloupnost ¢isel, ma
soucet absolutnich hodnot rozdila pravé 4026 (nebot pfi cesté k vrcholu hory nijak zbyte¢né
nestoupame ani neklesame).

POZNAMKY:

Naprosta vétsina resitelt bez problému dosla ke spravnému vysledku. Ne vsichni si ale uvédomili,
ze nalezeni jedné moznosti a prohlaseni ji za minimum nestaci. Je potfeba ukazat, ze soucet pro
jinou moznost nemuze byt mensi. Dikazy se objevily vSelijaké, n€které byly precizni a obecné,
jiné si vystacily s podobnym zjevnym argumentem jako vyse. (Béra Kocidnovd)

Problem 3. (49; 38; 2,22; 3,0)
Martin loves every positive integer which does not contain digit 9 in its decimal representation
and which becomes a square of an integer if any single of its digits is increased by one. Out of
the numbers he loves, he loves the largest one the most. Which number is it? (Martin Cech)

RESEN(:

Oznacme si néjaké alespon dvojciferné Martinovo oblibené ¢islo jako n. Pak ¢islan+11in+ 10
musi byt &étverce. Nechf tedy n + 1 = a? a n + 10 = b?, kde a,b € N a navic a < b. Po
odecteni téchto rovnic dostavame, ze b — a? = 9, neboli (b+a)(b—a) =9. Z b > a > 0 plyne
b+a>b—a>0. Tato podminka ndm z moznych rozklada ¢isla 9 na soucin dvou celych cisel
zanechd jedinou moznost, a to b+a =9, b —a = 1, z ¢ehoz dostavame feSeni a = 4, b = 5.
Odtud mame n = a? — 1 = 15, které vyhovuje zadani. Cislo 15 je tak jediné alespon dvojciferné
Martinovo oblibené, a je proto nejvyssi.

POZNAMKY:

Ackoliv byla tloha docela jednoducha, ¢ast fesitelt zapomnéla na néjaké drobnosti, jako napfi-
klad pro¢ nemusime brat v uvahu rozklad 9 na zaporna ¢isla. Za takové malickosti jsem body
nestrhaval, rozhodl jsem se ale strhnout bod za to, ze jste Gplné bez dikazu tvrdili, ze 52, 42
jsou jediné étverce, jejichz rozdil je 9. Neni to pravda, protoze 32 —02 = 9. Je viak pravda, Ze to
jsou Ctverce nejveétsi, coz k reseni ulohy staci. Bohuzel se naslo i par takovych, ktefi si nepozorné

precetli zadani a predpokladali, ze zvétsuji jenom jednu cifru. (Martin Cech)
Problem 4. (48; 42; 3,79; 5,0)
In terms of n, what is the largest number of subsets of the set {1,2,3,...,n} which can be chosen
such that every two chosen subsets have at most two elements in common? (David Hruska)
RESENT:

Zacneme nejprve s malymi hodnotami n. Pro n < 2 mizeme jisté vybrat vSechny podmnoziny, a
proto pro n = 0, 1,2 mame postupné 1, 2 a 4 mozné podmnoziny. Déale budeme uvazovat n > 3.
Jisté mzeme vybrat vSechny nejvyse t¥iprvkové podmnoziny, nebot tyto nemohou mit vice nez
dva spolecné prvky s libovolnou jinou takovou mnozinou. Celkovy pocet vybranych mnozin pak

bude roven . . . . W8 4 Bt 6
(0) * (1) + (2) * (3) -6

coz funguje dokonce i pro specialné rozebirand malé n.
Nyni dokdzeme, Ze vétsi pocet podmnozin neni mozné vybrat. Pro spor predpokladejme, ze
pfi nejvétsim mozném poctu vybranych podmnozin mame vybranou nékterou podmnozinu M
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s vice nez tfemi prvky. Poté muzeme M nahradit vSemi jejimi t¥iprvkovymi podmnozinami —
ty jsou urcité alespon dvé a rovnéz nemaji spolecné vice nez dva prvky s ostatnimi vybranymi
podmnozinami. Toto je spor s tim, Ze se jednalo o nejvétsi pocet podmnozin, a tedy neni mozné
vybrat vice podmnozin nez vSechny nejvyse t¥iprvkové.

POZNAMKY:

Naprosta vétsina z vas se dopracovala ke spravnému vysledku, ktery ovsem mnohym vychézel
o jedna mensi, nebot z néjakého zahadného divodu nemaéte radi prazdné mnoziny. Za absenci
préazdné mnoziny jsem strhaval jeden bod. Za spravny vysledek jste mohli obdrzet tii body,
pri¢emz dalsi dva na vas ¢ekaly za diukaz, Ze se opravdu jednad o maximum. Klasicky problém tu
totiz spocival v tom, ze jste mluvili o vyhodnosti pouziti vSech trojic a o tom, jak si vybérem
té ¢i oné vétsi mnoziny zakdzeme vice dalsich mnozin, takze je to pro nas velice nevyhodné.
Nemusim snad dodavat, zZe tyto argumenty o vyhodnosti jsou skvélym prvkem reklam, ovSem
v matematickém dikazu uz maji vyuziti zna¢né mensi :) (Lukés Zavrel)

Problem 5. (42; 27; 3,005 3,5)
Given an equilateral triangle ABC, let { be a line passing through A parallel to BC. For every
point S on ¥, consider a circle w centered at S and tangent to the line BC. Determine all
positions of S for which the length of arc of w lying inside AABC' is the maximum possible.
(David Hruska)

RESENT:

Pro libovolny bod S € [ je polomér odpovidajici kruznice w dén vzdalenosti d primek ! a BC.
Pro délku L kruznicového oblouku plati L = a - r, kde r je polomér kruznice a a je pfislusny
stfedovy thel v radidnech (m = 180°). Jelikoz vSechny kruznice w maji stejny polomér d, je
maximalita délky oblouku ekvivalentni maximalité pfislusného stfedového thlu. Rozlisime dva
pfipady. V obou mtizeme vzhledem k symetrii BUNO piedpokladat, ze body C a S lezi ve stejné
poloroving uréené pfimkou AB (bod S je ,vpravo“ od A nebo pfimo S = A).

(i) |[AS] < d. V tomto pfipadé protind kruznice w obé tsecky AB i AC, kazdou pravé
jednou. Ozna¢me jejich priseciky s w po fadé D, E (E # A). P¥imka [ svird s polopfimkou AC
i s polopfimkou opa¢nou k poloptimce AB thel 60°, priseéik w s touto opa¢nou polopfimkou
oznacme F' (F # A). Navic tyto dvé polopfimky nelezi na jedné pfimce, tedy jsou osové soumérné
podle [. Kruznice w je taktéz osové soumeérné podle [, proto jsou i odpovidajici priseciky E a
F' osové soumérné podle [, tedy pfimka EF je kolmé na [ i na BC. Z toho jiz snadno zjistime,
ze |X<AFE| = 30°. Krat$imu oblouku DE odpovida obvodovy thel 30°, ¢ili p¥islusny stfedovy
thel ma velikost 60°.

g
Q



(ii) |JAS| > d. KruZznice w tentokrat protind pouze stranu AC (pokud ji neprotina, zkoumany
oblouk neexistuje), a to ve dvou bodech (pokud se w dotykd AC, oblouk mé nulovou délku).
Oznaéme G prisecik blizsi k A. Podivejme se na trojuhelnik ASG. Jelikoz |<TGAS| = 60°, plati
|[<KCGS| = |[<KGAS| + |[MASG| > |[<GAS| = 60°. Trojuhelnik GSH, kde H je druhy prisecik
AC' s w, je zfejmé rovnoramenny, tedy |<{IGSH| = 180° — 2. |[<{HGS| < 60°.

H
B C

Délka oblouku leziciho uvnitf trojihelniku ABC je tedy maximalni, pravé kdyz |AS| < d.

POZNAMKY:

S nadsazkou lze Fici, Ze co feSeni, to unikat. Ke slovu se dostala kromé standardniho thleni
sinova i kosinova véta, véta o thlu tétiv, shodné zobrazeni, a co by to bylo za geometrii, kdyby
ji alespon nékdo nevyfesil analyticky. Uloha se takiikajic vzdala témét jakémukoliv atoku. Pro
fajnsmekry dodavam na rozmyslenou — jak s feSenim souvisi tzv. ,antisvrk“?3 Vétsina fesitelt
presla ¢ast (ii) jen s konstatovanim, ze kdyz se bod S vzdaluje od A, délka oblouku uvniti ABC
se zmensuje, apod. Pouzita tvrzeni tohoto typu byla sice velmi intuitivni a snadno dokazatelna,
takze jsem za pouhé jejich zminéni body nestrhaval, ale pfesto je vzdy lepsi je alespon strucné
dokazat. Resitele, kteii se o to s iispéchem pokusili, jsem ocenil kladnym imaginarnim bodem.
Nékteri fesitelé mé potésili velmi dobrou angli¢tinou (obcas asi lepsi, nez je ta moje), ostatni
bych chtél povzbudit k dalsimu zdokonalovani se v tomto jazyce, odborném i obecném, nebot

o jeho uplatnéni v obou oblastech nemiize byt pochyb. (David Hruska)
Problem 6. (56; 46; 3,34; 4,0)
Find the largest possible number of rooks that can be placed on a 3n X 3n chessboard so that
each rook is attacked* by at most one other rook. (Aléa Skélovd)
RESENT:

Ukézeme, Ze maximalni pocet vézi, které lze rozmistit dle zadéani, je 4n.

Predné si vSimnéme, Ze v jednom fadku ¢i sloupci mohou byt nejvyse dvé véze. Jsou-li navic
v néjakém radku, resp. sloupci Sachovnice dvé véze, pak se ve sloupcich, resp. fadcich, kde tyto
dvé véze stoji, jiz nemuze nachazet zadna dalsi véz.

Pro spor predpokladejme, Ze se ndm na Sachovnici podarilo korektné rozmistit alespon 4n+1
vézi. Potom musi byt v alespon n + 1 fadcich dvé véze. Tyto dvojice vézi vynucuji existenci
alesponi 2(n + 1) sloupci, ve kterych je pouze jedna véz. Ve zabyvajicich nejvyse n — 2 sloupcich

3 http://iksko.org/files /sbornik1.pdf
4A rook is attacked by another rook if they belong to the same row or column and there are
no other rooks between them.



mohou byt nejvyse dvé véze, tedy pokud spocitame celkovy pocet vézi na Sachovnici pfes sloupce,
zjistime, ze vézi je na Sachovnici nejvyse

2n+1)+2(n—2)=4n—-2<4n+1,

coz je hledany spor.

Moznosti, jak na Sachovnici 3n X 3n spravné rozmistit 4n vézi, je mnoho — jeden mozny
zpusob je celou Sachovnici rozdélit na ¢tverce 3 x 3, vzit ty na diagonale a do kazdého z nich
umistit ¢ty véze tak, aby se po dvou ohrozovaly (,do kiize“). Situaci ilustruje obrazek:

) |
E K
) |

(g
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POZNAMKY:

Vétsina feSeni nepostupovala jako vySe uvedené, ale zaklddala se na uvaze, ze dvojice ohro-
zujicich se vézi ,zabere“ dva fadky a jeden sloupec ¢i naopak, tedy do Sachovnice, kterd ma
dohromady 6n sloupcti a fadk®, muzeme takovychto dvojic umistit nanejvys 2n. Pak je ovSem
potfeba se jesté né€jak vyporadat s piipadnymi vézemi, které nejsou vibec ohrozeny, pricemz
pouhé konstatovani, ze ty ,nejsou tak vyhodné“, nesta¢i — co kdyby byl maximalni rozestavi-
telny pocet vézi lichy? Za tuto nedbalost jsem strhaval bod. Mnoha Fesitelim vSak tloha necinila
zadné obtize a vyslouzili si plny bodovy zisk. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Problem 7. (53; 34; 3,09; 4,0)
An uncolored 7 X 7 chessboard is given. What is the smallest number of squares which can be
colored black so that every 5-square (Greek) cross contains at least one black square?

(Martin Tépfer)

RESEN(:
Vyhovujici obarveni sedmi poli je zndzornéno na nasledujicim obrazku.




Nyni pro spor predpoklddejme, Ze staci obarvit nejvyse Sest poli. Kdyz tabulku 7 X 7 pokryjeme
Sesti neptrekryvajicimi se k¥izi (viz obrazek), bude muset byt v kazdém kiizi pravé jedno obar-
vené policko. To znamena, ze policka mimo tyto kiize nemohou byt obarvena. To samé plati
i v pfipadé, Ze zndzornéné pokryti otod¢ime o 90°, tedy obarvené nemuze byt zadné z Sedych
poli¢ek na obrazku vpravo. K tomu, aby stfedovy kfiz obsahoval obarvené policko, musi byt
obarvené prostfedni pole.

Stejny trik nyni zopakujeme. Protoze je prostfedni pole jiz obarvené, budeme pokryvat zbyla pole
péti neprekryvajicimi se kiizi. Opét bude muset kazdy z nich obsahovat pravé jedno obarvené
pole, a tedy pole mimo kfize musi byt neobarvena. Vyuzijeme tato dvé pokryti:

-
-

Kdyz uvazime vsechna ¢tyfi otoceni pokryti vlevo a u pokryti vpravo uvazime nejen jeho otoceni,
ale i otoceni jeho symetrické varianty, vylouc¢ime tak obarveni vSech policek kromé prostiedniho.
To ale znamend, ze vyhovujici pokryti ma obarvené jediné policko, coz je zjevné spor.

POZNAMKY:

Sedma tloha s Sachovnici 7 X 7 a vysledkem 7 naldkala nezvykle mnoho fesiteld. Bohuzel v mno-
hych Fesenich uplné chybél pokus o dikaz, ze nestac¢i obarvit Sest poliéek. Obcas se vyskytlo i
vagni presvédCovani, ze jsme vybirali ta nejlepsi mozna policka. Takovy postup ale u podobnych
aloh témér nikdy nevede ke kyzenému vysledku a ani tato tloha nebyla vyjimkou.

Casto se v feseni objevovalo poéitani, kolik kiizfi obarvenim daného poli¢ka ,vyiesime“. Tento
postup vétsinou slavil tspéch, jen bylo potifeba poraddné rozebrat situace s kiizi v rohu. Chtél
bych také vyzdvihnout naprosto originalni feSeni Eduarda Batmendijna, ktery si tim vyslouzil
imaginarni bod a mutj véény obdiv. (Martin Topfer)

Problem 8. (125 2; 0,67; 0,0)
In a certain grocery store, Bartcha noticed 100 boxes full of fruits. Every box contained apples,
bananas, and pineapples. Prove that Bartcha can buy 51 of these boxes so that she gets at least
half of the apples, bananas and pineapples simultaneously. (Martina Vavackova)

RESEN(:

Z celkového poctu 100 prepravek odebereme tu s nejvétsim poctem jablek a ze zbylych 99 tu
s nejvetsim poctem banant — oznaCme je postupné J a B. Zbyvajicich 98 prepravek sefadime
sestupné podle poc¢tu jablek a rozdélime je do dvojic (prvni s druhou, t¥eti se étvrtou, az deva-
deséta sedmé s devadesétou osmou).



Nyni vytvofime dvé skupiny po 49 pfepravkich. Budeme postupné brat vSechny dvojice a
prepravku s vétsim poctem banant vzdy umistime do skupiny, v niz je aktualné banand méne,
druhou pfepravku do druhé skupiny. Pokud je v obou pfepravkidch nebo v obou skupinach
aktualné stejny pocet banant, mtizeme si vybrat, kterou prepravku dame kam. Timto postupem
zajistime, ze v kazdém kroku se budou pocty bandni v jednotlivych skupinach lisit nejvyse
o pocCet banant v B. Kdyz tedy k libovolné ze skupin pfidame prepravky B a J, budeme mit
zaruceno, ze zde mame nadpolovi¢ni vétsinu banani.

Ukézeme, ze totéz plati pro jablka. Ozna¢me pocty jablek v pfepravkich v prvni, resp.
v druhé skupiné sestupné ai,a2,...,a49, resp. by, ba,...,bsg. Oznac¢me pocet jablek v J jako
ap a pridejme tuto pfepravku k prvni skupiné. Pak plati a; > b;+1, ¢ = 0,...,48. Po secteni
vSech nerovnosti dostaneme, Ze pocet jablek v prvni skupiné spolu s J je vétsi nebo roven poctu
jablek v druhé skupiné. Stejnou ivahu muzeme provést i naopak.
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Staci tedy vybrat skupinu s vétSim pocétem ananast a pfidat k ni pfepravky B a J. Takto
Barca v kazdém pripadé ziska 51 prepravek, v nichz bude dohromady alespon polovina celkového
poctu jablek, banani i ananasu.

POZNAMKY:
Sesla se spousta Feseni, z nichz drtiva vétsina byla Spatné. Obzvlast typické byly chybné pred-
poklady, které ulohu zjednodusily natolik, Ze se z ni stala ocividna zalezitost.

(Martina Vavackova)



