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4. JARNT SERIE TERMIN ODESLANf: 5.KVETNA 2014

V této sérii nejsou tlohy razeny podle obtiznosti, ale podle témat (v ramci kazdého tématu je
jedna tloha snazsi a jedna obtiznéjsi). Pozor, poéitaji se body za vSechny tdlohy!

ULoHA 1.

Kuba nasel v supliku c¢tvereckovany papir o rozmeérech 20 x 14. Nékolikrat jej piehnul podél
stran Ctvereckd, ¢imz dostal jediny Ctverecek 1 x 1. Kolik nejvice kust mutze vzniknout, pokud
Kuba rozstfihne takto slozeny papir podél

(a) usecky spojujici stiedy dvou protéjsich stran? (2 BODY)
(b) usecky spojujici stiedy dvou sousednich stran? (3 BODY)
ULoHA 2.

(a) Na strané AB konvexniho étyfuhelniku ABCD je dan bod E tak, ze EC || AD a ED || BC.
Dokazte, ze

1
Scpe < gSABCD ,

kde Scpr a Sapcp znadi obsahy pfislusnych mnohothelnikii. (2 BODY)

(b) Mgjme rtiznostranny ostrothly trojuhelnik ABC. Oznaéme H prusecik jeho vysek. Osa
ostrého thlu sviraného vyskami z vrcholu B, C protne strany AB, AC po fadé v bodech P, Q.
Nakonec bud M stfed strany BC' a R prusecik osy vnitfniho thlu u vrcholu A s tseckou M H.

Dokazte, ze body A, P, Q, R lezi na jedné kruznici. (3 BODY)
ULoHA 3.
(a) Naleznéte funkci definovanou na realnych ¢islech, jejim# grafem je lomena ¢aral! a ktera
nabyva kazdé redlné hodnoty pravé trikrat. (2 BODY)
(b) Pro kterd pfirozend ¢isla n existuje polynom f stupné n a nekone¢na posloupnost navzajem
riznych prirozenych &isel aq,az, ... takova, ze plati f(a1) =0 a f(a;) = a;—1 pro kazdé ¢ > 1?7
(3 BODY)
ULOHA 4.

V nékterych k polickach tabulky 10 x 10 je neviditelnym inkoustem nakreslena jedna tihlopticka.
Cuch chce zjistit, ktera policka to jsou. Kdyz ukéze shora ¢i zdola na néjaky sloupec nebo zleva
¢i zprava na néjaky radek, dozvi se, kudy by z tabulky vyletél paprsek svétla, kdyby do ni vletél
pravé z onoho sméru a odrazel se pouze od vyznacenych uhlopficek jako od zrcadel. Kolikrat
nejméné musi Cuch do tabulky ukazat, aby potom mohl vzdy s jistotou uréit, kde se zrcatka
nachézeji, pokud

(a) k=2, (2 BODY)
(b) k=37 (3 BODY)

1 Lomend édra je mnozina libovolné (tedy i nekoneéné) mnoha na sebe navazujicich tsecek.
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ULOHA 5.

(a) Meéjme posloupnost pfirozenych &isel a1, as,... takovou, Ze kazdé prirozené ¢&islo se v ni
nachazi pravé jednou. Dokazte, ze pak existuji pfirozena ¢isla [, m, pro kterd plati 1 <l <m a
a1 + am = 2aq;. (2 BODY)
(b) Rozmistéte ¢isla 1,2,...,n do fady tak, aby aritmeticky primér zadnych dvou z nich
nelezel mezi nimi. (3 BODY)
ULOHA 6.

(a) Nekteré body na piimce p jsou fesné. Navic plati: vezmeme-li libovolny bod z p, pak jeho
vzdalenost od alespon jednoho z fesnych bodu je iracionédlni. Kolik nejméné muze byt fesnych

bodu? (2 BODY)
(b) Reste tutéz tlohu, je-li p rovina (nikoli pfimka). (3 BODY)
ULOHA 7.

(a) Najdéte konvexni mnohostén, jehoz stény lze obarvit ¢erné a bile tak, aby ¢ernych stén
bylo vice nez bilych, ale zddné dvé Cerné stény nemély spolecnou hranu. (2 BODY)
(b) Dokazte, ze zadnému takovému mnohosténu nelze vepsat kouli.? (3 BODY)

2Koule vepsand mnohosténu se dotyka viech jeho stén.
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4. JARNT SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (31; 25; 3,35; 4,0)
Kuba nasel v supliku ctvereckovany papir o rozmeérech 20 x 14. Neékolikrat jej prehnul podél
stran ctverecki, ¢imz dostal jediny ctverecek 1 x 1. Kolik nejvice kusi mize vzniknout, pokud
Kuba rozstiihne takto slozeny papir podél

(a) usecky spojujici stfedy dvou protéjsich stran? (Pepa Tkadlec)
(b) usecky spojujici stiedy dvou sousednich stran? (Pepa Tkadlec)
RESENT:

(a) Obarvime si vSechny vodorovné &ary Cervené a svislé zluté. Pii kazdém prehnuti se cer-
vené Cary prehnou na Cervené a zluté na zluté, vysledny ctverecek tedy opét bude mit Cervené
vodorovné a zluté svislé hrany. Jednim stfihem tedy prestfihneme bud vsechny éervené, nebo
vSechny zluté hrany, ¢imz rozstfihneme papir na né&kolik prouzkt — bud 15, nebo 21. Nejvyssi
pocet ¢asti, na které mizeme papir rozstfihnout, je tedy 21 (zfejmé tohoto poctu dosdhnout
umime).

(b) Tentokrat obarvime vrcholy &tvereckil, a to ¢tyfmi barvami — tak, aby Zadny &tverecek
nemél dva vrcholy stejné barvy a aby v kazdém radku i sloupci byly pouzité barvy pravé dveé.
Vsimneme si, ze pfi kazdém prehnuti na sebe opét polozime vrcholy stejné barvy, vysledny
slozeny papir tedy bude mit vSechny stejnobarevné body pod sebou. Odstfizenim bodu jedné
barvy dostavame jen Ctyfi mozné podoby rozstfihaného papiru v zavislosti na odstfizené barve.
Vznikne tolik casti, kolik je vrcholi odstfizené barvy, nesmime vSak zapomenout na ,velkou
déravou® cast. Celkem tak dostaneme nejvyse 89 casti.

POzZNAMKY:

Ve vzorovém fesSeni jsme ulohu vytesili pomoci obarvovani, protoze to je krasna technika, po
jejimz pouziti se tloha hned vzda. Na ni ovSsem zadny z feSiteld nepfiSel. Vétsina feSeni vSak
byla spravné, uloha se tedy ukéazala spiSe jednoduchou. Nejcast€ji fesitelé vyuzili pozorovani, ze
fezy na dvou sousednich ¢tvereccich museji byt osové soumérné podle jejich spole¢né hrany, coz
znamena, ze staci znat smér fezu v jediném Ctverecku, abychom mohli urcit vSechny ostatni.
Strhaval jsem body za nezdivodnéni toho, ze v ¢asti (a) vzdy vzniknou stejné dlouhé prouzky
papiru a v &asti (b) vzniknou ,¢tvercové diry kolem nékterych vrchola“. (Martin Cech)

Uloha 2. (33; 29; 2,42; 2.,0)
(a) Na strané AB konvexniho ¢tyfihelniku ABCD je dan bod E tak, ze EC || AD a ED || BC.
Dokazte, ze

1
Scpe < §5ABCD ,

kde Scpg a Sapcp znaci obsahy prislusnych mnohothelniki. (Martina Vavéackova)
3



(b) Méjme riznostranny ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me H prusecik jeho vysek. Osa
ostrého thlu sviraného vyskami z vrcholu B, C protne strany AB, AC po fadé v bodech P, Q.
Nakonec bud M stied strany BC a R priisecik osy vnitfniho thlu u vrcholu A s tse¢kou M H.
Dokazte, ze body A, P, Q, R lezi na jedné kruznici. (Martina Vavéackova)

RESEN(:

(a) Protoze AD || EC, je |<DAE| = |<CEB]; stejné tak, protoze ED || BC, je |X<AED| =
|[<{EBC)|. Podle véty uu tedy plati AAED ~ AEBC. Koeficient podobnosti ozna¢me k, neboli
|AD| : |[EC| = k. Stridavé thly maji stejnou velikost, proto

|X<ADE| = |<DEC| = |<ECB| = a.
Poznamenejme, Ze sin o > 0. Ekvivalentné upravujme nerovnost ze zadani:

Scpe < $5ABCD,
3Scpe < Saep + Scpe + SEBC,
2Scpre < Sagp + SeBc,
2(% - (k|AD|) - |DE| - sina) < (3 - |AD| - |DE| -sina) + (3 - (k|AD|) - (k| DE|) - sin ),
2% < 1+ k2,
0< (k—1)>=%

Posledni nerovnost plati pro vSechna realna k a provedené upravy byly ekvivalentni, proto plati
i pavodni nerovnost.

C

E

(b) Oznatme By, Co postupné paty vySek z vrcholi B, C. Ukazeme-li, ze pfimky RP, RQ
jsou kolmicemi na strany AB, AC, jiz z toho plyne dokazované — body A, P, R, Q lezi na
kruznici nad primérem AR. Konkrétné tedy dokazeme, Ze nasledujici ¢tvefice primek se protne
v jednom bodé: osa thlu u vrcholu A, pfimka H M, kolmice na AB prochazejici P a kolmice na
AC prochazejici Q.

Spocteme |<THPCy| = 90° — |[XCoHP| = 90° — |[<<BoHQ| = |<BoQH]|. (V prostiedni
rovnosti jsme vyuzili skutecnosti, ze OP je osou uhlu.) Diky tomu je trojuhelnik APQ rovnora-
menny. Tudiz se osa tthlu u vrcholu A a pozadované dvé kolmice protnou v jednom bodé. Zbyva
ukézat, ze tento prusecik lezi na pfimce HM.

Nakonec jesté oznac¢me B, C1 postupné kolmé projekce bodu M na strany AC, AB. Jelikoz
jsou trojuhelniky CCoB a BBoC pravouhlé, je By stfedem tsecky BoC' a Cp stfedem tusecky
CoB. Déle plati |<<THCBy| = 90° — |<{BAC| = |<{HBCy|, navic jsou oba trojuhelniky HC By,
H BCy pravouhlé, a proto podobné. V obou téchto podobnych trojahelnicich je pfimka PQ osou
uhlu, proto |BoQ| : |B1Q| = |CoP|: |C1P|.

Kolmice na stranu AB vedena bodem P déli isecku HM v poméru |CoP| : |C1 P|; ve stejném
pomeéru ji déli i kolmice vedena bodem @ na stranu AB. Proto tyto dvé kolmice protinaji HM
v jednom bodé€, coz jsme chtéli dokazat.
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POZNAMKY:
S prvni dlohou si poradil prakticky kazdy, kdo se do ni pustil. Zasadni bylo vS§imnout si podob-
nosti trojuhelnikd. Pak uz stacilo vyjadrit obsahy a dojit ke zndmé nerovnosti. Jen mé zarazilo,
ze nékolik FeSiteld pocitalo obsah trojuhelniku jako dvojnasobek platného vzorce S = %ab sin -y,
kde ~ je hel mezi stranami a, b. Na dalsi postup chyba neméla vliv, ale ta polovina tam opravdu
patii.

Druhd tloha naopak délala velké problémy. I doslych feseni bylo poskrovnu, navic velka ¢ast
z nich skoncila jesté pred dotazenim dikazu. Zaujalo mé, ze z téch spravnych reSeni zadna dvé
nebyla stejna, kazdy fesitel postupoval jinym zpusobem. Vyuzivali stejnolehlost, osovou symetrii

i dalsi zobrazeni a vice ¢i méné komplikované nakonec dosli k cili. (Béra Kocidnovd)
Uloha 3. (29; 23; 2,48; 2,0)
(a) Naleznéte funkci definovanou na realnych &islech, jejim# grafem je lomena c¢ara® a ktera
nabyva kazdé redlné hodnoty pravé tiikrat. (David Hruska)

(b) Pro kterd prirozena ¢islan existuje polynom f stupné n a nekoneénd posloupnost navzdjem
ruznych priirozenych cisel a1, az, ... takova, Ze plati f(a1) =0 a f(a;) = a;—1 pro kazdé i > 17
(David Hruska)

RESENT{:

(a) (Pobra JANA JURKU)
Zadanie spliuje funkcia f: R — R definovana tak, ze pre kazdé k € Z plati:

o) = x — 2k pre3k—1<z<3k+1,
| —z+2+4k pre3k+1<x<3k+2.

Graf tejto funkcie vyzerd takto:

3 Lomend ¢édra je mnozina libovolné (tedy i nekoneén&) mnoha na sebe navazujicich tsedek.
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Z obrazku je jasné, ze tato funkcia vyhovuje zadaniu.

(b) (Popra MATEJA KONEGNEHO)
Pre n = 1 existuje napriklad polyném f(x) = x — 1 s postupnostou a; = 7. Sporom ukazeme, ze
pre n > 2 taky polyném nendjdeme.

Nech teda existuje taky polyném f, ktory spliiuje nase zadanie. Podla znamienka pri vedticom
koeficiente je nas polyném od nejakého x bud stale kladny, alebo stale zaporny. Ak by bol od
tohto z stéle zdporny, tak by nas polyném f mohol nadobidat iba kone¢ne vela kladnych hodnét,
o je spor. KedZze je nas polyném stupia aspoti dva, potom aj polyném f(z) — z je od nejakého

Oznacme ig také prirodzené ¢islo, Ze pre vSetky prirodzené i vicsie ako ig plati, ze aj a; je
vicsie ako xg. (Poznamenajme, Ze také ig existuje, pretoze a; je nekoneéna postupnost réznych
prirodzenych ¢isel a tych, ktoré st mensie ako z, je konecne vela.)

Pozrime sa na nasu postupnost a;y41,aiy42,-... Zo zadania plati, ze a;o4+; = f(@ig+j+1)
pre vSetky prirodzené j, a kedze a;,4;41 je vacsie ako xo, tak plati aj f(aiy4j41) > Gig4jt1-
Podobnou tivahou dostavame, ze aj,1j > @igqjt1 > Gig+j+2 > - --. Kedze neexistuje neko-

neéna klesajica postupnost prirodzenych &isel, tak sa dostavame k sporu, ze taky polyném f(x)
existuje.

POZNAMKY:
Komentar k (a): Doslo mi vela rozmanitych predpisov funkcii, ktoré vyhovovali zadaniu. Viésina
z vas mala obrazok podobny tomu, ktory je uvedeny vo vzoraku.

Komentar k (b): Chcel by som vés pochvalit, Ze ste sa nezlakli zadania a pokusili sa ho vyriesit.
Vsetci ste to mali viac-menej spravne, co ma potesilo. (Viktor Szabados)

Uloha 4. (39; 20; 2,05; 2,0)
V nékterych k polickach tabulky 10 x 10 je neviditelnym inkoustem nakreslena jedna tthlopricka.
Cuch chce zjistit, ktera policka to jsou. Kdy# ukaze shora ¢i zdola na néjaky sloupec nebo zleva
Ci zprava na néjaky radek, dozvi se, kudy by z tabulky vyletél paprsek svétla, kdyby do ni vletél
pravé z onoho sméru a odrazel se pouze od vyznacenych thlopiicek jako od zrcadel. Kolikrat
nejméné musi Cuch do tabulky ukazat, aby potom mohl vidy s jistotou uréit, kde se zrcatka

nachézeji, pokud

(a) k=2, (Martin Cech)
(b) k=37 (David Hruska)
RESENT:

(a) Nejprve dokdzeme, Ze deset ukdzdni nestaci. Po deviti ukdzadnich totiz urcité najdeme
alespon jeden sloupec nebo fadek, v némz Cuch neukdzal na alespon dvé policka. Jsou-li zrcatka
zrovna na téchto polickach, pak Cuch nemutize jednim ukéazénim zjistit, jak jsou natocena.
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Nyni dokéZeme, Ze jedendct pokust staci. Cuch bude postupné odshora ukazovat na jed-
notlivé fadky. Jakmile narazi na zrcatko (coz je pravé tehdy, kdyz paprsek nevyleti na druhé
strané), ukdze na ptislusny fadek z druhé strany. Tim uréi poéet a polohu zrcatek v tomto fadku.
Pokud nasel pouze jedno zrcatko, pokracuje dale, dokud nenarazi na radek se zrcatkem. Polohu
tohoto zrcatka uz umi jednoznac¢né urcit. Ukézal tedy na devét radkh nejvyse jednou a na jeden
dvakrat, coz je dohromady nanejvys jedenact pokusi.

(b) Cuchovi se to nemusi podaftit, at sviti jakkoli — existuji totiz dvé riizna rozmisténi zrcatek
takova, ze kazdy vyslany paprsek vyleti z obou na stejném misté. Jedna z mnoha moznych dvojic
je na obrazku:

POZNAMKY:

Cést (a) se nakonec ukazala skoro t&78i nez ¢ast (b). Bylo to hlavné proto, #e jsem se rozhodl
byt pfisny a strhavat bod za neuplny dikaz toho, Ze deset ukazani nestaci. Tvrzenimi typu
yhejvyhodnéjsi bude ...“ nebo ,nejhorsi, co se muze stat, je, ze ...* zacinaji pfesné ty cCasti
dukazt, za které se nejcastéji strhavaji body — je tedy potieba je poradné odtvodnit nebo
vysvétlit (spousta Fesiteld pouzivajicich tyto vyrazy navic dospéla k zavéru, ze u tii zrcatek
je potieba 18-19 pokusii, pFestoze vétsinou to jde na 12). Reseni ¢asti (b) bylo mozna trochu
necekané, ale nebylo to tak tézké — pfi rozebirdni moznosti se na néj nutné muselo narazit.
Prekvapivé se vSak naslo n€kolik zkusenych resitelt, kteti se pokusili dokazat, ze dvanact ukazani

staci. Za to jsem udéloval jeden bod. (Martin Cech)
Uloha 5. (24; 20; 3,50; 4,5)
(a) Méjme posloupnost pfirozenych ¢isel a1, as, ... takovou, Ze kazdé pfirozené éislo se v ni
nachézi pravé jednou. Dokazte, ze pak existuji prirozena cisla I, m, pro ktera plati1 <l <m a
a1 + am = 2a;. (Alca Skélovd)
(b) Rozmistéte ¢isla 1,2,...,n do fady tak, aby aritmeticky primér Zadnych dvou z nich
nelezel mezi nimi. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
RESEN(:

(a) Najdeme nejmensi index [ takovy, Ze a; > a1, a déle budeme hledat index m, aby platila
rovnost ze zadani: a1 +am = 2a;, kterou si upravime na a,, = 2a; —a1. Jelikoz je v posloupnosti
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kazdé prirozené ¢islo pravé jednou, je v ni i toto ¢islo am,. Plati a; > a1, proto 2a; —a; > ay, tedy
am > a; > a1. Protoze [ je nejmensi index ¢isla vétsiho nez a1, je index m urcité vétsi. V libovolné
posloupnosti pfirozenych ¢isel tedy umime najit indexy [, m takové, ze plati 1 < I < m a zaroven
a1 + am = 2a;.

(b) Koneéné posloupnosti ¢isel, ve které mezi zddnymi dvéma ¢isly nelezi jejich aritmeticky pri-
meér, budeme nazyvat vhodné. Vhodnou n-prvkovou permutaci rozumime vhodnou n-prvkovou
posloupnost, kterd obsahuje kazdé ¢islo 1,...,n pravé jednou. Automaticky je 1-prvkova per-
mutace vhodné, jelikoz ani neobsahuje dva razné cleny.

Z n-prvkové vhodné permutace ai,...,an sestrojime 2n-prvkovou vhodnou permutaci. Pro
dané z, y, z je vyrok .y je aritmetickym primérem x a z“ ekvivalentni vyroku ,2y je aritmetic-
kym primeérem 2z a 2z“ a rovnéz vyroku ,2y — 1 je aritmetickym primérem 2z — 1 a 2z — 1¢.
Proto je vhodna i posloupnost

2a1,2a2,...,2a, a stejné tak 2a; —1,2a2 — 1,...,2a, — 1.

Zbyva si uvédomit, Ze polozenim obou vhodnych posloupnosti za sebe ziskdme stale vhodnou
posloupnost — prvni posloupnost totiz obsahuje pouze suda ¢isla a druha lich4, nema tedy smysl
uvazovat pruméry napri¢ obéma posloupnostmi. Navic je zde pouzito pravé jednou kazdé cislo
od 1 do 2n, tedy jedna se o kyzenou 2n-prvkovou permutaci.

Opakovanim tohoto postupu vyfesime tulohu pro vSechna n, ktera jsou mocninou dvojky.
Pro n razné od mocniny dvojky staci uvazit konstrukci pro nejblizsi vyssi mocninu dvojky a
nasledné nadbytecné prvky z permutace odebrat, ¢imz se jeji vhodnost neporusi.

POZNAMKY:

K casti (a): Nékterd FeSeni se vice ¢i méné podobala tomu vyse uvedenému, které mi pfipada
nejsnadnéjsi. Zbytek vétsinou nasel nékde v posloupnosti ¢islo a1 + 1 a postupoval sporem.
Zjistil, ze v nevyhovujici posloupnosti by vSechna a1 + 2¥, k > 0, musela lezet pied a; + 1. Coz
ale nelze, protoze bychom pied a1 + 1 méli nekone¢né mnoho ¢lentt. Oba postupy jsou spravné
a vétsina fesitelu si vyslouzila dva body.

K ¢asti (b): I v této ¢asti byly dva oblibené zptisoby feSeni. Kromé tohoto indukéniho se Fesitelé
poustéli do dikazu spravnosti rekurzivniho algoritmu, v némz v kazdém kroku rozdélili ¢ast
posloupnosti na dvé podle zbytkid po déleni mocninou dvou. Ti, ktefi se nezamotali v indexech
a uvahach, dostali plny pocet bodii. (Béra Kocidnova)

Uloha 6. (35; 32; 2,63; 2,0)
(a) Nékteré body na pfimce p jsou fesné. Navic plati: vezmeme-li libovolny bod z p, pak jeho
vzdalenost od alespon jednoho z fesnych bodu je iracionalni. Kolik nejméné muze byt fesnych

bodi? (Tomés ,, Savlik* Pavlik)
(b) Reste tutéz tlohu, je-li p rovina (nikoli pfimka). (Tomas ,,Savlik“ Pavlik)
RESEN(:

(a) Jeden fesny bod nam nestali, pretoze uréite ndjdeme bod v raciondlnej vzdialenosti od
neho (napr. on sdm). Ukdzeme, ze dva fesné body stacia.

Zvolme Tubovolné dva body priamky, ktorych vzdialenost je iracionalna (napr. v/2). Ak ma
lubovolny bod z priamky raciondlnu vzdialenost  k jednému z nich, jeho vzdialenost od druhého
fesného bodu je (podla vzajomnej polohy bodov) bud z + v/2, /2 — =, alebo = — v/2, ale vo
vSetkych troch pripadoch dostaneme iracionalne cislo.
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(b) Podobne ako v a), jeden fesny bod nestadi. Rovnako nestacia ani dva fesné body (vo
vzdialenosti x), pretoze vieme zostrojit rovnoramenny trojuholnik, kde zakladiu tvori spojnica
fesnych bodov a ramena maju dizku [z]. Posledny vrchol ma teda racionalnu vzdialenost od
oboch fesnych bodov. Ukazeme, ze ndm postacia tri body.

Oznaéme za fesné body (0,0), (1,0) a (v/2,0) a pre spor predpokladajme, Ze nejaky bod
(z,y) ma od vSetkych troch racionalne vzdialenosti — ozna¢me ich postupne k, [ a m. Potom
dostavame:

k2 =22 442,
P=@-1°+y’=2>+y* +1-2a,
m? = (:tf\/i)2+y2 :x2+y2+272\/§x.

Z prvych dvoch vztahov a racionality k a [ dostavame, Ze aj = musi byt racionélne, a teda v/2 z je
iracionalne. Ked to ale dosadime do posledného vztahu, dostaneme, ze m? musi byt iracionalne,
¢o je spor s predpokladom, Ze m je raciondlne.

Vidime teda, ze takto zvolené fesné body zadaniu vyhovujua.

POZNAMKY:

Uloha (alebo aspoii ¢ast (a)) nebola fazka, ¢omu odpovedd aj to, Ze takmer vsetky riesenia

boli spravne. Niektori ste sice zabudli spomenut, pre¢o jeden bod nestacil, ale body som za to

nestrhaval. Za konstatovanie, ze musia byt 2 fesné body, ale bez patriéného odévodnenia, ste

mohli dostat len jeden bod.

napriek malym problémom v znaceni alebo znamienkach. Opit, za obycajné konstatovanie, ze

musia byt tri feSné body, ktoré ste ale nedokézali (asponi trochu uveritelne), bol iba jeden bodik.
(Peter ,,wtr* Korcsok)

Uloha 7. (24; 23; 1,92; 2,0)
(a) Najdéte konvexni mnohostén, jehoz stény lze obarvit cerné a bile tak, aby cernych stén
bylo vice nez bilych, ale zadné dvé cCerné stény nemély spolecnou hranu. (Pepa Tkadlec)
(b) Dokaste, %e zadnému takovému mnohosténu nelze vepsat kouli.* (Pepa Tkadlec)
RESENT:

(a) Mnohostén mizeme zkonstruovat napiiklad takto: Vezmeme krychli, kterd je uvnitf ¢erna
a na povrchu bila. Poté odrizneme kazdy roh krychle rovinou. Tim dostaneme téleso, které je
jisté konvexni, ma Sest bilych a osm ¢ernych stén a zaddné dvé Cerné stény se nedotykaji hranou.

(b) Predpokladejme pro spor, ze mame né&jaky mnohostén, ktery spliiuje podminky a pfitom
mé vepsanou kouli. Vezméme néjaké dvé stény mnohosténu, které se dotykaji hranou AB. Body
dotyku vepsané koule s témito dvéma sténami oznac¢me C a D. Trojuhelniky ABC a ABD jsou
shodné podle véty sss, nebot délka riznych tecen (jako tsecek) z bodu ke kouli je stejna.

A

4Koule vepsand mnohosténu se dotyka viech jeho stén.
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Nyni zvlast pro cerné a zvlast pro bilé stény spocitame soucet thla AC'B za vSechny hrany
mnohosténu. Pfi kazdé hrané mame bud jednu éernou a jednu bilou sténu, nebo dokonce dvé
bilé, vysledny soucet u cernych stén tedy (diky shodnosti) uréité nebude vyssi nez soucet u bilych
stén. Pritom je ale cernych stén vice nez bilych a soucet thla u kazdého z bodu dotyku je 360°,
takze musi byt soucet Ghli u Cernych stén alespon o 360° vétsi nez u téch bilych. To je spor.

PozNAMKY:

Naprosta vétsina z vas si poradila s ¢asti (a). Objevily se rozmanité tvary, nejéastéji krychle bez
rohii nebo dva viceboké jehlany vzajemné k sobé Sikovné prilepené podstavami. Jako bonus si
mizete rozmyslet, kolik nejméné stén je tieba. Bohuzel nikdo nevyfesil ¢ast (b), ktera pritom
nevyzadovala zadné slozité techniky, jen péknou myslenku. (Josef Svoboda)
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