Teorie Cisel

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 10.UNORA 2014

ULoHA 1. (5 BODD)
Najdéte vSechny dvojice (m,n) pfirozenych ¢isel, které spliuji rovnosti

ULoHA 2. (5 BODU)
Cisla a,b,c,d € {1,2,...,40} spliuji kongruenci

41a — 40 - 6% +41b — 40 - 6° = 41c — 40 - 6° + 41d — 40 - 67 (mod 1640).

Dokazte, ze Cisla a, b se v néjakém potadi rovnaji ¢islum c, d.

ULoHA 3. (5 BODU)
D4 se ukézat, ze &islo p = 2127 — 1 je prvodéislo.! S vyuzitim tohoto faktu dokazte, ze 2014 je
kvadraticky zbytek modulo p.

2127

IMilou zajimavosti je, Ze nejen — 1 je Mersennovo prvodislo, ale dokonce 127 = 27 — 1

je také Mersennovo prvocislo.



Teorie Cisel

2.SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1. (46; 41; 3,89; 4,5)
Najdéte vsechny dvojice (m,n) pfirozenych éisel, které splituji rovnosti

mm+n _ 77,12,

nm+n 3

(Stépan Simsa)
RESEN(:
Prvni rovnici umocnime na (m + n), druhou na dvanactou. Dostaneme

2
m(m+n) _ n12(m+n) — m36.

Aby platila tato rovnost, musi nastat jedna ze dvou moznosti:
(i) Plati m = 1, pak z prvni rovnice ze zadani okamzité plyne i n = 1, coz je feSenim
soustavy.
(ii) Plati (m +n)2 = 36. Tedy

lm+n|=m+n=6. ()

12 neboli m = n2. Tento

Dosazenim do prvni rovnice ze zadani dostaneme mf = n
vztah dosadime do (&). Kvadratickd rovnice n?2 +n = 6 m4 kofeny n = -3 an = 2,
pfitom prvni nevyhovuje, protoZze po n pozadujeme, aby bylo prirozené. Dopocteme
m = 22 = 4, co? je opét FeSenim soustavy.

Zadani vyhovuji dvojice (1,1) a (4, 2).

POZNAMKY:

Uloha byla jednoduché a vzdala se takika jakémukoli pokusu o vyfeseni. Pivodné byla myslena,
jako uloha na p-valuace a z toho, ze valna Cast feSiteld p-valuace skutecné pouzila, usuzuji
alespon tu pozitivni informaci, Ze se do seridlu divate. Po provedeni p-valuace se rovnice totiz
zjednodusi na

(m+n)-vp(m) =12-vp(n), (m+n)-vp(n)=3-vp(m).

Manipulace s takovymi rovnicemi je pak analogickd postupu ve vzorovém feSeni, ale pro feSitele
patrné o néco prehlednéjsi. Jini fesitelé soustavu zlogaritmovali, ¢imz dostali stejnou soustavu
jako v pripadé p-valuaci, jenom misto symbolu v, psali log. A jako tfeti moznost se taky dalo
usoudit, Ze ¢isla m, n nejsou pFilis velkd (pfipad m + n > 12 vede ke sporu), ¢imz zbyva uz jen
kone¢né mnozstvi moznosti, které se vice ¢i méné inteligentné prozkouseji. (Mirek Olsdk)



Uloha 2. (22; 20; 3,41; 4,0)
Cisla a,b,c,d € {1,2,...,40} spliuji kongruenci

41a — 40 - 6% +41b — 40 - 6° = 41c — 40 - 6° + 41d — 40 - 67 (mod 1640).

Dokazte, ze ¢isla a, b se v n€jakém poradi rovnaji ¢islim c, d. (Stépan Simsa)

RESEN(:

Diky tomu, ze 1640 = 40 - 41 a (40,41) = 1, je kongruence ze zadani splnéna pravé tehdy,
je-li splnéna tataz kongruence modulo 40 a 41. Jejich Gpravou (,,vySkrtnutim“ ¢lend délitelnych
modulem) dostavame nasledujici dvé kongruence:

a+b=c+d (mod 40), (©)
6% 4+ 6° =6°+ 6% (mod 41). (&)

Vsimnéme si, ze dvé ¢isla z,y € {1,2,...,40} se rovnaji pravé tehdy, kdyz x = y (mod 40); to
je déle ekvivalentni s kongruenci 6 = 6Y (mod 41), je-li 6 primitivni prvek modulo 41 (je totiz
p(41) = 40), coz budeme dale predpoklddat. Chceme-li tedy ukdzat, ze a € {c,d}, sta¢i ndm
ukézat, ze (6% — 6°)(6% — 6%) = 0 (mod 41) — zde vyuzivime, Ze 41 je prvocislo. Upravujme:

(6% — 6°)(6% — 69) = 62% — 6%(6° + 6%) + 65T = 62% — 6%(6% +6°) + 6T =0 (mod 41),

kde jsme v druhém kroku vyuzili (V) i (#). Vidime tedy, Ze a se rovna jednomu z &isel ¢, d;
dosazenim do (©) pak dostavame, ze b se rovna druhému z téchto dvou &isel.

Zbyva ukazat, ze 6 je skutecné primitivni prvek modulo 41, neboli Ze jeho fad (oznaéme ho
r) je roven 40. Ur¢ité plati r | 40, sta¢i tedy vyloudit pfipady r | 20 a r | 8 (kazdy vlastni délitel
40 je uz délitelem jednoho z téchto dvou éisel). Plati

6* =362 = (—5)2 =25 (mod 41),
odkud dale mame

6% = 252 = (—16)2 = 256 = 10,
620 = (—16)° =102 - (—-16) = —18-16 = —1 (mod 41).

R4d 6 je tedy vskutku 40, coz jsme potfebovali.

POzZNAMKY:
Témeér vsichni resitelé odhalili vyhodnou tpravu na dvé kongruence, kterda tlohu znacné zpie-
hlednila. Zhruba polovina se pak pomoci vice ¢i méné efektivnich uprav dopocetla ke kyzenému
vysledku. Za nezdtivodnéni konstatovani, ze 6 je primitivni prvek modulo 41, jsem se nakonec
rozhodl body nestrhéavat, jelikoz mi to prislo jako ¢isté manudalni a nepfiliS naro¢ny vypocet
(i bez pouziti vyse uvedeného ,triku“). Kladny imaginarni bod ziskal FrantiSek Couf, ktery
v uloze vypozoroval Vietovy vztahy a vyhnul se tak jakymkoliv ipravam.

(Alexander ,,Olin“ Slavik)



Uloha 3. (24; 22; 4,46; 5.0)
Da se ukdzat, ze ¢islo p = 2127 — 1 je prvoéislo.? S vyuzitim tohoto faktu dokazte, e 2014 je
kvadraticky zbytek modulo p. (Stépan Simsa)

RESEN{:
Vyuzijeme vlastnosti Legendreovych symbola a kvadratické reciprocity. Nasim cilem je dokazat

2014 -1
2127 _ 1)
Diky multiplikativité mame

5)=-C57)=-0G)6)

¢ p2-1 _ 5251 125 - , . o . .
Plati =5— =2 — 2°4° coz je sudé, takze s vyuzitim dodatku ke kvadratické reciprocité

dostavame
2 p2-1
<7) =(-1) s =1
p

Jelikoz p je tvaru 4k + 3, 19 je tvaru 4k + 3 a 53 je tvaru 4k + 1, tak podle véty o kvadratické

reciprocité (1??) __ (1%) (%) - (5%) '

Podle MFV plati 2'8 = 1 (mod 19), takze 227 — 1 = (2'8)7.2 -~ 1 = 1 (mod 19). Odtud

plyne
1
LANINED U
19 19
protoze 1 je vzdy kvadraticky zbytek (specialné modulo 19).
Opét podle MFV 252 = 1 (mod 53). Takze 2127 — 1 = 223 . (252)2 — 1 =223 — 1 (mod 53).
Nyni staci né€jak postupné zjistit tuto hodnotu:
1
2

(-9)3==.81-(-9) =

14 - (—9) = —126 = 33 (mod 53).

Zbyva jiz jen dat vse dohromady a dostavame, co jsme chtéli:

(2)- Q@) ()0 (5) () -coren-s

POZNAMKY:

1 1 1
22355-22457( 8)3 == . 2562 = 28 (—9) =

2 2’

N | =

1
2

Proto

o
I

o

vyuzivat vlastnosti, které se objevily v serialu. Néktefi bez zdtivodnéni uvedli, ze 2127 — 1 dava,

zbytek 1 modulo 19, resp. 32 modulo 53. To se neobeslo bez ztraty bodu. Jini sice vyraz znac¢né
zjednodusili (naptiklad pomoci MFV na 223 — 1), ale stejné se neobesli bez slozitych vypoctii.
Pfitom né&jakym ¢aste¢nym modulenim se d& prace vyrazné ulehéit. (Ne nutné tak, jak je to ve
vzoréku — pomohlo by naptiklad i (26)3 - 25 nebo alespoti (2!1 mod 53) - (22 mod 53).)
(Stépan Simsa)

2127 _ 1 je Mersennovo prvodéislo, ale dokonce 127 = 27 — 1

2Milou zajimavosti je, Ze nejen
je také Mersennovo prvocislo.
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