Podobnost a shodnost

2. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 4.LISTOPADU 2013

Rekneme-li, ze trojihelniky ABC a XY Z jsou podobné, znamena to, Ze jejich vrcholy si odpo-
vidaji v tomto poradi.

ULoHA 1. (3 BODY)
Aléa jednou ve svém sesité nasla narysované dva trojuhelniky, které se shodovaly ve velikostech
vSech vnitfnich thla a v délkdch dvou stran, ale presto nebyly shodné. Naleznéte dva takové
trojuhelniky.

ULoHA 2. (3 BODY)
V trojahelniku ABC lezi body D, E po fadé na stranach AB a AC tak, ze trojuhelniky ABC),
CBD a BEC jsou podobné. Dokazte, ze pokud jsou pfimky BC a DE rovnobézné, pak je
trojahelnik ABC' rovnoramenny.

ULoHA 3. (3 BODY)
Na uhlopti¢ce BD rovnobézniku ABCD je dan bod K tak, ze pfimka AK protne tusecku BC
v bodé X a pfimku CD v bodé Y. Dokaite, ze |AK|? = |KX|  |KY].

ULoHA 4. (5 BODU)
Na kruznici se stfedem O zvolme body A, B tak, aby platilo |<TAOB| = 60°. Na kratsim oblouku
AB zvolme bod M. Dokazte, ze spojnice stfedt tiseCek BM a AO je kolmé na spojnici stiedu
usecek AM a BO.

ULOHA 5. (5 BODU)
Pepa si nakreslil konvexni ¢tyfthelnik ABCD, v némz soucasné platilo |<<CBD| = |<<{CAB|
a |[TACD| = |<ADB|. Dokazte, ze z Gse¢ek AC, AD a BC se mu podafi sestavit pravouhly
trojuhelnik.

ULOHA 6. (5 BODU)
Je dan lichobéznik ABCD (AB || CD). Stredy kruznic opsanych trojthelnikim ABC a ACD
ozna¢me postupné O; a Og, pruseéik ptimek AD a BC ozna¢me E. Dokazte, ze pfimky FO;1 a
E O3 jsou osové soumérné podle osy uhlu AEB.

ULOHA 7. (5 BODD)
Konvexni pétithelnik ABCDE mé strany AE a BC rovnobézné a pro jeho vnitini thly plati
|X<ADE| = |<<BDC|. Ozna¢me P prusecik uhlopricek AC a BE. Dokazte, ze |{EAD| =
|{BDP| a |<CBD| = |[<<ADP|.

ULoHA 8. (5 BODD)
Osa strany AC' trojuhelniku ABC protne stranu BC v bodé M. Déle necht K je priisecik osy
thlu AMB a kratsiho oblouku AB kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze primka
spojujici sttedy kruznic vepsanych trojuhelnikim AMK a BMK je kolma na osu thlu AKB.



Podobnost a shodnost

2. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (105; 67; 1,94; 3,0)
Alca jednou ve svém sesité nasla narysované dva trojahelniky, které se shodovaly ve velikostech
vSech vnitfnich Ghli a v délkach dvou stran, ale piesto nebyly shodné. Naleznéte dva takové
trojuhelniky. (Pepa Tkadlec)

RESEN(:

Uvazujme trojihelniky ABC a DEF' a jejich strany a, b, ¢, d, e, f takové, ze Ctvefice Cisel a,
b=d, c =e, f tvofi geometrickou posloupnost. Plati a : d = b: e = c: f = k, trojuhelniky si
tedy jsou podobné, a tudiz maji stejné vnitini uhly.

Pozadavkim vyhovuji naptiklad ¢isla 8, 12, 18, 27. Musime je$té ovérit, zda mohou tvorit
trojuhelniky, tj. jestli nejdelsi strana trojuhelniku je kratsi nez soucet zbylych dvou. Vskutku
8+ 12 > 18, 12 4 18 > 27, trojuhelnikova nerovnost tedy plati.

Prikladem hledané dvojice trojahelnikt je AABC s délkami stran 8, 12, 18 a ADEF s dél-
kami stran 12, 18, 27.

POZNAMKY:
Ackoliv stacilo v podstaté jen najit dva vhodné trojuhelniky, spravnych feseni bylo jen lehce pres
pulku. Cést z nich uvazovala pravouhly trojuhelnik a diky Pythagorové vété se pak nemusela
feSit trojuhelnikovd nerovnost. Mnoho z ostatnich pohorelo na jejim opomenuti (a snazilo se
pak vydavat usecky o délkach 1, 2, 4 za trojuhelnik). Dalsi skupinu pak tvorili ti, ktefi zaslali
trojuhelniky, které si nebyly podobné ¢i nemély dvé strany stejné dlouhé. Nékteri se také omezili
na pouhé konstatovani vlastnosti takovych trojihelniki nebo jen na narysovéani bez jakéhokoli
popisu stran.

Na zavér bych radda podotkla, ze kdyz mate nalézt dva trojihelniky danych vlastnosti a
zadani k4, Ze existuji, pak nema cenu dokazovat jejich existenci ani neexistenci :) (Pokusi
o jedno ¢&i druhé bylo dvojciferné.) (Anic¢ka Dolezalovd)

Uloha 2. (100; 75; 2,28; 3,0)
V trojihelniku ABC' lezi body D, E po fadé na strandch AB a AC tak, ze trojahelniky ABC,
CBD a BEC jsou podobné. Dokazte, ze pokud jsou piimky BC a DE rovnobézné, pak je
trojiihelnik ABC' rovnoramenny. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

ReSEN (PoDLE KRISTYNY SMiDOVE):

Protoze DE || BC, tak vyska trojuhelniku CBD na stranu BC je shodnd s vyskou trojihelniku
BEC na stranu BC'. Obsahy téchto trojuhelnika jsou tedy shodné, a protoze ze zadani vime,
ze ACBD ~ ABEC, jsou shodné i samotné trojuhelniky. Diky tomu je koeficient podobnosti
k mezi trojuhelniky ABC a CBD stejny jako koeficient podobnosti mezi trojuhelniky ABC a
BEC.



Z podobnosti AABC ~ ACBD plyne |AB| = k - |BC| a z podobnosti ABEC ~ AABC plyne
k- |BC| = |AC]|, celkem tedy |AB| =k - |BC| = |AC| a trojahelnik ABC' je rovnoramenny.

POzZNAMKY:
Vétsina feSitelt ulohu fesila postupem, na ktery navadi hinty na chatu naSich internetovych
stranek. Jini si zapsali podobnost jako shodnost pomeéru délek stran podobnych trojihelnikta
a postupnymi Upravami se dostali k rovnosti |[AB| = |AC|. Oba zpusoby vedly k feSeni. Za
originalni myslenku shodnosti podobnych trojihelnikti uvedenou ve vzorovém feseni bych chtél
specialné pochvalit Kristynu Smidovou a Eduarda Batmendijna.

Zavérem bych chtél upozornit na to, ze pokud fekneme, ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou
si podobné, myslime tim, Ze jejich vrcholy si odpovidaji v tomto pofadi, a tedy, ze |<TABC| =
|[<<XYZ|. I kdyz jsme tuto skutecnost v zadani zmifiovali, mnozi ji nevzali v potaz a tlohu si

zbyte¢né zkomplikovali. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 3. (79; 56; 2,18; 3,0)
Na uhlopiicce BD rovnobézniku ABCD je dan bod K tak, ze piimka AK protne usecku BC
v bodé X a piimku CD v bodé Y. Dokaste, 7e |AK|?> = |KX|- |KY]|. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:
D R .
Y
K X
A "B

Trojuhelniky BAK a DY K jsou si navzajem podobné podle véty uu (<{BAK a <{DY K jsou
stfidavé, <AK B a <{Y KD vrcholové). Odtud plyne vztah

|AK|  |BK]|

[KY| ~ |DK[’
Obdobné i trojuhelniky BXK a DAK jsou podobné ({BXK a {DAK jsou stiidavé, <X KB
a {AKD vrcholové), coz nam dava

|[KX| |BK]|

[AK| ~ [DK[
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Porovnanim levych stran obou vztaht dostavame

|[AK| _ |[KX]|
KY| ~ [AK]’

a to po upravé dava dokazovanou rovnost.

POZNAMKY:
Reseni byla pfevazné spravna a podobna vzorovému, i kdyz neziidka zbyteéné komplikovana.
Vétsina nezdarilych pokust bohuzel ztroskotala na nepochopeni zadani — jejich autofi méli za to,
ze ptimka AK musi protnout stranu CD, a vyftesili tedy pouze pfipad, kdy prochazi bodem C.
Dalsi fesitelé si vsimli, ze dokazovana rovnost pfipomina Eukleidovu vétu o odvésné nebo
mocnost bodu ke kruznici, a vymysleli si pomocnou konstrukci, na kterou pak to ¢i ono pouzili.
Nikomu z nich se vsak nepodarilo uspokojivé ukazat, ze takovou konstrukci lze opravdu sestrojit.
Imaginarni bod obdrzel Miroslav Psota za jediné spravné reseni, které se zasadné odliSovalo
od vzorového. (Ondrej Cifka)

Uloha 4. (97; 74; 3,66; 5,0)
Na kruznici se stiedem O zvolme body A, B tak, aby platilo |<TAOB| = 60°. Na kratsim oblouku
AB zvolme bod M. Dokazte, ze spojnice stiedu tsecek BM a AO je kolma na spojnici stfedi
useéek AM a BO. (Martina Vavackova)

RESENT{:

Oznac¢me r polomer kruznice a body S1, S2, S3, Sa postupne stredy useciek OA, AM, M B,
BO. Pretoze |<XTAOB| = 60° a |AO| = |OB| = r, trojuholnik ABO je rovnostranny. Preto aj
|AB| = r. Uvazujme rovnolahlost so stredom v bode O a koeficientom 1/2, bod A sa zobrazi na
S1, bod B na Ss. A teda |S1S4| = |AB|/2 = r/2. Analogicky rovnolahlost so stredom v bode
M a koeficientom 1/2 ndm zobrazi Gsecku AB na S2S3, rovnolahlost so stredom v bode A a
koeficientom 1/2 zobrazi use¢ku OM na S1S2 a koneéne rovnolahlost so stredom v bode B a
koeficientom 1/2 zobrazi tsecku OM na S3S4. Dostavame

1 1 1
‘515’4‘ = ‘SQS?,' = 5‘AB| = 57’ = §|OM‘ = ‘515’2| = |53S54].
Stvoruholnik S1S5253S54 je teda kosostvorec a v kosostvorci st uhlopriecky na seba vidy kolmé.
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POZNAMKY:

Na tlohu sa dalo nahliadnuf viacerymi spdsobmi, ¢i uz pomocou podobnych trojuholnikov,
alebo strednych priecok, ako to robila vicsina z vas. Naslo sa aj par riesitelov, ktori tlohu
(vy)riesili pomocou nejakych inych metdd, uhlenim, pripadne s vyuzitim zhodnych zobrazeni.
Takéto riesenia boli vSak vic¢sinou dvakrat dlhsie. Nakoniec pripominam, ze busit analytikou
do takéhoto roztomilého prikladiku je priam barbarstvo, a kazdy, kto tak kona, mal by sa nad
sebou zamysliet ;-) (Marta Kossaczka)

Uloha 5. (69; 49; 3,45; 5,0)
Pepa si nakreslil konvexni &tyfiuhelnik ABCD, v némz soucasné platilo |<<CBD| = |<{CAB]|
a |X{ACD| = |<<ADB|. Dokazte, ze z use¢ek AC, AD a BC se mu podari sestavit pravouhly
trojuhelnik. (Pepa Tkadlec)
RESENT:

Ozna¢me X prusecik thlopfi¢ek konvexniho ¢tyfthelniku ABCD. Protoze je ¢tyfthelnik kon-
vexni, lezi bod X uvniti tsecky AC, plati tedy rovnost |AX| + |CX| = |AC]|.

C

A B

Trojthelniky ABC a BXC' jsou podobné, protoze podle zadani plati |<XTCAB| = |[<<CBD| a
vnitini thel u vrcholu C' maji spolecny. Z podobnosti plyne:

|BC| _ |XC|

= , meboli |BC|?=]|AC|-|XC].
|AC| ~ |BC]|

Obdobné i trojuhelniky CDA a DXA jsou podobné, protoze podle zadéni plati |[<TACD| =
|<TADB| a maji spoleény uhel u vrcholu A. Z podobnosti plyne:

|IDA| | XA

= , mneboli |DA|?>=|CA|-|XA|.
|CA| ~ |DA|

Sectenim téchto dvou rovnosti dostaneme:
|AD|? 4 |BC|? = |AC| - (| XC| + | X A]) = |AC|>.

Délky usecek AC, AD a BC splnuji podminku obracené Pythagorovy véty, a proto z nich lze
sestrojit pravouhly trojuhelnik.

ALTERNATIVN{ PRISTUP:

Misto podobnosti trojuhelnikii mizeme také vyuzit tGsekového thlu a z |<<CAB| = |<<CBD)|
vyvodit, ze C'B je te¢na ke kruznici opsané trojahelniku AX B. Mocnost bodu C k této kruznici
pak dava kyZenou rovnost |BC|? = |AC| - |XC|. Obdobné samoziejmé i pro druhou dvojici
stejné velkych ahla.



POZNAMKY:

Vétsina reSeni byla v poradku, ale obcas bych ocenil vétsi mnozstvi slovniho popisu. Nékteri

fesitelé kondili tim, Ze ukazali rovnost |[AD|? + |BC|?2 = |AC|?, ale uz nezdivodnili, pro¢ je

tim padem uloha vyfeSena. Nejvice mé zklamalo, Ze se naslo i nékolik Fesiteld, kteri nepochopili

zadani a misto obecného dikazu Fesili néjaky jeden konkrétni pripad (obvykle pro ¢tverec).
(Martin Topfer)

Uloha 6. (42; 25; 2,57; 4,0)
Je dan lichobé&znik ABCD (AB || CD). Stredy kruznic opsanych trojihelnikim ABC a ACD
ozna¢me postupné O1 a Oz, prisecik pfimek AD a BC oznacme E. Dokazte, ze piimky EO1 a
EO3 jsou osové soumérné podle osy thlu AEB. (Pepa Tkadlec)

RESENT:
BUNO muizeme ptedpokladat, Ze |AB| > |CD|; rovnost nastat nemtize, jelikoz p¥i ni by neexis-
toval bod E, a pfi opa¢né nerovnosti provedeme preznaceni.

Diky rovnobéznosti AB a CD plati |<BAC| = |<{ACD|, ozna¢me velikost tohoto uhlu e.
Je-li € = 90°, pak jsou trojuhelniky ABC, ABD pravouhlé a O1 € EB, Oy € EA, tvrzeni ze
zadani tedy trividlné plati. Pfedpoklddejme dale, Ze tomu tak neni, tedy € # 90°, O1 ¢ EB a
O2 ¢ EA.

Uhel BO1C je (vzhledem ke kruznici opsané trojuhelniku ABC) stiedovym thlem s pii-
slusnym obvodovym thlem BAC, v tomtéz vztahu jsou i thly AO2D a ACD. Protoze zmi-
nované obvodové uhly maji stejnou velikost e, maji stejnou velikost i stfedové tuhly, neboli
|<<BO1C| = |<{AO2D|. Z téhoz divodu také plati, ze uhly BO1E, AO2E jsou vzdy opacné
orientované — oba jsou bud vné thlu AEB (pokud € > 90°), nebo do né&j oba zasahuji (pokud
e < 90°). Diky tomu nam pro diikaz osové soumérnosti ptimek £O;, EO2 podle osy thlu AEB
staci ukdzat |[<<{BO1E| = |<TAO2E)|.

Predné si vSimnéme, ze trojuhelniky BO1C, AO2D jsou oba rovnoramenné se stejné vel-
kymi thly proti zékladnég, jsou tedy podobné (sus) a je |<{EBO1| = |[{CBO:| = |[<DAO2| =
|[<{TEAO:|. Déle jsou podobné i trojuhelniky EAB a EDC (diky AB || CD), takze |EA|: |EB| =
|ED| : |EC|; ozna¢ime tento pomér k. Jesté si vSimneme, Ze

|AD| |EA|—|ED| k-|EB|—k-|EC| _
|BC| |EB|-|EC|  |EB|-|EC|

)

ovSem diky podobnosti ABO1C a AAO2D méame také |AO2| : |BO1| = |AD| : |BC| = k.
Trojahelniky EAO2 a EBO; jsou tedy podobné dle véty sus, z ¢ehoz dostavame pozadovanou
rovnost |[{BO1E| = |[<{AO2E]|.

E




POZNAMKY:

Uloha nebyla nijak zvlast obtiznd, ale velka vétSina fesitelti ziskala pouhé éty¥i body kvili pii-
lisnému upnuti k jedné konfiguraci bodu A, B, C, D, typicky k takové, jako je znézornéna na
obrazku vyse. Poté se jali viceméné spravné dokazovat rovnost |[<{BO1E| = |[<{AO2E|, ovéem
jiz nezduvodnili, ze tyto tihly jsou opacné orientované, bez ¢ehoz pozadovanou osovou soumeér-
nost jesté dokdzanou nemame. S pfipadem £ = 90° si taky nikdo pfili§ hlavu nelamal, ackoliv
v této situaci je velmi oSemetné argumentovat trojuhelnikem EBO; a podobnymi (pro takovéto
ytrojuhelniky“ napt. neplati véta uu). Pouze Frantisek Couf a Martin Raszyk podali dostatecné
dtkladny rozbor situace, ¢imz si vyslouzili plny pocet bodii. Koneéné Antonin Cesik a Miroslav
Stankovi¢ poslali zajimavé feSeni vyuzivajici geometrickych zobrazeni, ¢imz se vySe provedenym
diskusim elegantné vyhnuli a vyslouzili si +i. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Uloha 7. (34; 15; 2,18; 1,0)
Konvexni pétituhelnik ABCDE ma strany AE a BC rovnobézné a pro jeho vnitini uhly plati
|X{ADE| = |<{BDC|. Ozna¢me P prusecik uhlopiicek AC a BE. Dokazte, ze |{EAD| =
|<{BDP| a |<CBD| = |[<<ADP|. (Alca Skélovd)

RESENT:
Sta¢i ukazat |[<{EAD| = |<{BDP)|, druha rovnost se dokaze analogicky prohozenim bodd A a B
a bodu F a C.

Usecky AE a CB jsou rovnobézné a opac¢né orientované, proto existuje zaporna stejnolehlost
se stfedem v P, ktera zobrazi A na C' a E na B. Diky rovnosti |[<X{ADE| = |<<BDC| a tomu, Ze
bod D lezi mezi rovnobézkami AE, BC, se v této stejnolehlosti zobrazi oblouk £ DA na oblouk
BDC.

B C

Dale obraz bodu D ozna¢me D’, pak body D, P, D’ lezi na jedné pfimce a podoblouk ED
se ve stejnolehlosti zobrazi na podoblouk BD’. Témto podobloukiim proto odpovidaji stejné
obvodové thly, a tak |[<{BDD'| = |[X{AED]|, coz jsme chtéli dokézat. Jesté dodejme, ze bod D
nelezi na podoblouku BD’, protoZe lezi v opa¢né poloroviné uréené primkou EB.

POZNAMKY:

Reseni se v z4sadé délila na dva typy — viceméné vzorova (za 5 bodi) a ta, co tvrdila, ze takovy
pétithelnik nutné musi byt osové soumeérny (za 0 bodt). Pak jesté dorazilo nékolik delsich feseni
pomoci sinovych vét. Zadné z nich se ale nedokézalo dobfe popasovat se skutecnosti, ze funkce
kosinus neni prosta, za coz jsem strhaval jeden bod. (Mirek Olsék)



Uloha 8. (27; 13; 2,30; 1,0)
Osa strany AC' trojihelniku ABC protne stranu BC v bodé M. Déle necht K je priisecik osy
thlu AMB a kratsiho oblouku AB kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze piimka
spojujici stiedy kruznic vepsanych trojihelnikim AMK a BMK je kolma na osu uhlu AKB.
(Alca Skélova)

RESEN(:
Trojihelnik AMC je rovnoramenny, nebot M lezi na ose Gse¢ky AC. Spolu s vyuzitim faktu, ze
pfimka MK je osa uhlu AM B, dostavame:

|<CACB| = %(1800 —|CMA]) = %\<IAMB\ — |MAMK]| = |<BMK].

Z rovnosti |<XTACB| = |[<BM K| plyne rovnobé&znost piimek AC a M K.
Nyni ukazeme, ze trojuhelniky AM K a KM B jsou podobné pomoci véty uu. Jak jiz vime,
plati |<<XAM K| = |<BMK|. Druhou rovnost thli dostaneme takto:

|<WK BM| = 180° — |<AK AC| = 180° — |<TK AM| — |<AM AC| =
=180° — [AKAM| — [XAMK| = |TAK M|.

(V prvni rovnosti jsme vyuzili, ze ¢tyfahelnik AKBC je tétivovy.)

Ozna¢me I (resp. J) stfed kruznice vepsané trojuhelniku AMK (resp. KM B). Protoze
AAMK a ANK M B jsou podobné, jsou také podobné trojuhelniky AMI a KM J. Z toho plyne
|[AM| : |[IM| = |KM]| :|JM|. Zéroven plati, ze I (resp. J) lezi na ose thlu AMK (resp. KM B),
a proto |<UMJ| = |[<UMK| + |<KMJ| = (|[KAMK| + |[<KMB|)/2 = |<AM K|, takze spolu
s rovnosti pomérd délek stran dostavame, ze AIMJ je také podobny trojuhelnikim AMK a
KMB.

A

B M C

Uvazme spiralni podobnost! s; (resp. s2) zobrazujici trojihelnik AMK (resp. IM.J) na
podobny trojahelnik IMJ (resp. KM B) se stiedem v M a thlem oto¢eni AMI (resp. KMJ).
Protoze |<{TAMI| = |<<{KMJ|, maji Ghly otoceni s1 a sz stejnou velikost. Pro spiralni podobnost
plati, Ze (orientovany) thel mezi pfimkou a jejim obrazem je roven thlu pfislusného otoceni.
To v naSem piipadé znamena, Ze orientované? piimky KA a JI sviraji stejny orientovany tihel
(AMTI dle s1) jako orientované piimky JI a BK (KM J dle s2). Pfimka JI je proto rovnobé&zna
s osou uhlu mezi orientovanymi pfimkami BK a KA. Koneéné tato osa thlu je kolmé na osu
vedlejsiho thlu — tedy uhlu BK A. Pfimka I.J je tak kolma na osu thlu BK A, coz jsme chtéli
dokazat.

1Spiralni podobnost je slozeni stejnolehlosti a otoceni podle stejného stiedu.
2U orientovanych piimek bereme v potaz potradi vrcholi, které ji udavaji. Napiiklad orien-
tovand piimka KA je ,jind“ (opa¢nd) neZ orientovand pfimka AK.
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POZNAMKY:

Seslo se 26 feSeni, z toho 12 bylo dobfe. Spravna feSeni vétSinou vyuzivala pocitani thla a
posléze néjakou variantu spirdlni podobnosti. Eleganci pfi pouziti spiralni podobnosti vynikla
feSeni Fduarda Batmendijna a Miroslava Psoty, za coz si jmenovani vyslouzili +¢. Dalsi +i
dostal Jakub Svoboda za velmi odlisny pfistup vyuzivajici ,mrkvovo-salamové“ a ,Bismarckovo®
lemma, neboli originalné pojmenované tvahy o Svrékové bodu.? Radovan Svarc ve svém FeSeni
vyuzival dokonce kruhovou inverzi. Nespravna feseni obvykle obsahovala pouze jeden konkrétni
piiklad v podobé obrazku, byt peclivé narysovaného, pfipadné né&jaka pozorovéni, ktera ale
nebyla dostateéné odivodnéna. (Pepa Svoboda)

3Svrekiv bod piislusejici vrcholu A v trojuhelniku ABC je stied oblouku BC kruznice opsané
trojuhelniku ABC, neobsahujiciho bod A.



