Ctvereckovany papir

1. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 30.zARI 2013

ULonA 1. (3 BODY)
Anicka nasla o hodiné v penélu ¢tvereckovany papir 9 X 9, i rozhodla se ho po ¢arach rozstiihat
na nékolik ¢tvercu. Chtéla, aby jich bylo celkem deset a aby takto ziskala kazdy ze ¢tverct
1x1,...,5x 5 aspon jednou. Mohlo se ji to podafit?

ULoHA 2. (3 BODY)
Martin méa ctvereckovany papir n X n. Rozstfihl ho rovné na dva kusy. Kolik nejvice ¢tverecka
mohl ptestiihnout?! Svou odpovéd zdtivodnéte.

ULoHA 3. (3 BODY)
Méjme na vSechny strany nekonecny ¢tvereckovany papir. Do kazdého pruseciku namalujeme
puntik jednou ze ¢tyt barev tak, aby vrcholy kazdého ctverecku mély rtizné barvy. Dokazte, ze
pak se na néjaké (svislé nebo vodorovné) ¢afe vyskytuji body pouze dvou barev.

ULoHA 4. (5 BODU)
Meéjme ctvereckovany papir m X n. Kolika zptsoby muZeme strany vSech ctvereckit obarvit
pomoci tii barev tak, aby kazdy ctverecek mél pravé dvé strany obarvené jednou barvou a
zbyvajici dvé néjakou jinou jednou barvou? Strany, kterymi se sousedici ¢tverecky dotykaji,
povazujeme za totozné.

ULOHA 5. (5 BODD)
Vejtek si na Ctvereckovany papir nakreslil trojahelnik. Tvrdi, Ze vsechny jeho vrcholy, stied

étvereckt. Muze mit pravdu?
ULOHA 6. (5 BODD)

Je mozné rozsttihnout Gtvar na obrazku na dvé ¢asti stejného tvaru? a velikosti, je-li dovoleno
stfihat pouze po vyznacenych carach?

LCtveredek je prestiizeny, jestlize na kazdém z dilt je aspon kousek jeho obsahu.
2P#ipustné je otaceni a zrcadlové prevraceni.
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ULOHA 7. (5 BODD)
Martina a Olin hraji na ¢tvereckovaném papiru o rozmérech 6 x 6 nasledujici hru. St¥idavé piSou
do jednotlivych ¢tverecku realna cisla, kterd se na papife jeSté nevyskytuji. Po vyplnéni celého
papiru zelené vybarvi maximum v kazdém fadku. Olin vyhraje, pokud existuje cesta shora dolu
vedouci pouze skrz zelené ¢étverecky®, v opaéném piipadé vyhrava Martina. Kdo vyhraje, kdyz
Olin zac¢ind a oba voli nejlepsi moznou strategii?

ULoHA 8. (5 BODD)
Na ¢tvereckovaném papiru o rozmérech n x n (n > 3) vybarvime nékteré ctverecky cerné a
nasledné dva protéjsi okraje slepime. Ukazte, ze na vzniklém vélci jsou alespon dva radky,
sloupce nebo rovnobézné diagondly, které obsahuji tentyz pocet Cernych ctverecki.

3Dva, &tverecky, které sousedi pouze rohem, povazujeme také za sousedni.
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Ctvereckovany papir

1. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (180; 168; 2,81; 3,0)
Anicka nasla o hodiné v pendlu ¢tvereckovany papir 9 X 9, i rozhodla se ho po ¢arédch rozstiihat
na nékolik ¢tvercu. Chtéla, aby jich bylo celkem deset a aby takto ziskala kazdy ze Ctvercu
1x1,...,5 x5 aspornt jednou. Mohlo se ji to podafit? (Anic¢ka Dolezalovd)

RESENT:
Pivodni papir mé obsah 81, ¢tverce 1 x 1,...,5x 5 maji obsah v souctu 55. Dalsich pét ¢tvercd,
které chceme vystfihnout, ma tedy obsah 81 — 55 = 26, coz muzeme poskladat jako 1 x 1 +
1x142x2+2x2+4x4. (Tento rozklad je jediny mozny, dokazovat to zde ale nebudeme,
ostatné to po nas tloha ani nechce.) Cely papir tak chceme rozdélit na jeden étverec 5 x 5, dva
4x4,jeden 3 x 3, tfi 2 x 2 atfi 1l x 1.

Musime jesté ovérit, zda tyto Ctverce skuteéné jdou posklddat na papir 9 x 9 tak, aby se
nepiekryvaly a pokryly cely papir. Na obrazcich vidite dvé mozné pokryti.
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POZNAMKY:
Vétsina ulohu vyftesila bez problémt s mensim ¢i vétsim zdtvodnovanim, proc¢ voli praveé téchto
deset ¢tverct (coz zadani vibec nevyzadovalo, jako dikaz stacil i samotny obrazek jednoho
z moznych rozlozeni). Cast fesiteltt opomnéla ovétit, zda étverce jdou na papir naskladat. Nékolik
z vas si pak vylozilo zadani tak, ze mizeme kromé deseti ¢tverci dostat i dalsi atvary. Na zavér
se pak sesla dvé FeSeni pokousejici se dokazat, ze papir rozstiihat nelze.

(Anicka Dolezalovd & Lukas Zavrel)



Uloha 2. (167; 134; 1,99; 2,0)
Martin ma c¢tvereckovany papir n X n. Rozstfihl ho rovné na dva kusy. Kolik nejvice ¢tverecku
mohl prestiihnout?* Svou odpovéd zdivodnéte. (Vit ,Vejtek*“ Musil)

RESEN(:
Dokéazeme, ze Martin mohl prestfihnout maximalné 2n — 1 ¢tverecku.

Ctvereckovany papir n X n se celkem skladé z 2n — 2 vnitinich a ¢ty¥ obvodovych tsecek. Rez
prochézejici napri¢ ¢tvereCkovanym papirem muze protnout maximalné 2n — 2 vnit¥nich tsecek.
Ziskdme tedy maximalné 2n — 2 prusecikt odpovidajicich 2n — 1 ¢astem, na které bude pfimka
predstavujici rozstrizeni rozdélena. To znamend, Ze protind nejvyse 2n — 1 Ctvereckt.

Takovy ez je skuteCné mozné sestrojit, stac¢i posunout uhlopiicku smérem dolt o polovinu
délky strany malého ctverecku. Takto v prvnim fadku protneme jeden ¢&tverecek a ve vSech
ostatnich n — 1 fadcich dva Ctverecky, takze celkem protneme 2n — 1 Ctvereckt.

oﬁ\

POZNAMKY:
Vétsina fesiteltl spravné urcila maximalni pocet prestfizenych ¢tverecki. Bohuzel valnd cast
feSeni neobsahovala ,presvédcivy“ dikaz, ze se opravdu jednd o maximum. To byl hlavni divod
strzeni bodu. Také se objevilo par velice zajimavych FeSeni vyuzivajicich otoceni ¢tvereckovaného
papiru ¢i rekurentniho vyjadreni maximalniho poctu ctvereckt.

(Anicka ,, Anagnina“ Zavadilovd & Alexander ,,Olin“ Sldvik)

Uloha 3. (130; 98; 2,37; 3,0)
Méjme na vSechny strany nekonecny ctvereckovany papir. Do kazdého priiseciku namalujeme
puntik jednou ze ¢tyf barev tak, aby vrcholy kazdého ¢tverecku mély rizné barvy. Dokazte, ze
pak se na néjaké (svislé nebo vodorovné) ¢are vyskytuji body pouze dvou barev.

(Martina Vavéckova)

RESEN(:
Dokazme tvrzeni sporem. Predpokladejme, ze v kazdém sloupci i fadku jsou puntiky alespon
tfi barev. Pak jisté existuje trojice ruznobarevnych puntiki, které lezi bezprostfedné vedle sebe
v jednom fadku®.

Zvolme soufadny systém tak, aby na pozicich [—1, 0], [0, 0] a [1, 0] byly tyto puntiky s barvami
po fadé A, B,C. Pak ale na pozici [0, —1] je nutné puntik jiné barvy, nebot v kazdém &tverci
jsou puntiky rdznych barev. Tuto barvu oznac¢ime D.

4Ctverecek je prestfizeny, jestlize na kazdém z dilt je aspon kousek jeho obsahu.
5Existenci takové trojice dokadzeme sporem. Necht ve zvoleném fadku zminéné trojice nee-
xistuje. Pak kazda trojice bezprostfedné sousedicich puntiki na tomto fadku ma jen dvé barvy
(je tvaru X Y X), tedy zjevné se tyto dvé barvy st¥idaji na celém Fadku, coz je kyzeny spor.
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Ze stejného divodu je jisté barva C na pozici [—1, —1] a barva A na [1, —1]. Analogicky musi
byt barva B na [0, —2], A na [—1,—2] a C na [1, —2]. Dostavame tak trojici puntikt se stejnymi
barvami jako na zacitku a muzeme tvahy zopakovat.

Postupné tak pro vSechna nezaporna celd k dostaneme, Ze na pozicich [0, —2k] je barva B a
na pozicich [0, —2k — 1] je barva D. Totozné mtZzeme postupovat od ptvodni trojice opa¢nym
smérem. Na vSech pozicich sloupce nula tak musi byt barva B nebo D, coz je spor s predpokla-
dem.

POzZNAMKY:

Vétsina Tesitelt tlohu dokéazala sporem, nicméné kromé spravnych reseni se objevila i mnoha
s vice ¢i méné podstatnymi nedostatky. Nejcastéjsi chybou bylo rozebrani nékolika pripadt bez
vysvétleni, jak bude mfizka pokracovat do nekonec¢na. Jini reSitelé nespravné predpokladali, ze
se v néjaké ¢are vyskytuji vSechny ¢tyfi barvy. A bohuzel se objevili i taci, ktefi jen nakreslili
obrazek, v némz byly dvoubarevné cary. Navrh takového obarveni ¢asti sité ovSem neni dikazem
zadaného tvrzeni. (Béara Kocidnova & Misa Hubatova)

Uloha 4. (86; 58; 3,17; 4,0)
Meéjme ctvereckovany papir m X n. Kolika zpisoby miizeme strany vsech cCtverecki obarvit
pomoci tii barev tak, aby kazdy ctverecek mél pravé dvé strany obarvené jednou barvou a
zbyvajici dvé néjakou jinou jednou barvou? Strany, kterymi se sousedici Ctverecky dotykaji,
povazujeme za totozné. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

RESEN{:
Barvy, se kterymi budeme pracovat, si oznaéme A, B, C. Nejprve vypozorujeme, ze pokud uz
ma néjaky jednotkovy ¢tverec obarvené dvé strany, mohou nastat dva pfipady:

(i) Obé strany jsou obarveny jednou barvou (BUNO® A): Obé zbylé strany musime obarvit
barvou B, nebo C. Mame tedy dvé moznosti, jak to udélat.

(ii) Strany jsou obarveny rtiznymi barvami (BUNO A, B): Jednu ze zbyvajicich stran mu-
sime obarvit barvou A a druhou barvou B, nebo naopak. I zde tedy mame dvé moznosti
obarveni.

Z toho vyplyva, ze pokud budeme obarvovat ¢tverec, ktery ma uz dvé strany obarvené, mizeme
tak ucinit vzdy pravé dvéma zpusoby.

Nyni za¢néme obarvovat. Nejdiive levou a horni hranu papiru (na obrazku naznaceny tucné),
které se sestavaji z m resp. n stran jednotkovych ¢tverciu. Obarveni jednotlivych stran je na sobé

%Bez jmy na obecnosti.



nezavislé, takze kazdou muzeme nabarvit tfemi zpusoby. Danych stran je pfitom m + n, takze
aplikaci pravidla kombinatorického soud¢inu dostavame 3™+ moznosti.

m

Dale obarvujme policka od levého horniho rohu ,ve sméru cteni“, tedy zleva doprava a
shora doli. Zjevné pritom vzdy budeme obarvovat ¢tverec, ktery uz mé dvé strany nabarvené,
takze jej mizeme obarvit dvéma zptsoby. Téchto ctvereckd je m - n, takze aplikaci pravidla
kombinatorického soucinu zjistujeme, ze pocet moznosti, jak to udélat, je 2™m".

Nyni staci aplikovat pravidlo kombinatorického soucinu jesté jednou a ziskat tak pocet vsech
moznych zpiisobll obarveni 3™t . 2M" Papir tedy muiZeme obarvit 3™+™ . 2™ zpUsoby.

POZNAMKY:

Priblizné€ jedna tretina fesitelt si s ilohou hravé poradila. Vétsina spravnych reSeni se ale ne-
drzela vzorového. Resitelé obarvovali uz od zacatku ,po Gtvereckach®, ¢imz si pridélali préci
navic. Tém, ktefi se ji naopak vyhnuli, jsem udé€lil imaginarni bod. Z ostatnich doslych feseni
mé nepiijemné prekvapilo, jak velké mnozstvi feSiteld pouzivalo misto pravidla kombinatoric-
kého soucinu pravidlo kombinatorického souc¢tu. Jesté vice lidi ale nepochopilo zadéani a fesilo
jinou tulohu, proto bych rad doporucil vsem, ktefi maji ohledné zadani jakékoliv nejasnosti, aby
se nebali zeptat. (Martin ,E. T.“ Sykora & Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha 5. (91; 42; 2,31; 1,0)
Vejtek si na ctvereckovany papir nakreslil trojuhelnik. Tvrdi, Ze vSechny jeho vrcholy, stied

¢tverecki. Miize mit pravdu? (Martina Vavackova)

RESENT:

Ak najdeme trojuholnik vyhovujtci zadaniu, znameni to, Ze Vejtek méze mat pravdu. Skiisme
dokéazat, ze zadaniu vyhovuje pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C so
suradnicami A = [0,18], B = [24,0], C = [0,0].

KedZe je to pravouhly trojuholnik, tak prieseénik vySok bude totozny s bodom C, teda bude
lezat na vrchole §tvorceka. Z toho istého dévodu bude stred opisanej kruznice (ozna¢me si ho
S) lezat v strede prepony AB trojuholnika. Cize bod S ma4 stradnice S = (A + B)/2 = [12,9].
Dalej polohu taziska T' vyratame pomocou znameho vzorca

_A+B+C _[0+24+0 184040
- 3 - 3 ’ 3

T = [87 6]7
takze tiez lezi na vrchole Stvorceka.

Zostdva nam uz len ukazat, ze tam lezi aj stred kruznice vpisanej. Pre polomer kruznice
vpisanej do trojuholnika plati p = 25/0, kde S je obsah a O je obvod trojuholnika. KedZe je to
pravouhly trojuholnik, obsah lahko vyjadrime ako S = |AC| - |CB|/2. Teda pre polomer plati

|AC| - |CB| 18- 24
p= =

9) T 18424430
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A kedZe strany splyvaju s osami z a y, tak z toho vidno, Ze stred vpisanej kruznice musi mat
sturadnice V = [6, 6]. Takze sme ukazali, Ze vSetky body lezia na vrcholoch $tvoréekov v sieti.

POzZNAMKY:
Zadaniu samozrejme vyhovuju aj iné trojuholniky, ale nam to stac¢i dokézat pre jeden, aby Vejtek
mohol mat pravdu. Vela z vas nakreslilo obrazok, v ktorom sa zdalo, Zze vyhovuje zadaniu, ale
po dokladnejsom poditani sa ukazalo, Ze to nie je pravda. V dokaze musite jednoznacne ukazat,
Ze vaSe tvrdenie je pravdivé, inak vdm za to nemézeme dat body. Niektori z vas ani vyhovujtci
trojuholnik nenasli, ¢o je celkom sSkoda, lebo potom ste svoje tvrdenie, ze taky trojuholnik
neexistuje, ani nemohli dokdzaf, a za to isli body opif dole. Ale nastastie vas bolo dost aj
takych, ktori trojuholnik nasli a aj poriadne dokézali, ze vyhovuje zadaniu.

(Lucka Magurové & Viktor Szabados)

Uloha 6. (87; 42; 2,56; 1,0)
Je mozné rozstiihnout ttvar na obrazku na dvé &asti stejného tvaru” a velikosti, je-li dovoleno
strihat pouze po vyznacenych carach?

(Martina Vavéckova)

"Pfipustné je otaceni a zrcadlové pievraceni.
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RESEN(:
Ano, je to mozné, viz obrazek.

JAK SE NA TO DALO PRIJ{T:

U tloh tohoto typu ndm uvedené feseni skutec¢né staci. Zpusob, jak se k nému dopracovat, na-
stinime v této casti. Pfedpokladejme, Zze zadany utvar lze rozdélit podle zadani. Ziejmé existuje
néjaké shodné zobrazeni prevadéjici jednu ¢ast tvaru na druhou. Kazdé shodné zobrazeni v ro-
viné je posunuti, otoCeni nebo osova soumeérnost podle osy o nasledovanid posunutim ve sméru
o (tzv. osové posunuti), jak se mlzete docist v seridlu Geometrickd zobrazeni k 31. ro¢niku.
Posunuti i otoéeni po chvili zkouseni vylouc¢ime (napf. otoc¢eni o pfimy thel, tedy stfedovou
soumérnost, kvuli tomu, Ze na$ Gtvar neni stfedové soumérny, ostatni moznosti jsou trochu
otravnéjsi).

Rozeberme tedy posledni moznost, osové posunuti. Aby se ¢tverecky zobrazily na ¢tverecky,
musi osa byt vodorovnd, svisld, nebo svirajici +£45° s vodorovnym smérem a prochézet bud
vrcholy mfizky, nebo stfedy hran miizky. Pro kazdy smér uz je jednozna¢né dana tim, ze musi
utvar obsahové piilit — v8echno, co bylo na jedné strané osy, se totiz musi (nezavisle na tom,
které ¢asti to patfilo) zobrazit na vSechno na druhé strané. Tim paddem uz mame jednoznacné
urcenou osu mifici doprava dolt (ostatni t¥i osy nevedou ani vrcholy, ani stiedy), viz obrazek.
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Ctverecky z, y jsou nejdal od osy, ¢ili se museji zobrazit na sebe. Z toho ndm vychézi vektor
posunuti pfi zobrazeni z na y roven (1, —1) (m¥izku BUNO prohlasme za jednotkovou). Postupné
rozhodneme i pro vSechny ostatni ¢tverecky, do které ¢asti patfi. Do kazdého ¢tverecku napiseme
bud 1, nebo 2. Za¢neme tim, Ze do policka = napiSeme jednicku a do y dvojku. Pro kazdy
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¢tvereéek jsou dva jeho potencialni protéjsky dané zrcadlenim podle o a posunutim o (1,—1),
resp. (—1,1). Podivejme se na sloupec ¢tvereckt nad x (obrazek). Co budou jejich prot&jsky? Je
jasné, ze posunuti jejich zrcadlového obrazu o (—1, 1) by je zobrazilo mimo na$ Gtvar, coz nelze.
Museji tedy byt souc¢asti ttvaru 1. A opravdu, posunuti o (1, —1) uz nedéld problém. Obdobnym

jednoznacné zaradit do 1 nebo do 2 a dopracovat se tak k rozdéleni z prvniho obrazku.

POzZNAMKY:

Uloha se ukéazala byt docela problematicka, protoze vétsina FeSeni se pokousela dokdzat nee-
xistenci pozadovaného rozdéleni. To bylo pochopitelné tentokrat nemozné, ale obecné plati, ze
dukaz neexistence feSeni v podobnych ptipadech je tézky a zdlouhavy, rozebirajici mnoho moz-
nosti (jisté je vam jasné, ze kapitolka ,Jak se na to dalo pfijit“ mé k dukazu daleko). Takze se
spis vyplati zkouSet FeSeni najit, pfipadné se pokusit néco o ném obecné zjistit (tentokrat svoje
uvahy nemusime sepisovat a dokazovat), napfiklad zredukovat pocet ,typi“ FeSeni, jako jsme
to udélali my.

Ti, ktefi tlohu nevyfesili, mohli dostat az dva body za néjakd pozorovani (v drtivé vétsiné
$lo o jeden bod za zjisténi, ze utvar ma sudy pocet policek, coz nebrani existenci hledaného
rozdéleni). Rad bych takovych bodii rozdal vice a mnozi z vés ve svych FeSenich skuteéné tvrdili
daleko méné trivialni véci, ale bohuzel byli také vesmés daleko od jejich ditkazu (¢emuz se nelze
divit, jak bylo fe¢eno vyse). Kladny imaginarni bod obdrzela Karolina Kuchyriovd za podle mého
nejlepsi popis postupu, ktery ji k feseni dovedl. Kuridézni je ovSem to, Ze si v obrazku s feSenim
pridala jeden fadek navic, takze vysledné rozdéleni méla ,Spatné“, ¢imz dosdhla neobvyklého
bodového zisku 4 + i. Nakonec bych chtél pochvalit ty, ktefi projevili dost trpélivosti a invence
a Teseni nasli, a vSem potom popiat hodné stésti a dobrych napadi do dalsich sérii.

(David Hruska & Martina Vavackova)

Uloha 7. (71; 32; 2,24; 1,0)
Martina a Olin hraji na ¢tvereckovaném papiru o rozmérech 6 X 6 nasledujici hru. Stiidavé pisou
do jednotlivych ¢tverecku realna cisla, ktera se na papire jesté nevyskytuji. Po vyplnéni celého
papiru zelené vybarvi maximum v kazdém iadku. Olin vyhraje, pokud existuje cesta shora dolu
vedouci pouze skrz zelené &tverecky®, v opacném piipadé vyhréva Martina. Kdo vyhraje, kdyz
Olin zac¢ind a oba voli nejlep$i moznou strategii? (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESEN(:

Vyhraje Martina. Pfedvedeme si pro ni dvé mozné jednoduché vyhravajici strategie.

PRVNI STRATEGIE — SPAROVAN{ DVOU RADKU:

Martina se zaméfi na prvni dva fadky a policka prvniho fadku sparuje s policky druhého fadku
podle néasledujiciho obrazku.

A|lB|C|D

DIE|F|A

Kdykoli Olin napise ¢islo mimo prvni dva fadky, Martina zahraje také mimo — to muze
udélat, protoze pred kazdym Olinovym tahem bude v této oblasti sudy pocet policek.

Dale, pokud Olin zahraje do prvnich dvou fadki, Martina vyplni sparované policko. Navic,
pokud Olin napsal éislo, které je pravé i-té nejvétsi ve svém radku, napise i Martina takové éislo,
aby bylo i-té nejvyssi.

Takto bude na konci vyplnéna zelené nékterd dvojice sparovanych policek a zelend cesta
nepovede ani pres prvni dva Fadky.

8Dva, &tverecky, které sousedi pouze rohem, povazujeme také za sousedni.
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DRUHA STRATEGIE — OCHRANNA ZED:
Martina si predstavi v kazdém radku tii Sedé vybarvena policka podle néasledujiciho obrazku.

Vizdy, kdyz Olin nékam zahraje, zareaguje Martina ve stejném fadku. A to tak, ze kdyz
umistil Olin ¢islo na bilé policko, d4 Martina nizsi ¢islo na Sedé, a kdyz napise Olin ¢islo na sedé

Zelena cesta tak nemiize vést shora az doll, protoze nemuze prekiizit Sedou oblast.

POzZNAMKY:

Naprosta vétsina feSiteli postupovala podle jednoho ze dvou vzorovych feSeni. Nespravna feseni
vétsinou predpokladala néco, co nemusela byt pravda. Nejcastéji to, ze uz znaji maximum v né-
jakém radku a podle toho hraji dil — zapomnéli ale, ze néktera z dalsich poli¢ek uz mohla byt
vyplnéna. Velkad cast resiteld také pouze napsala, ze Martina vyhraje, protoze muze v kazdém
fadku doplnit posledni ¢islo a tim urc¢it maximum. To je sice skoro pravda, ale jako diukaz takové
tvrzeni nestaci. Za tato reseni jsem daval 0-2 bodi. Dale se bohuzel naslo i par takovych, ktefi
Spatné pochopili zadani a predpokladali, ze hraci vyplnuji policka poporadé. Témto Fesiteltim
jsem za vyfeseni mnohem jednodussi tlohy udélil dva body. (Martin Cech & Mirek Olsak)

Uloha 8. (65; 24; 1,68; 0,0)
Na étvereckovaném papiru o rozmérech m x n (n > 3) vybarvime nékteré ¢tverecky derné a
nasledné dva protéjsi okraje slepime. Ukazte, ze na vzniklém valci jsou alespon dva radky,
sloupce nebo rovnobézné diagonaly, které obsahuji tentyz pocet cernych c¢tvereckii.

(Alexander ,,Olin“ Slavik)

RESEN(:

Dokézeme to sporom. Predpokladajme, ze existuje ofarbenie, v ktorom ziadne dva riadky (stipce,
rastiice ani klesajice diagondly) nemaji rovnaky pocet ¢iernych Stvorcekov, a oznaéme pocet
iernych policok v i-tomu riadku, stipci, klesajtcej a rasticej diagonale postupne r;, s;, d; a u;.
Dalej ozna¢me C celkovy pocet ¢iernych stvoréekov. Pretoze kazdé policko nalezi prave jednému
riadku, stipci aj diagonale oboch smerov, musi platit

Kazdy riadok, stipec aj diagonala obsahuje prave n stvoréekov, teda uréite 0 < r;, s, d;, u; <
n. Podla predpokladu vieme, ze ¢isla r; (s;, di, u;) musia byt rozne, preto musime pouzit vSetky

¢isla 0, ...,n okrem jedného — ozna¢me ho r (analogicky pre ostatné smery s, d, u). Potom plati
o n(n;— 1 s n(n2+ 1) . n(n2+ 1) de n(n2+ 1) u.
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z ¢oho dostavame rovnost r = s = d = u.

V pripade, Ze 0 < r < n, musi existovat nejaky celo¢ierny aj celobiely riadok, ale zaroven aj
celodierny a celobiely stipec, ¢o nie je mozné. Preto 7 = 0 alebo r = n, BUNV zvolme r = 0,
v opa¢nom pripade iba zinvertujeme farby. Mame teda 1 < r;, s4,d;, u; < n.

Uvazujme teraz celodierny riadok a stipec — tie sa pretni v $tvoréeku A. Kedze kazda diago-
nala zdiela s kazdym riadkom aj stipcom jeden Stvoréek, musia diagonaly oboch smerov s prave
jednym c¢iernym polickom prechadzat Stvoréekom A, zvysky tychto diagonal musia byt biele.
V pripade, Ze sa tieto diagonaly uz v inom stvorceku nepretnt, tak v kazdom riadku okrem
celocierneho s uz urcite 2 biele Stvorceky, kazdy z jednej diagonaly. Preto neexistuje riadok,
v ktorom je prave jeden biely Stvorcek, Co je spor.

Ak sa tieto diagonély pretnu este v jednom $tvorceku (oznacime ho B), tak vo vSetkych riad-
koch, okrem tych obsahujtcich A alebo B, st aspon dva biele stvoréeky. Preto riadok s jedinym
bielym poli¢kom musi byt ten prechadzajtci cez policko B. Analogicky identifikujeme aj stipec
s jednym bielym stvorcekom.

Pozrime sa na riadok s prave jednym ¢iernym polickom. Urcite neobsahuje Stvorcek A ani B,
lebo tieto riadky majt n alebo n — 1 Ciernych policok. Vsetky ostatné riadky ale obsahuju jeden
Cierny Stvoréek zo stlpca s polickom A a druhy &ierny stvoréek zo stipca s B. Opit dostavame
spor. Tvrdenie v zadani teda musi platit.

POZNAMKY:

Priklad bol na osmicku pomerne lahky, zarmucujtce ale je, ze dost vela riesitelov nepochopilo
zadanie. Druhym kamenom trazu bolo uvedomit si, ze diagonaly sa moézu pretnut az v dvoch
bodoch. (Marta Kossaczka & Peter ,wtr“ Korcsok)
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