Kolmice a tecny

2. JARN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 11. BREzZNA 2013

ULoHA 1. (3 BODY)

V ostrothlém trojuhelniku ABC oznaéme H prusecik vysek a D patu vysky na stranu BC.
Dokazte, ze osy uhla CHD a ABC jsou na sebe kolmé.

ULoHA 2. (3 BODY)
Meéjme lichobé&znik ABCD (AB || CD), ve kterém plati, ze |AB| = 2|BC| = 2|CD]|. Ukazte, ze
potom je strana AD kolma na thlopticku BD.

ULoHA 3. (3 BODY)
Méjme trojuhelnik ABC. Nakreslime tii teény k jeho vepsané kruznici tak, ze kazda odfizne
jiny z vrcholu trojuhelnika. Obvody odfiznutych trojuhelnika jsou 1, 2 a 3. Dokazte, ze ptivodni
trojuhelnik byl pravouhly.

ULoHA 4. (5 BODU)
V ostrothlém trojthelniku ABC' ozna¢me D patu vysky z vrcholu A. Na stranach AB a AC
najdeme po fadé body E a F takové, ze |BE| = |BD| a |CF| = |CD|. Kolmice na stranu AB
vedend bodem B a kolmice na stranu AC' vedena bodem C' se protnou v bodé S. Dokazte, ze
|SE| = |SF]|.

ULOHA 5. (5 BODD)
Jsou dany dvé kruznice, které se protinaji v bodech B a C. Jejich spole¢né vnéjsi teény oznacme
p, q a prusecik téchto teen A. Body D a E jsou body dotyku kruznic a te¢ny p. Dokazte, ze
pfimka AB se dotyka kruznice opsané trojuhelniku BDE.

ULOHA 6. (5 BODU)
V obdélniku ABCD, ktery spliiuje |AB| = 2|BC|, je E stfed strany CD a P libovolny bod
uvnitf strany AB. Ozna¢me F' a G paty kolmic z A na PD a z B na PC. Ukazte, ze ¢tyfuhelnik
EFPG je tétivovy!.

ULOHA 7. (5 BODD)
Na kazdé strané ctyithelnika zvolime dva body a dvojice protilehlych bodt spojime tak, aby
se spojnice nekfizily. Pavodni ¢tyfihelnik se tak rozdéli na devét mensich ¢tyftahelniki. Z nich
vybereme v8echny étyfi rohové a prostiedni (na obrazku jsou vysrafované). Ukazte, Ze pokud je
téchto pét ¢tyiuhelnikt te¢novych?, pak je také ptivodni étyfuhelnik te¢novy.

LCtyiuhelnik je tétivovy, jestlize jeho vrcholy lezi na jedné kruznici.
2Ctyiuhelnik je teénovy, jestlize mu lze vepsat kruznici.
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ULoHA 8. (5 BODU)
Je dan trojuhelnik ABC a na jeho strané BC' libovolny bod D. Ozna¢me I, J stiedy kruznic

vepsanych trojuhelnikim ABD a AC'D. Dokazte, ze vSechny kruznice s prumérem I.J prochazeji
pevnym bodem nezavislym na poloze bodu D.



Povidani ke druhé jarni sérii

Druha jarni série je letos vénovana kolmicim a tecnam. Pripravili jsme tento ivodni text, ktery

fesenich pouzivat bez dukazu.

Zékladni pojmy

Definice. Pravym thlem rozumime thel velikosti 90°. O dvou pfimkach fekneme, Ze jsou na
sebe kolmé, pokud sviraji pravy thel. V obrazku pravy thel znacime hranaté nebo puntikem
v obloucku.

Véta. (Thaletova) Sestrojme kruznici nad priumérem AB a zvolme na ni libovolny bod C
ruzny od A, B. Potom je trojuhelnik ABC' pravouhly s pravym uhlem u vrcholu C. Popsané
kruznici se rika Thaletova.

Definice. Tecéna ke kruznici k je takova ptrimka, kterd mé s kruznici k pravé jeden spoleény
bod X. Bod X nazyvame bodem dotyku, pfipadné rikdme, Ze se pfimka v bodé X dotyka
kruznice k.

Co maji kolmice a teény spoleéného? Tecny ke kruznici k (jeji stfed oznacime K) se daji
popsat jesté jinym zpusobem — jako pfimky, které prochézeji danym bodem X (bodem dotyku)
a jsou kolmé na K X. Libovolnou kolmost tedy muzeme pfi trose snahy formulovat jako te¢nost
a naopak.

Uloha. V roviné je dana kruznice k se sttedem K a mimo ni bod A. Sestrojte te¢nu ke kruznici
k, kterd prochazi bodem A.

Reseni. Sestrojime dvé kruznice o stejném poloméru prevysujicim %\AK\; jednu se stfedem
v A, druhou v K. Spojime dva pruseciky téchto dvou kruznic a spojnici protneme s tseckou
AK, ¢imz ziskdme stied této usecky. Nyni muzeme sestrojit kruznici nad prumérem AK. Jeji
prusecik s k oznaéme X. Z Thaletovy véty vime, ze thel AX K je pravy, tedy primka AX je
hledana tecna.




Prenaseni tecen

V konstrukci jsme méli na vybér dva pruseciky kruznice k s kruznici nad pramérem AK. Takto
lze sestrojit dvé ruzné tecny prochézejici bodem A. Ze symetrie si mizeme vSimnout, ze délka
AX na volbé teény nezavisi! Toto nevinné pozorovani muze slouzit jako mocny néstroj pri
pocitani nékterych délek.

Vezméme si napfiklad trojuhelnik ABC se stranami délek a, b, ¢ (naproti vrcholum A,
B, C). Jemu vepsana kruznice® se bude téchto stran dotykat postupné v bodech X, Y, Z.
Takto je obvod trojuhelnika rozdé€len na Sest casti. Na zakladé predchoziho pozorovani mame
|AY| = |AZ|, |BX| = |BZ| a |CX| = |CY], a vyFeSenim soustavy t¥i linearnich rovnic o tfech
neznamych mutzeme dokonce dopocitat

1
|AY | = |AZ| = E(b—l—c—a)7
BY| = [BZ| = (c+a-1),
1
oY |=102] = S(a+b-0).
A
Y
A
B X c

Podobné miizeme postupovat, pokud je kruznice vepsana ¢tyfahelniku. Oznacime-li si délky
jednotlivych teen jako na obrazku*, vidime, Ze souéet libovolnych dvou protéjsich stran dava
u + v + = + y. Z toho mizeme odvodit charakterizaci te¢novych® ¢étyithelniki:

Tvrzeni. Konvexni étyfiihelnik ABCD je teénovy pravé tehdy, kdyz® nastava rovnost |AB|+
|CD| = |AD| + |BC|.

Dalsi poznatky
P1i zachazeni s tecnami a kolmymi pfimkami lze casto uplatnit i dalsi véty.

Véta. (O obvodovém a Usekovém thlu) Necht k je kruznice a AB jeji tétiva. Pak velikost tihlu
<{AV B se nemeéni, probiha-li bod V' jeden z oblouku kruznice k urceny tétivou AB.

Dale plati, ze velikost thlu <{AV B je shodna s velikosti thlu, ktery s tétivou AB svira tecna
kruznice k vedena bodem A. Presnéji: pro bod X lezici v opa¢né poloroviné uréené pfimkou AB
nez bod V plati, ze pfimka X A je tecnou ke kruznici k pravé tehdy, kdyz |<<XAB| = |<<{AV B|).

Uhliim AV B a X AB fikame obvodovy a tisekovy tihel (vzhledem k oblouku AB).

3Vepsana kruznice je takova kruznice uvnit¥ mnohotihelnika, ktera se dotyka vsech jeho stran.
4 Ano, pouzili jsme obrat, ktery v feSenich viddme neradi. To proto, Ze toto povidani nema
ambici byt zcela preciznim.
5Ctytthelnik nazyvame teénovy, pokud mu lze vepsat kruznici.
60Obréacenou implikaci jsme nedokazali, ale plati.
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Véta. (Mocnost bodu ke kruznici) V roviné je dén bod X a kruznice k. Volme primku p tak,
aby prochdzela bodem X a protinala kruznici k ve dvou bodech A, B. Pak hodnota souc¢inu
| X A| - | X B| nezéavisi na volbé pfimky p a nazyvame ji mocnosti bodu X ke kruznici k.

Pokud lezi bod X mimo kruznici a pfimku p volime jako te¢nu, body A, B splynou do
jednoho, tedy mocnost bodu X je v takovém piipadé rovna | X A|2.

Priklad. Je dén pravouhly trojthelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C. Jaka je mocnost
bodu A ke kruznici nad primérem BC?

Jednak je to |AC|?, jelikoz pfimka AC je teénou k této kruznici. Soudasné, oznadime-li P
patu vysky z vrcholu C, pak P z Thaletovy véty lezi na kruznici nad primérem BC, tedy
mocnost z bodu A je rovna |AP|-|AB|. Tim jsme dostali rovnost |AC|? = |AP| - |AB|, které se
fika Eukleidova véta o odvésné.

Provedeme-li nyni totéz jesté pro bod B a kruznici nad prumérem AC, dostaneme znamou
Pythagorovu vétu.

Véta. (Pythagorova) Je dan trojihelnik ABC. Uhel u vrcholu C je pravy pravé tehdy, kdyz”
plati rovnost |AC|? + |BC|? = |AB|?.

Na samotny zaveér jesté udélame malou reklamu kreslicim programim. Ty jsou velmi uzitecné
obzvlasté tehdy, pokud se Ti tézko kresli obrazky od ruky a jsi liny je rysovat ;-). Za vSechny
jmenujme napfiklad program GeoGebra, ktery lze zdarma stdhnout (nebo jen spustit v okné
prohliZzece) na strance http://www.geogebra.org/.

7Obracenou implikaci jsme nedokazali, ale plati.
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Kolmice a tecny

2. JARNI SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1. (56; 55; 2,96; 3,0)
V ostrotihlém trojuhelniku ABC' ozna¢me H prusecik vysek a D patu vysky na stranu BC.
Dokazte, ze osy uhliit CHD a ABC jsou na sebe kolmé. (Vit ,Vejtek* Musil)
RESENT:

Ozna¢me P patu vysky trojuhelnika ABC' na stranu AB. Daéle oznaéme pruseéiky osy uhlu
CHD s osou thlu ABC a se stranou BC postupné jako S a E. Nakonec pojmenujme (3 velikost
uhlu ABC.

B D E\ c

Trojthelniky CHD a CBP sdili uhel u vrcholu C' a navic |[<<CDH| = |<CPB| = 90°. Proto
jsou podobné (véta uu) a shoduji se tak i v tfetim thlu

|<<CHD| = |<CBP| = B.

Dale trojuhelniky EHD a EBS sdili thel u vrcholu E a navic |[<EHD| = |{EBS| = g Proto
jsou podobné a shoduji se tak i v tfetim thlu

|<<\ESB| = |[<EDH| = 90°,

coz jsme chtéli dokéazat.

POzZNAMKY:

S tlohou nemél vibec nikdo problém a néktera feseni, vyuzivajici naptiklad spirdlni podobnost,
byla na jeden fadek. Pro dalsi geometrické tlohy bych snad jen mohl doporudéit, abyste pfti
pocitani ahla mysleli na to, co dale opravdu vyuzijete, a ne jen na to, abyste si spocetli velikosti
vSech Ghld na obrazku. (Lukés Zavrel)



Uloha 2. (62; 61; 2,89; 3,0)
Méjme lichobéznik ABCD (AB || CD), ve kterém plati, ze |AB| = 2|BC| = 2|CD|. Ukazte, Ze
potom je strana AD kolm4 na thlopricku BD. (Pepa Tkadlec)

RESENT:

Stred strany AB ozna¢me S. Vieme, ze |SB| = |CD| = |BC| a SB || CD. Preto SBCD
je kosostvorec a plati [SA| = |SB| = |SD|. Bod D tym padom lezi na Télesovej kruznici so
stredom S a priemerom AB. Preto je uhol ADB pravy.

INE RIESENIE:
Predlzme strany AD a BC a ich prienik ozna¢me X. V&imnime si, ze C'D tvori strednt priecku
v AABX. Tym paddom je AABX rovnoramenny a DB je jeho vyska.

POzZNAMKY:

Ulohu ste dokazali skoro vietci spravne vyriesit. Pacilo sa mi, Ze prislo vela réznych postupov, ako

podobnost alebo doplnenie na kosodlznik ... Jedine mi prekazalo, ze ste automaticky prehlasili

SBCD za kosostvorec aj bez toho, aby ste predtym nie¢o napisali. Rozhodol som sa za to

tentokrat nestrhavat bod, ale ak ste mali este nejak mensiu chybu, tak uz som strhaval.
(Viktor Szabados)

Uloha 3. (43; 40; 2,84; 3,0)
Meéjme trojahelnik ABC'. Nakreslime tfi tecny k jeho vepsané kruznici tak, ze kazda odrizne
Jjiny z vrcholi trojuhelnika. Obvody odfiznutych trojuhelniki jsou 1, 2 a 3. Dokazte, ze ptivodni
trojtihelnik byl pravouhly. (Pepa Tkadlec)

RESENT:

Oznaéme si K, L, M body dotyku stran trojiahelnika s kruznici vepsanou (viz obrézek). Déle si
ozna¢me T bod dotyku te¢ny, kterd ,odrizla® bod A, s kruznici vepsanou. Pruseciky téze teény
se stranami AB, AC ozna¢me E, F.



Body K a T jsou body dotyku te¢en vedenych ke kruznici z téhoz bodu (F), a tudiz plati
|[EK| = |ET|. Obdobné |FT| = |FM]| (teny z bodu F) a |[AK| = |AM]| (te¢ny z bodu A).
Diky uvedenym rovnostem mizeme upravit:

obvod(AAEF) = |AE|+ |EF| + |AF| =
= |AE|+ |BT| + |FT| + |AF| =
— |AB| + |EK| + |[FM]| + | AF| =
= |AK|+ |AM].

A jelikoz |AK| = |AM|, plati
1
[AK| = |AM| = 7 obvod(AAEF).
Stejnym zpusobem odvodime, ze
1 1
|BK| = |BL| = 3 obvod (A u vrcholu B), |CL| = |CM| = 5 obvod (A u vrcholu C).

BUNO® ptedpokladejme, ze obvody trojiuhelniki u vrcholu A, B, C jsou po fadé 1, 2 a 3.
Potom je |AB| = |AK|+|KB| = 3+ 2 =2, |BC| = |BL|+|LC| = 2+ 3 = 5 a |AC| =
|[AM| 4+ |[MC| = % + % = %, Nyni jiz snadno ovéfime, ze délky stran trojihelnika ABC spliuji
Pythagorovu vétu, a tedy trojuhelnik ABC' je pravouhly.

POZNAMKY:

Az na par vyjimek byla vSechna feSeni spravné. Soucasti vétSiny feseni byl i nacrtek, coz je
potésujici, obcas vSak byl znac¢né nepiehledny. Neodpustim si tedy radu pro ty z vas, ktefi tak
jesté necini: oznacujete-li v nacrtku délku néjaké asecky, dbejte na to, aby bylo jasné, jaké jsou
jeji koncové body (a tedy kterou tsecky tim vlastné minite)! (Alca Skélovd)

Uloha 4. (46; 44; 4,78; 5,0)
V ostrouhlém trojuhelniku ABC' ozna¢me D patu vysky z vrcholu A. Na strandch AB a AC
najdeme po fadé body E a F takové, ze |BE| = |BD| a |CF| = |CD|. Kolmice na stranu AB
vedend bodem B a kolmice na stranu AC' vedena bodem C se protnou v bodé S. Dokazte, ze
|SE| = |SF]|. (Pepa Tkadlec)

80Obliben4 matematicka zkratka ,bez Gjmy na obecnosti®.
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RESENT POMOCT PYTHAGOROVYCH VET:
Z Pythagorovych vét pro trojuhelniky ABS, ACS dostavame

|AC|? + |CS)? = |AS|?> = |AB?| + |BS|%.

Dale z Pythagorovych vét pro trojuhelniky ACD a ABD a zadanych rovnosti |CD| = |CF]|
a |BD| = | BE| dostavame

|AC|? — |CF|? = |AC|? — |CD|? = |AD|? = |AB|? — |BD|? = |AB|? — |BE|?

Ziskané rovnice od sebe odeé¢teme a mame |CS|?2 + |CF|? = |BS|? + |BE|?. Z toho na zakladé
Pythagorovych vét pro trojihelniky CFS a BES jiz plyne |FS|2 = |ES|?, atedy i |F'S| = |ES]|.

S

RESENf POMOCT MOCNOSTI (PODLE MIROSLAVA PSOTY):

Zkonstruujeme si po fadé body FEg a F> jako obrazy bodu E a F ve stfedovych soumérnostech
podle B, resp. C. Body E, D, Es lezi na kruznici se sttedem B a body F', D, F> na kruznici se
stfedem v C. AD je kolm4 na BC (spojnici stiedl), takze AD je te¢na obou kruznic. Z mocnosti
(viz tvodni text) |AE|-|AEs| = |AD|? = |AF| - |AF| dostavame, ze body E, Ea, I, I lezi
na dalsi kruznici. P¥imka BS je osa strany EFE9 a pfimka CS je osa strany F'Fy, takze bod S
je st¥ed kruznice opsané Ctyfuhelniku EE2FFy. A tedy |SE| = |SF|, protoze maji obé& délku
poloméru této kruznice.



POZNAMKY:
Vétsina fesitelt ulohu feSila za pomoci Pythagorovych vét. Pouze par z vas pouzilo postup
s mocnosti. (Anna Chejnovska)

Uloha 5. (34; 32; 4,53; 5,0)
Jsou dany dvé kruznice, které se protinaji v bodech B a C. Jejich spole¢né vnéjsi teCny oznacme
p, q a prusecik téchto tecen A. Body D a E jsou body dotyku kruznic a tecny p. Dokazte, ze
piimka AB se dotyka kruznice opsané trojiuhelniku BDE. (Vit ,Vejtek“ Musil)

PrvNI RESENT (OBVODOVY A USEKOVY UHEL):

Oznac¢me jako F' prusecik pfimky AB a kruznice opsané trojuhelniku BCE rtzny od bodu
B. Bod A je jisté stfed stejnolehlosti, kterd zobrazuje kruznici opsanou trojihelniku CDB na
kruznici opsanou trojuhelniku BEF. Body D, E a B, F jsou sobé si odpovidajici body v této
stejnolehlosti, proto jsou pfimky DB a EF rovnobézné, tedy thly <BFE a <{ABD maji stejnou
velikost. Déle podle véty o obvodovém a tsekovém tuhlu plati |[<{BFE| = |<{BED)|. Celkem
dostdvame rovnost |<{ABD| = |<{BED)| a pfimka AB je te¢nou kruznice opsané trojihelniku
BDE podle téze véty.

/
/
“a D E P

DRUHE RESENf (MOCNOST):
Ozna¢me navic jako G prusecik pfimky AB a kruZnice opsané trojuhelniku BC'D ruzny od B.
Z mocnosti bodu A k zadanym kruznicim mame

|AD|? = |AG| - |AB|,
|AE|? = |AB| - |AF)|.
Ze stejnolehlosti popsané vyse plati
|AB| _ |AF|
|AG|  |AB|’

neboli
\AB|2 = |AG| - |AF)|.

Znéasobenim prvnich dvou rovnosti a dosazenim posledni pak dostavame

|AD|? - |AE]® = |ABJ - |AG| - |AF| = |AB[*,
10



ekvivalentné |AD| - |AE| = |AB|? a z mocnosti bodu ke kruznici plati, ze pfimka AB je te¢nou
ke kruznici opsané trojuhelniku BDE.

TRETf RESENf (KRUHOVA INVERZE PODLE STEPANA SiMsy):

Kruznice opsand trojuhelniku BC'D je obrazem kruznice opsané trojuhelniku BC'E pfi kruhové
inverzi podle kruznice se stfedem v bodé A o poloméru |AB|, jelikoz obé kruznice lezi v tomtéz
thlu a prochézeji jednim bodem B. Bod D se zfejmé zobrazi do bodu E, a proto musi platit
|AD| - |AE| = |AB|?, coz z mocnosti bodu A ke kruznici opsané trojihelniku BDE znamena,
ze AB je jeji te¢nou.

POZNAMKY:

Vétsina reSiteltl postupovala cestou vice ¢i méné elegantniho thleni. Méné z vas pak pouzivalo
v feSeni mocnost a jediny Stépdn predvedl elegantni kruhovou inverzi, za kterou si vyslouzil
i-¢ko a publikovany vzorédk. (Vit ,Vejtek“ Musil)

Uloha 6. (27; 25; 4,59; 5,0)
V obdélniku ABCD, ktery splituje |AB| = 2|BC|, je E stfed strany CD a P libovolny bod
uvniti strany AB. Oznac¢me F a G paty kolmic z A na PD a z B na PC. Ukazte, ze Ctyituhelnik
EFPG je tétivovy®. (Martin Topfer)

RESENT:

Nejprve si uvédomime, ze existuje jedina kruznice k takova, ze prochazi body E a P a piimka
CD je k ni te¢nou. Stfed této kruznice lezi na ose usecky EP (body E, P lezi na kruznici) a
na kolmici k C'D vedené bodem E (E je bod dotyku teény). Jelikoz tyto dvé pfimky nejsou
rovnobézné, je stfed k urcen jednoznacné.

D E C

A p T B

Nyni ukdzeme, ze i body F a G lezi na této kruznici. Podle Euklidovy véty o odvésné
pro trojihelnik APD plati |AD|?> = |DF| - |DP|. Ze zadani vime, ze |AD| = |DE|, a tedy
|DE|? = |DF| - |DP|. Protoze |DF| - |DP| je mocnost bodu D ke kruznici opsané trojthelniku
PEF, tak i |DE|? vyjadiuje mocnost bodu D k této kruznici. To nam ¥iké, Ze DE (resp. CD) je
tecnou k této kruznici v bodé E, a tedy kruznice opsana trojuhelniku PEF je totozna s kruznici
k. Analogicky ukazeme, Ze i kruznice opsané trojuhelniku PEG je kruznici k, a tedy body FE,
F, G a P lezi na jedné kruznici.

POzZNAMKY:
Vétsina doslych feseni vyuzivala mocnost jako ve vzorovém feSeni. Naslo se ale par osklivéjsich
feSeni, kde se vice pocitalo. Obcas se jen vyjadfovaly délky usecek, ale doslo i na ¢isté analytické
feSeni. Je pravda, ze uloha od pohledu vypadala ,upocitatelné“, protoze takika vsSude byly
pravé uhly, presto se vétsinou vyplati zamyslet nad elegantnéjsich resenim. To byva ve vysledku
mnohdy o dost jednodussi a ¢lovék si uSetii praci s nezadzivnym pocitanim. Z netradi¢nich feseni
meé zaujalo feSeni od Michaely Bielikové, ktera tlohu vyfesila pouhym pienasenim thla.
(Martin Tépfer)

9Ctyiuhelnik je tétivovy, jestlize jeho vrcholy lezi na jedné kruznici.
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Uloha 7. (23; 21; 4,43; 5,0)
Na kazdé strané ctyiuhelnika zvolime dva body a dvojice protilehlych bodu spojime tak, aby
se spojnice nektizily. Piivodni ctyfuhelnik se tak rozdéli na devét mensich Ctyruhelniki. Z nich
vybereme vSechny éty¥i rohové a prostiedni (na obréazku jsou vysrafované). Ukazte, Ze pokud je
téchto pét étyitihelniki tecnovych!®, pak je také piivodni étyitihelnik teénovy.

(Martina Vavackova)

RESENT:

Ozna¢me A, B, C, D vrcholy piivodniho &tyfuhelnika, A’, B’, C’, D’ pfislusné vrcholy pro-
stifedniho tecnového ctyruhelnika. Dale oznac¢me body dotyku ¢tyf krajnich kruznic jako na
obrazkull.

Prostiedni ¢tyfahelnik je te¢novy, a tedy plati |[A’B’| 4+ |C'D’| = |B'C’| + | D’ A’|. Ze symetrie
mame ‘A,XAI‘ = ‘A,YA’L pOdObHé pro B/7 C’ a D’. Plati tedy také ‘XA/XBI‘ + ‘XCIXD/‘ =
|Yg/Yor| + |Yp/Yas|. Piimky AB a A’B’ jsou vnéjsimi spoleénymi te¢nami dvou kruznic, tedy
opét ze symetrie dostavame | X 4 X g| = | X 4/ X /|, obdobné pro dvojice piimek BC a B'C’, CD
aC'D',DAaD'A’.Odtud | XaXp|+|XcXp| = |YeYc|+|YDYal. Protoze viak |[AX 4| = |AY4|
(a totéz pro B, C, D), plati |AB| 4+ |CD| = |BC|+ |DA|, a tedy ¢tyfthelnik ABCD je te¢novy,
coz jsme chtéli dokazat.

10Ctyiuhelnik je tecnovy, jestlize mu lze vepsat kruznici.
11Spravné bychom to méli rozepsat, ale protentokrat si to odpustime.
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POzZNAMKY:

Navzdory tomu, Ze iloha byla na sedmicku pomérné jednoduchd, se neseslo zrovna mnoho reseni.
Tési mé vsak, ze naprosta vétsina z nich byla spravné. Kladnym imaginarnim bodem jsem ocenila
ty Tesitele, ktefi se vyhnuli nepiehlednému znaceni a nezanofili se do svéta rovnic, ale naopak
struéné a vystizné popsali, v ¢em Feseni spociva. :) (Martina Vavéckova)

Uloha 8. (13; 13; 5,00; 5,0)
Je dan trojahelnik ABC' a na jeho strané BC' libovolny bod D. Oznacme I, J stiedy kruznic
vepsanych trojuhelnikim ABD a ACD. Dokazte, ze vSechny kruznice s prumérem IJ prochéazeji

pevnym bodem nezavislym na poloze bodu D. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:
A

B Iy S~._P_ _-"DJ, c

Nazveme Ip, Jo a P postupné projekce boda I, J a stiedu usecky IJ na stranu BC. Dale
ozna¢ime délky tseéek: |BD| = z, |AD| = y a strany trojuhelnika maji velikosti a, b, c. Nejprve
si uvédomme, ze DI a DJ jsou osy vedlejSich Ghlu, tedy thel IDJ je pravy a bod D lezi na
kruznici nad pramérem IJ.

Bod stfedové symetricky s D podle P si oznacime S. Ten tedy také lezi na kruznici nad 1.J,
navic lezi na BC. Pokud tedy zjistime, Ze vzdéalenost |SB| nebude zaviset na poloze D, bude
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kruznice nad IJ prochazet stale timto bodem.

r+c—vy
Blg| = ——~2,
| Blol 2
2 K
at+c+x—>b
‘BJQ‘=I+|DJO‘=f,
\BP| = |BJo| +|Blo| _a+c—b+2x
2 4 ’
konec¢né b
\BS| = 2|BP| — |BD| = “_TJ“C

Jak tedy vidime, poloha bodu S nezalezi na poloze bodu D a uloha je vyfesena.

POZNAMKY:

Vsechna dosla feseni byla spravna, a tak jsem alespon imaginarnimi body ohodnotil struc¢nost,
napaditost, prehlednost a srozumitelnost FeSeni a v neposledni fadé také Cas, ktery jsem stravil
jejich kontrolovanim. Obzvlasté zabrat mi dal Fesitel, ktery pouzil osm sinovych vét na vsechny
trojuhelniky, které nasel, a poté z nich postupné sklddal dikaz. Nebyl ale jediny — i dalsi postu-
povali podobné komplikovansé. (Filip Hlések)

14



