Triangles

4™ AUTUMN SERIES DATE DUE: 7™ JANUARY 2013

Jak sis jisté vsiml(a), zadani ¢tvrté série je celé v angli¢ting. Jde totiz o zvlastni, cizojazyénou
sérii; FeSeni této série prijimame rovnéz pouze v anglickém jazyce. Mozn4 Ti preklad a vlastni
sepisovani zabere vice ¢asu nez obycCejn€, avsak véz, ze anglictina je jazyk, ve kterém se , d€la“
vétSina matematiky, a cizojazy¢na série je tak prilezitost, jak ji jit vst¥ic.

PROBLEM 1. (3 POINTS)

Divide the triangle with side lengths 1, 2, and /5 into five congruent triangles similar to the
original one.

PROBLEM 2. (3 POINTS)
Viktor drew a convex quadrilateral ABCD. Then he found a point M inside the quadrilateral
such that the triangles ABD and MCD were similar (the vertices correspond respectively).
Prove that the triangles AM D and BCD are similar, too.

PROBLEM 3. (3 POINTS)
Martina has an equilateral triangle ABC, where she drew the semicircle with diameter BC'
which does not intersect other two sides of the triangle. Then she marked points K and L on
the curve such that they divided the semicircle into three congruent arcs. Prove that the lines
AK and AL divide the side BC' into thirds.

PROBLEM 4. (5 POINTS)
Let ABC be a triangle whose A-median is perpendicular to the side AC. Given that AB = 2-AC,
determine the measure of the angle BAC.

PROBLEM 5. (5 POINTS)
Filip drew a triangle ABC and denoted the midpoints of the sides BC, CA, and AB by K,
L, and M, respectively. The tangent to the circumcircle of the triangle through the vertex A
intersects the lines KL and KM at points P and Q, respectively. Prove that the lines CP and
BQ are parallel.

PROBLEM 6. (5 POINTS)
Alé¢a has a triangle ABC where she drew a ray from the vertex A that intersects the side BC'
at point X and the circumcircle of the triangle at point Y. Prove that ﬁ + X—ly > BLC‘
PROBLEM 7. (5 POINTS)
In an acute-angled triangle ABC, let D be the foot of the A-altitude and L the foot of the angle
bisector of the angle by vertex B. Prove that ZCDL > 45°.



PROBLEM 8. (5 POINTS)
The incircle of a triangle ABC' is tangent to the sides BC, C A, and AB at points D, E, and
F', respectively. Denote by iq, i, and i. the incircles of the triangles AEF, BDF, and CDE,
respectively. Prove that the pairwise common external tangents!' of these three circles (other
than the sides of the triangle) are concurrent.

L The common external tangent of two circles is a line tangent to both the circles which does
not intersect the segment joining the circles’ centres.
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Triangles

4™ AUTUMN SERIES VZOROVE RESEN{
Problem 1. (84; 73; 2,62; 3,0)
Divide the triangle with side lengths 1, 2, and /5 into five congruent triangles similar to the
original one. (Alca Skélova)
RESEN(:

Podle Pythagorovy véty je zadany trojuhelnik pravouhly. V pravothlém trojuhelniku je obsah
roven poloviné soucinu délek odvésen, a proto ma nas trojuhelnik obsah 1. Protoze ho mame
rozdélit na pét shodnych trojihelnikii podobnych ptuvodnimu, kazdy z nich bude mit obsah
rovny pétiné obsahu ptivodniho trojahelniku. Oznaéme si kratsi odvésnu hledanych trojihelnika
a; delsi je tedy 2a. Pro obsahy tedy musi platit % = %a - 2a, odkud méme a = 1//5. Na zakladé
pomért dopocteme i zbylé délky stran a dostaneme, ze strany novych trojihelnikt maji délky
1, Y5, 2/v5.

Vyska na preponu nam trojihelnik rozdéli na dva, z nichz mensi je jeden z ndmi hledanych
trojuhelnikil (m4 stejné vnitini thly jako ten pivodni, navic mé preponu délky 1). Vétsi troju-
helnik rozdélime stiednimi prickami na ¢tyfi shodné, které jsou rovnéz podobné pivodnimu, a
tim je Feseni u konce.

POzZNAMKY:

Skoro vSechna feSeni byla v porddku. Nejvétsim problémem bylo kromé neporozuméni slovu
scongruent“, které znamena ,shodny“, nikoli ,,podobny“, to, ze né€kolik resitelti zaslalo pouze
obréazek s rozdélenym trojuhelnikem bez jakéhokoli komentafe, v horsim pfipadé i bez jakého-
koli oznaceni délek ¢ pravych Ghli. Témto feSenim jsem nemohl udélit vice jak dva body, nebot
vubec nedokazovala, ze viechny mensi trojihelnic¢ky jsou shodné, a navic jesté podobné puvod-
nimu. A malé tfeSnicka na dortu — prestoze nékterym z vas pfipadalo, ze dany trojuhelnik je
90-60-30, tak opravdu neni (-: (Lukés Zavrel)



Problem 2. (63; 53; 2,51; 3,0)
Viktor drew a convex quadrilateral ABCD. Then he found a point M inside the quadrilateral
such that the triangles ABD and MCD were similar (the vertices correspond respectively).
Prove that the triangles AM D and BCD are similar, too. (Viktor Szabados)

RESEN(:
Podobnost trojuhelniki ABD, M CD nam dava

|[DA| _ |DM]|

- ., |<CADB| = |<<M DC|.
DB~ [DC] \ = |

Z toho dopocteme
|TADM| = |<ADC| — |<MDC| = |<ADC| — |<ADB| = |<<BDC|.
Podle véty sus jsou tak podobné i trojuhelniky ADM a BDC.

D
C

M

POZNAMKY:

Nejcastéjsi chybou v doslych fesenich bylo dopocitavani rovnosti thld za pouziti pricteni nebo
odec¢teni uhlu |<<M DB]|, kdy mnozi na jednu z moznych poloh bodu M zapomnéli. Naprosto
precizni rozebrani vsech pripadii se objevilo jen u par fesitelt. Vyskytlo se i nékolik feSeni
pouzivajicich spiralni podobnost, diky které je vyslovené vidét, ze tiloha plati. I kdyz je pravda,
ze zde to byl trochu kanén na vrabce.

Sam jsem byl prekvapen, jak malo slov je potfeba pouzit — ob¢as by FeSeni v mongolstiné
vypadalo témér stejné. Nektera reseni byla dokonce tak strucna, ze bylo obtizné poznat, co plati
a co se snazi autor dokdzat. Navic si dovolim jesté jedno jazykovédné okénko: véta sus (tj. strana-
uhel-strana) neni v pfekladu ,sentence sus“, ale ,sas condition, kde sas pfekvapivé znamena
side-angle-side. Obcas neni $patné se trochu zamyslet nad prekladem zavedenych matematickych
pojmu. Velkou pochvalu za anglickou formulaci si zaslouzi Mark Karpilovsky, jehoz feSeni byla
vyslovené radost Cist. (Martin Tépfer)

Problem 3. (57; 46; 2,47; 3,0)
Martina has an equilateral triangle ABC, where she drew the semicircle with diameter BC'
which does not intersect other two sides of the triangle. Then she marked points K and L on
the curve such that they divided the semicircle into three congruent arcs. Prove that the lines
AK and AL divide the side BC' into thirds. (Martina Vavéackova)

RESEN(:
Bud M stied tsetky BC a K', L' postupné priise¢iky BC s AK a AL. Jelikoz body K, L d&li
spodni pulkruznici na tii stejné ¢asti, plati |[<K'MK| = % - 180° = 60° = |<<K’'BA|, takze
trojuhelniky K’ MK a K’'BA jsou si podobné (uu). Z této podobnosti dostavame
IMK'| |MK| _|BM| 1
|IBK'| = |AB| ~ |BC| ~ 2’
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takze bod K’ lezi ve tfeting usetky M B. Z toho a ze symetrie mame, ze body K’ a L’ d&li BC
na tretiny.

A

JINE RESENf — MYSLENKA (DOKRESLIME JEDEN BOD):

Oznaéme A’ osovy obraz bodu A podle BC. V trojuhelniku ABA’ je ziejmé& M stied strany
AA’ a K stied strany BA’, tedy AK a BM jsou téZnice a AK d&li BM v poméru 2 : 1. Zbytek
jako vyse.

JINE RESENf — MYSLENKA (DOKRESL{ME DvVA BODY):

Ozna¢me B’, C’' po fadé¢ priiseéiky piimky KL s pfimkami AB a AC. Snadno nahlédneme, Ze
trojuhelnik AB’C’ je rovnostranny a body K, L déli jeho stranu B’C’ na tietiny. Trojuhelniky
ABC a AB'C’ jsou podobné, a proto rovnéz body K’, L’ déli stranu BC na tfetiny.

POZNAMKY:

Vétsina Tesitelt si s tlohou poradila — néktefi hrave, jini trochu tézkopadné. Elegantnéjsi feseni
vyuzivala vedle podobnosti trojuhelniki ¢asto také trojuhelnikovou sit ¢i vlastnosti téznic, méné
elegantni feSeni pocitala rozliéné délky a uhly, ohanéla se goniometrickymi funkcemi, ba i na
kosinovou vétu doslo!

Naslo se n€kolik resitelt, ktefi prohlasili, Ze rozdéli-li vnitini thel rovnostranného trojihelnika
dvéma pfimkami na t¥i stejné ¢asti, rozseknou tyto pfimky protéjsi stranu na tfetiny. Z jednoho
FeSeni jsem se dokonce dozvédéla, Ze to plati obecné (pro rozdéleni vnitfniho thlu v jakémkoliv
poméru) a ze jde o ,specidlni vlastnost“ rovnostranného trojuhelnika. Rozmyslete si, Ze to neni
pravda.

Nakonec bych chtéla pochvalit ty, kteri zavedli znaceni dfive, nez jej zacali pouzivat, a pokarat
ty ostatni. Casto se totiz stalo, Ze se v feSeni najednou objevil nezndmy bod, ktery byl v lepsim
ptipadé dohledatelny v nakresleném obrazku, v horsim pripadé jsem si musela sama domyslet,
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o jaky bod se jedna. Radéji tedy jesté jednou zduraznuji, Ze obrazek by nemél byt nedilnou
soucasti FeSeni. VSe, co do obrazku nakreslite navic (oproti zadani tlohy), byste méli popsat i

slovy. (Martina Vavéckova)
Problem 4. (78; 72; 4,49; 5,0)
Let ABC be a triangle whose A-median is perpendicular to the side AC. Given that AB = 2-AC,
determine the measure of the angle BAC. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:
B
E
F
C A

Oznaéme E, resp. F stted strany BC, resp. AB. Use¢ka EF je stiedni piicka v trojuhelniku
ABC a jako takova jednak splituje |EF| = %\AC\, jednak je s AC rovnobé&zna. Protoze je AE
podle zadani kolmé na C'A, je diky rovnobéznosti kolmé i na EF. Déle plati |AF| = %\AB| =
|AC], a je tedy

EF| 1LlACc] 1
|‘A—F“ = 2|1‘40|‘ =5 meboli |[<<EAF| = 30°.

sin |<<EAF| =

Pozadovanou velikost thlu CAB spocteme jako |[<ICAE| + |<<EAF| = 90° + 30° = 120°.

POZNAMKY:
Ukézalo se, ze uloze by spiSe sluselo zafazeni mezi trojbodovky — doslo opravdu hodné feseni,
pri¢emz témér vSechna byla spravné. Chtél bych vSak varovat pred priliSnou struc¢nosti v feseni,
kterda v nékolika pfipadech vyustila dokonce ve ztratu bodd. Rovnéz bych chtél upozornit, ze
je mnohem lepsi, pokud vSechny objekty, které v feSeni pouzivite (body, thly, ... ), pfesné
zadefinujete v textu feSeni a nenechate opravovatele, aby jejich definice véstil z naértku.
Kromé vzorového feseni se vyskytlo jesté nékolik variaci na néj — nékteré spocivaly v do-
kresleni pruseciku pfimky AC s kolmici vedenou bodem B, jiné zase trojuhelnik ,doplnovaly na
rovnobéznik“. Nezanedbatelnou skupinu tvorila i ¢isté pocitaci FeSeni, ktera se stala opravdovou
prehlidkou pfislusného aparatu: kromé Pythagorovy véty se objevilo i mnoho vét sinovych a
kosinovych, dvé feSeni vyuzivala Apolloniovu vétu a své vyuziti nasel i jeden téméf neznamy
vzorec pro délku téznice. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Problem 5. (65; 57; 4,06; 5,0)
Filip drew a triangle ABC and denoted the midpoints of the sides BC, CA, and AB by K,
L, and M, respectively. The tangent to the circumcircle of the triangle through the vertex A
intersects the lines KL and KM at points P and Q, respectively. Prove that the lines CP and
BQ are parallel. (Filip Hlések)

RESENT:
Stfedni pricka KM trojuhelniku ABC' je rovnobézna s pfimkou AC, a proto jsou souhlasné
thly QKB a ACB shodné. Zaroven je velikost obvodového thlu ACB nad tétivou AB rovna
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velikosti odpovidajiciho usekového thlu QAB. Dostavame rovnost |[<{QK B| = |[{QAB|, ze které
plyne, ze ¢tyftuhelnik AQBK je tétivovy. Analogicky dostaneme, ze ¢tyithelnik APCK je také
tétivovy. Na zavér vyuzijeme dalsi znamou vlastnost? tétivovych &tyfthelniki:

|<<K BQ| = 180° — |[AK AQ| = |<<K AP| = 180° — |<KCP|,

z ¢ehoz plyne dokazovana rovnobéznost pfimek BQ a PQ (souhlasné uhly).

JINE RESEN{:

Opét vyuzijeme rovnobéznosti primek KM a AC, diky které maji souhlasné uhly AQM a PAL
stejnou velikost. Podobné jsou rovnobézné také piimky KL a AB, z ¢ehoz plyne |[<<QAM| =
|<TAPL|. Trojuhelniky AQM a PAL jsou potom podobné, protoze se shoduji ve dvou uhlech.
Z podobnosti vyplyva shodnost poméra délek odpovidajicich si stran, kterou dale upravime za
pouziti stfedd stran trojuhelniku:

|PL| |AL| . |PL| |CL|
— = ———, takze —— = ——".
|[AM| QM| |BM| QM|

Diky zminénym rovnobéznostem jsou také uhly QM B a CLP shodné. Trojuhelniky QM B a
CLP se tedy shoduji v thlu a poméru délek odpovidajicich si stran a jsou proto podobné. Na
zavér dukazu ddme dohromady vSechny poznatky a dokonc¢ime ho stejné jako u prvniho FeSeni:

|<KCP|=|<KCL|+|<{LCP| = |<BKM| + |<<MQB| = 180° — |<{K BQ)|.

POzZNAMKY:

Ukézali jsme dva odlisné pristupy k této tloze, z nichz kazdy byl né¢im vyjimecny. Jak si spravné
v§iml Stépdn Simsa, tak by prvni feseni dokazovalo tlohu, i pokud by K byl libovolny bod na
strané BC' a pfimka KL (resp. K M) byla rovnobéznd s AB (resp. AC). Druhé feSeni se naopak
obejde bez kruznice opsané a te¢nosti pfimky prochazejici bodem A. Resitelé, kteii se vydali
touto cestou, museli ovSem vyuzit stfedud stran K a L. Pro ty, kteri jsou zbéhli v pocitani
ahlt a hledani tétivovych ctyithelnikid, to byla oddechova tloha, ale presto se naslo nemalo
zdlouhavych a neprehlednych Feseni. Pristé si muzete usetfit spoustu prace pouzitim znamych
tvrzeni o obvodovych a tsekovych thlech nebo tétivovych ¢tyrahelnicich. Véfim, ze jste se v této
sérii poucili a nabyté zkuSenosti zuzitkujete v dalsich geometrickych ulohach. Na zavér pouze
poznamenam, ze mé obvykle v feSeni geometrické ulohy potési nacrtek situace, ale tentokrat meé
Jakub Safin tak pobavil nasledujicim vyrokem, Ze jsem mu absenci obrazku odpustil: ,, Drawings
are for pussies, true men can imagine. (Filip Hlések)

2Soucet protéjsich vnitinich thli v tétivovém ¢tyithelniku je roven 180°.
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Problem 6. (41; 365 4,29; 5,0)
Alca has a triangle ABC where she drew a ray from the vertex A that intersects the side BC'
at point X and the circumcircle of the triangle at point Y. Prove that ﬁ + X—ly > BLC'

(Al¢a Skélova)
P
RESENT:
Levou stranu nerovnice mizeme odhadnout pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometric-

kym pramérem 1/|AX|+ 1/|XY| > 2/+/|AX|-|XY|. Z tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici
mame |[AX|-|XY|=|BX]|-|XC|. Sta¢i ndm tedy ukézat jiz jen to, Ze

2 4

> b
VIBX[-1XC| ~ [BC]

ekvivalentné
|BX|+|XC| = |BC| > 2/[BX[-]XC],
coz je také jenom nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.

POzZNAMKY:
Naslo se hodné elegantnich rychlych feSeni, dost z vas se ale jalo rozebirat roztodivné pripady a
nékteri opét hrdinné s nerovnosti ,hybali“. Zjistili tak sice, ze rovnost muze nastat jediné tehdy,

kdyz je X stfed tsecky AY, ale praci si tim spise pridélali. (Michael ,, MajkIl“ Bily)
Problem 7. (37; 25; 3,49; 5,0)
In an acute-angled triangle ABC, let D be the foot of the A-altitude and L the foot of the angle
bisector of the angle by vertex B. Prove that /CDL > 45°. (Pepa Tkadlec)
RESENT:

Oznac¢me U, V', X postupné kolmé projekce bodu L na pfimky BC, AB, AD. Trojahelnik ABC
je ostrouhly, tedy body D, U, V lezi na jeho stranich. Ozna¢me jesté jako Y prusecik tsecek
AD a VL. Bod L lezi na ose thlu ABC, tedy

|LU| = |LV| > |LY| > |LX]|.

To ném dava |<<LDU| > |<<{LDX| = 90° — |<{LDU|, &li |[<<CDL| > 45°.

A
Wy
X L
B D U C

ALTERNATIVN{ RESEN({:

Necht E je stfed kruznice pfipsané strané AD trojuhelniku ABD a X néjaky bod na polopfimce

opacné k AB. Plati |[<XAE| = |<XAD|/2 < 90°, zatimco |I{XAC| = 180° — |[<BAC| > 90°.
8



Proto E lezi mimo trojuhelnik ABC, a L tak lezi uvnitf isecky BE, tedy v opacné poloroviné
uréené pfimkou DE nez bod C. Mame tedy |<{CDL| = 45° + |[{EDL| > 45°.

POZNAMKY:
Vsichni jste se s tim né&jak poprali. (Tomas ,,Savlik“ Pavlik)
Problem 8. (205 14; 3,50; 5,0)

The incircle of a triangle ABC' is tangent to the sides BC, C A, and AB at points D, E, and
F, respectively. Denote by iq, iy, and i. the incircles of the triangles AEF, BDF, and CDE,
respectively. Prove that the pairwise common external tangents® of these three circles (other
than the sides of the triangle) are concurrent. (Pepa Tkadlec)

RESEN(:
Nejdiive dokézeme, ze stied kruZnice i, (ozna¢me ho Sg) je ve skutecnosti stfedem kratsiho
oblouku E'F kruznice vepsané trojuhelniku ABC.

Jelikoz ES, je osa tsekového uhlu AEF ptislusného krat$imu oblouku EF kruZnice ve-
psané, prochézi stfedem tohoto oblouku (stejné velké thly piisluseji stejné dlouhym oblouktm).
Podobné prochézi stfedem oblouku EF i osa thlu AFFE, takze stied S, kruznice i, opravdu
splyva se stfedem oblouku DE. Analogicky dostavame, ze stiedy Sy, Sc kruznic iy, ic jsou stredy
obloukiu DF'; DFE kruznice vepsané.

C

3 The common external tangent of two circles is a line tangent to both the circles which does
not intersect the segment joining the circles’ centres.

9



Naopak stejné dlouhym obloukim prisluseji stejné velké obvodové thly, takze body Sa, Sp, Se
lezi na osach vnitinich Ghlu trojuhelnika DEF. Ozna¢me J jejich priseéik (tedy stfed kruznice
vepsané trojuhelniku DEF).

Jelikoz S lezi i na ose tthlu DS, E, mame |<{JSpSc| = |<{ESpSc| = |IDSySc| a podobné
|<CTScSp| = |<ADS:Sy|, takze trojuhelniky SpJSc a SpDSc jsou shodné (usu). Bod J je proto
osovym obrazem bodu D podle tsecky Sy Sc. Jelikoz D lezi na jedné spole¢né vnéjsi te¢né kruznic
ip, tc, lezi J na té druhé. Tatdz argumentace zajisti, ze J lezi i na spoleénych vnéjsich teénach
kruznic iq, ic @ ta, iy, a my jsme hotovi.

NAzZNAK JINEHO RESENT (PODLE PEPY SVOBODY):

Po zvéazeni vSech symetrii ulohy sta¢i ukdzat, ze ¢tyfahelnik AF XY odseknuty z AAEF rov-
nobézkou s pfimkou DE vedenou bodem J je tenovy, coz se redukuje na |[FX|= | XY |+ |YE|.
JelikoZ jsou si trojuhelniky DEF a EXY podobné (uu), lze pravou stranu vyjadfit vyhradné
pomoci prvka trojuhelnika DEF. K dokonceni dukazu pak staci pouzit to, ze osa uhlu déli
protéjsi stranu v pomeéru délek stran prilehlych a ze stfed kruznice vepsané déli osu uhlu ve
zndmém pomeéru.

A

POZNAMKY:
Vyse uvedené feseni pracovalo s takzvanymi Svrékovgmi body. Pokud ses s nimi jesté nesetkal,
muize$ nahlédnout napiiklad do nasi knihovny*.

Vsechna dosla feseni se podobala tomu vzorovému (i naértnutému) v tom smyslu, Ze ,uhadla®
prusecik spoleénych vnéjsich teCen J a nasledné ukazala, ze jim jednotlivé teCny prochézeji.
Takové Feseni se miize zdat trikové, nebot viibec neni jasné, ktery bod uhadnout. V pfipadé
aloh v korespondenénich seminéfich ale na tuto praci nejste sami — sta¢i si obrazek nakreslit
v jednom z mnoha kreslicich programi (jmenujme napiiklad GeoGebru, kterd je volné ke stazeni)
a uhadnuti je otdzkou chvilky. Nehledé na to, Ze se pak daji snadno odpozorovat i dalsi pomocna
tvrzeni, kterd jsme cestou potfebovali ... Tak doufdm, Ze k pristi geometrické osmicce opét
dorazi pres deset FeSeni na plny pocéet bodu :). (Pepa Tkadlec)

4 mks.mff.cuni.cz/library/SvrcuvBodMV/SvrckuvBodMV.pdf
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