Povidani ke treti jarni sérii

Aby v nadchéazejici sérii nedoslo k nedorozuméni, pfipravili jsme pro vas kratky tvodni text, ktery
by meél stru¢né shrnout terminologii a teorii kolem prvocisel.

Vsechna zde uvedena tvrzeni muzete pouzit pti FeSeni uloh v sérii. Nejsou tézka a viele dopo-
rucujeme si je dokazat nebo alespon rozmyslet.
Definice. (Prvocislo) Pfirozené ¢islo p nazveme prvodislo, pokud je délitelné pravé dvéma ruz-
nymi pfirozenymi ¢isly (t8mi jsou ziejmé 1 a p). Specidlné jednicka prvodcislo neni.
Véta. (Zékladni véta aritmetiky) Kazdé prirozené ¢islo a > 1 Ize az na porfadi jednoznac¢né
rozlozit na soucin prvocisel.

Abychom si o prvocislech mohli Fici vice, pfipomeneme si, co je to délitelnost.

Definice. (Délitelnost) O celych &islech a, b fekneme, Ze a je délitelem b (a déli b), jestlize existuje
celé ¢islo ¢ takové, Ze b = a - c¢. Tento fakt zapisujeme jako a | b. Pokud takové c neexistuje, piSeme
atb.

Z této definice pfimo plyne nékolik dulezitych vlastnosti délitelnosti.

Tvrzeni. (Vlastnosti délitelnosti) Pro vSechna celd ¢isla a, b, ¢, k, I, m plati:

(i) a0,

(i) 0Ola=a=0,

(iii) a | b= |a| < |b| nebo b =0,

(iv) a|bazdroveria|c=al|k-b+1l-c+m-a.

celé ¢islo?

Piiklad. Pro kters celd cisla > je Zo=33
Reseni. Pro celé ¢islo z spliujici z — 3 | 23 — 33 postupnym vytykanim ziskdme

z2—3|2% —33=(2%—-322) +3(22 —32) +9(z — 3) + 27 — 33.
Jelikoz z — 3 déli kazdou zavorku na pravé strané, musi také délit ¢islo 27 — 33 = —6, a je tedy

rovno jedné z hodnot —6, —3, —2, —1, 1, 2, 3, 6. Je snadné ovéfit, ze potom kazdé odpovidajici z
spliiuje podminky zadani.

Nyni jiz ono slibované ,vice“ o prvocislech.

Tvrzeni. Pro kazdé prvocislo p a pro vsechna celd ¢isla a, b plati
pla-b=p|anebop]|b.
Priklad. Pokud pro pfirozena cisla a, b, ¢ plati
a+b+c|abe,

ukazte, ze a + b + ¢ neni prvodislo.



Reseni. Kdyby a4+ b+ c bylo prvoéislo, muselo by délit alespoii jedno z ¢isel a, b, c. To vSak nelze,
protoze je ostfe vétsi nez kazdé z nich.

Na zaveér si jeSté pfipomeneme, ze nejvétsim spolecnym délitelem dvou prirozenych cisel a, b
nazyvame nejvétsi prirozené ¢islo d takové, ze plati d | a a zéroveni d | b. Znacime ho (a, b). Pfirozena
éisla a, b nazveme nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.

Podobné nejmensim spole¢nym ndsobkem dvou pfirozenych ¢isel a, b nazyvame nejmensi pri-
rozené ¢islo n takové, ze plati a | n a zaroven b | n. Zna¢ime ho [a, b].

Tvrzeni. (O nejvétsim spoleéném déliteli a nejmensim spoleéném nésobku) Necht a a b jsou
pfirozend éisla a pi't - p3? -+ -pp*, pfl . pgz . -pi"‘ jejich rozklady na prvocisla (zde mohou byt a;
nebo B; rovna 0 pro nékterd i). Potom

(a,b) = p;nin(al,ﬁl) _p;ﬂiﬂ((w,/h) . _pzlin(akvﬁk)’
[a,b] = plinax(alvﬁl) _pfgnax(az,ﬁz) . .p:‘ax(akvﬁk).
Priklad. Dokazte, ze pro vSechna pfirozena ¢isla a, b plati

a-b=(a,b)-[a,b].
Reseni. Stadi ukazat, Ze kazdé prvoéislo se vyskytuje v rozkladu levé strany na prvocisla ve stejné
mocniné jako v rozkladu pravé strany.

Uvazme néjaké prvocislo p a oznalme «, resp. 8 mocniny, v nichz déli a, resp. b (, 8 jsou
nezaporné celd ¢isla). Jelikoz

a+ B = min(a, 8) + max(a, 8),

ziskavame uzitim predeslého tvrzeni dokazovanou rovnost.



Prvocisla

3. JARNI SERIE TERMIN ODESLANI: 10.DUBNA 2012

Ve vsech ulohéch plati, ze 0 neni prirozené cislo.

UroHa 1. (3 BODY)
Olin dostal za kol najit prirozené ¢islo n ostfe vétsi nez 45 takové, ze 75 - n je tfetl mocninou
prirozeného ¢isla. Prislo mu to snadné, tak se rozhodl najit nejmensi takové n. Jaké je to ¢islo?

ULoHa 2. (3 BODY)
Anca mé ¢&tvercovou ¢okolddu (n x n dilka). Dostala chut, snédla z ni prvociselny pocet dilku a
zbylych 400 si schovala na pristé. Kolik dilkti Anéa snédla? Naleznéte vSechny moznosti.

ULona 3. (3 BODY)
Majkl obdivuje prvocisla p takova, zZe ¢isla 2p+ 1 a 4p+ 1 jsou rovnéz prvocisla. Naleznéte vSechna
takova cisla.

UroHa 4. (5 BoDU)
Rekneme, 7e pfirozené &islo je ospalé, pokud se v jeho prvoéiselném rozkladu vyskytuji pouze
prvocdisla 2 a 3. Martina nasla ospala ¢isla a a b takova, ze a + b je také ospalé. Dokazte, ze a je
nasobek b nebo naopak.

ULoHA 5. (5 BODU)
Lukas nasel za lednici prvoéislo p rizné od t¥i a ptirozend &isla a, b takova, ze p | a + b a zaroven
p2 | a® + b3. Dokaite, ze potom plati alespoii jedno z nasledujicich:

(i) p* la+b,

(i) p? | a®+b3.

ULoHA 6. (5 BODU)
Filipa zaujala nekone¢né posloupnost prvocisel p1, pa, ..., kterd splnuje

(1) p1 = 2a

(ii) pn je pro m > 2 nejvétsi prvodislo, které déli p1 -pa -« ... - pp—1 + 1.

Mysli si o ni, Ze zadny jeji ¢len nemuze byt roven péti. Pomozte mu to dokéazat.

ULoHa 7. (5 BODU)
7tr se naucil novou fintu! Kdyz mu Pepa zada pfirozené ¢islo n, tak on nalezne dvé prirozena ¢isla,
jejichz rozdil je n a obé tato &isla maji stejny pocet prvociselnych déliteléi!. Dokazte, Ze af mu Pepa
zada libovolné n, tak wtr dokaze takova cisla najit.

1Poc¢itame pouze rizné prvodiselné délitele, takze napiiklad 24 = 23 .3 ma pouze dva prvoéiselné
délitele 2 a 3.



ULona 8. (5 BODU)
Méjme prvocislo p vétsi nez tfi. MiSo si napsal p — 1 zlomka tvaru ‘% ‘, kde za x postupné dosadil
véechna celd ¢isla z intervalu (—p/2,p/2) mimo nuly?. Ukazte, Ze ze svych zlomki mtze Miso
vybrat nékolik, jejichz soucin je pfirozena mocnina tii.
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2Naptiklad pro p = 5 si tedy napsal zlomky Z, §, 4,



Prvocisla

3. JARNI SERIE VZOROVE RESENI

Uloha 1. (48; 47; 2,88; 3,0)

Olin dostal za tkol najit pfirozené cislo n ostfe vétsi nez 45 takové, ze 75 - n je tfeti mocninou

prirozeného ¢isla. Pfislo mu to snadné, tak se rozhodl najit nejmensi takové n. Jaké je to cislo?
(Pepa Tkadlec)

RESENT:
Aby ¢&islo 75 - n bylo tfeti mocninou pfirozeného ¢isla, musi byt vSechny exponenty v jeho prvoci-
selném rozkladu nésobky tii. Protoze 75 = 3 - 52, hledame n ve tvaru 32 -5 - k3, kde k je pfirozené
cislo.

Nejmensi takové n vétsi nez 45 = 32 -5- 13 je 32 .5 23 = 360.

POZNAMKY:
Naprosta vétsina fesitelt si s tlohou hravé poradila. (Hel¢a Svobodova)
Uloha 2. (47; 46; 2,94; 3,0)

Anca ma ¢&tvercovou c¢okoladu (n x n dilki). Dostala chut, snédla z ni prvociselny podet dilki a
zbylych 400 si schovala na piisté. Kolik dilki Anca snédla? Naleznéte vSechny moznosti.
(Pepa Tkadlec)

RESENI:
Pocéet dielikov zjedenych Ancou oznaéme p. Podla zadania ma platit n? — p = 400, teda

p=n2? —400 = (n — 20)(n + 20).

Ak mé byt p prvodislo, musi byt jeden z &initelov rovny +1. Vieme, Ze p a n su kladné ¢isla,
preto v tivahe prichadza iba jedno vyhovujtice riefenie, a to ak n — 20 = 1. Cize n = 21 a pre p
dostdvame p = (21 — 20)(21 + 20) = 41, ¢o je prvocislo. Anca teda zjedla 41 dielikov.

POZNAMKY:
Ulohu ste nemali problém vyriesit. Skoro vietci ste vyuzivali rovnakt myslienku ako vo vzoraku.
U niektorych rieSeni sa dokonca Anca premenila na Mon¢u :). Za spravny vysledok bol 1 bod a za

postup som déaval 0 — 2 body. (Viktor Szabados)
Uloha 3. (45; 42; 2,84; 3,0)
Majkl obdivuje prvocisla p takova, ze ¢isla 2p+1 a 4p+ 1 jsou rovnéz prvocisla. Naleznéte vSechna
takovd éisla. (Peter ,,mwtr Korcsok)
RESENI:

Pozrime sa, aké zvysky davaja Cisla p, 2p + 1 a 4p + 1 po deleni tromi.



2p+1=2p—2=2(p—1) (mod 3)
dp+1=4p+4=4(p+1) (mod 3)

Vsimnime si, ze p—1, p a p+ 1 st tri za sebou iduce ¢éisla, ¢ize prave jedno z nich bude delitelné
tromi. Rozmyslite si, Ze tym paddom aj jedno z &isiel p, 2p+ 1 a 4p + 1 je delitelné tromi. Kedze st
to prvocisla, jedno z nich je rovné 3. V tivahe prichddza jediny mozny pripad p = 3. Ziskana trojica
3, 7 a 13 vyhovuje.

POzZNAMKY:

Ulohu ste nemali problém vyriesit. Skoro vsetci ste vyuzivali rovnakt myslienku ako vo vzoraku.
Dosli mi aj riesenia s vysledkom p = 1. Tu by som chcel povedat, ze 1 nie je prvoéislo, ako bolo uz
spomenuté v texte k sérii, napriek tomu som vam za to body nestrhaval. Za spravny vysledok bol
1 bod a za postup som daval 0 — 2 body. (Viktor Szabados)

Uloha 4. (43; 39; 4,49; 5,0)
Rekneme, ze piirozené ¢islo je ospalé, pokud se v jeho prvociselném rozkladu vyskytuji pouze
prvocisla 2 a 3. Martina nasla ospala cisla a a b takova, ze a + b je také ospalé. Dokazte, ze a je
nasobek b nebo naopak. (Michal ,, Misko*“ Szabados)

RESENI:
Pro spor predpokladejme, ze a nedéli b a ani naopak. Oznac¢me d nejvétsi spoleény délitel ¢isel a, b.
Pak plati a = a’d a b = b’d, kde a’ a b’ jsou nesoudélné a rizna od jedné. Protoze v prvociselném
rozkladu a a b jsou pouze &isla 2 a 3, ziskdvame bez Gjmy na obecnosti (,,btino%) a’ = 2% a b’ = 3Y,
kde z,y € N.

Soucet a + b = d(2* 4+ 3Y) a d jsou ospala ¢isla. Diky tomu je ospaly soucet 2% + 3Y, coz je spor,
protoze pro prirozena z, y nemuze byt délitelny dvéma ani tfemi, a ma tak jiného prvociselného
délitele. Musi tedy platit a | b nebo b | a.

PozZNAMKY:

Vétsina z vas ulohu vyftesila bez problému. Néktefi si ale pridélavali praci, protoze se snazili do-
kazat, ze takovato a, b existuji. Podobné zbytecné bylo rozebirat ptfipady, kdy neplatil pfedpoklad
implikace, protoze pak je tvrzeni trivialné splnéno. (Petr Rysavy)

Uloha 5. (41; 41; 4,715 5,0)
Luk4s nasel za lednici prvocislo p rizné od t¥i a prirozend ¢isla a, b takovd, Ze p | a + b a zaroven
p? | a® + b3. Dokazte, #e potom plati alespoii jedno z nasledujicich:
(i) p* la+b,
(ii) p3 | ad + b3,
(Pepa Tkadlec)
RESENI:
Piedpokladejme, ze p% fa+b. Z p? | a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) tedy plyne p | a® — ab + b>.
Zéroven p | a + b, takze p | (a + b)2 — (a® — ab + b?) = 3ab, a protoze je p prvoéislo riizné od 3,
mame p | a nebo p | b. To spolu s tim, Ze p | a + b, znamen4, Ze p | a a zaroven p | b. Dohromady
p? | a® + b3, coz jsme chtéli dokazat.

POZNAMKY:

Vétsina si s tlohou poradila hraveé, témér jako ve vzorovém reSeni. Ti, ktefi rozebirali zbyteéné moc
pripadi nebo se k feSeni dostali jesté vétsi oklikou pfi zavadéni asi 5 dalsich proménnych, nastésti
unikli bodovému postihu. Nakonec se naslo par fesitell, ktefi se nechali nachytat na implikaci,
kterd tvrdi, ze pokud p? déli dvé zavorky, pak déli alespori jednu z nich. To ale samoziejmé neni
pravda (napiiklad 22 | 6-10, ale pfitom kazdy éinitel ,obsahuje“ dvojku jen jednu), takze za takova
feSeni jsem udéloval 3 body. (Michael ,, Majkl“ Bily)



Uloha 6. (37; 35; 4,35; 5,0)

Filipa zaujala nekonecna posloupnost prvocisel p1,pa2, ..., ktera spliuje
(1) p1 = 21
(ii) pn je pro n > 2 nejvétsi prvodislo, které déli p1 - p2 - ...  pn—1 + 1.
Mysli si o ni, ze zadny jeji ¢len nemiize byt roven péti. Pomozte mu to dokézat. (Filip Hlasek)
RESENI:
Protoze p1 = 2 a pa = 3, je hodnota vyrazu p1 - p2 - ... - pn + 1 pro kazdé n > 2 nesoudélné se

dvéma a se tfemi (dava zbytek jedna), a vSechny dalsi ¢leny jsou tedy liché prvodisla.
Pro spor predpokladejme, ze existuje néjaké prirozené n > 3 takové, ze p, = 5. Protoze nejvétsi

prvociselny délitel Cisla p1 - p2 - ... - pn—1 + 1 je roven péti, a navic je Cislo samotné nesoudélné se
dvéma a se tfemi, je toto &islo nutné tvaru 5%, kde k € N. Rovnost upravime do tvaru
PL P2 pno1 =5 —1=5" 1" =(5-1)(5F 1 +5" "2 4 ... 4 1) =4(5F 1 + ... +1).

Zde nastava hledany spor, protoze dvojka je v posloupnosti jedind a vSechna ostatni prvocisla jsou
licha, takze soucin na levé strané nemitize byt délitelny étyimi. Zadny ¢len Filipovy posloupnosti
tedy nemuze byt roven péti.

POZNAMKY:

Néktefi fesitelé zkoumali pouze posledni dvojéisli &isla 5%, a dosli tak také k zavéru, ze by zminény
sou¢in musel byt délitelny ¢tyfmi. Na Sestou tlohu to byl priklad spiSe jednodussi a témér vsechna
feSeni se s nim bez zavdhani vyporidala. (Filip Hlasek)

Uloha 7. (22; 20; 3,50; 3,5)
7tr se naucil novou fintu! Kdyz mu Pepa zada prirozené ¢islo n, tak on nalezne dvé pfFirozena éisla,
jejichz rozdil je n a obé tato ¢&isla maji stejny pocet prvoéiselnych délitelii®. Dokazte, Ze at mu Pepa
zada libovolné n, tak wtr dokdze takova ¢isla najit. (Peter ,,wtr“ Korcsok)

RESEN(:
V pripade, Ze zadané &islo n je parne, odpovedou by mohli byt &isla 2n a n. Pretoze 2 sa uz
v prvocéiselnom rozklade ¢isla n nachadza, pocet prvociselnych delitelov sa vobec nezmeni.

Ukézeme, Ze pre neparne n mozu byt odpovedou éisla pn a (p — 1)n, kde p je najmensie neparne
prvocislo, ktoré nie je delitelom ¢isla n.

Cislo pn ma uréite o jeden prvoéiselny delitel (konkrétne p) viac ako &islo n, pozrime sa este,
kolko prvocisel pribudne do rozkladu éisla (p — 1)n: p je neparne, preto 2 | p — 1. Pre akékolvek
prvociselné delitele g ¢isla p — 1 nutne plati ¢ < p — 1 < p, preto pre ¢ # 2 urcite plati aj ¢ | n.
Cislo (p — 1)n ma teda vsetky prvoéiselné delitele ¢isla n rozsirené o prvoéislo 2. Tym sme ukézali,
ze &isla pn a (p — 1)n naozaj vyhovuju zadaniu.

POZNAMKY:

Takmer vSetky spravne rieSenia boli podobné tomu nasmu, tie menej tspesné spravne vyriesili
pérne pripady, pre neparne n sa viak snazili vyuzit prvoéisla tvaru 2¥ — 1 (nazyvané aj Mersennove
prvocisla) alebo 2F 41 (tieto sa nazyvaju Fermatove prvodisla). Problémom tychto riedeni je to, ze
ani o jednej skupine zatial nie je dokdzané, 7e ich je nekonecne vela (aj ked sa to predpoklada). Zial,
nasli sa aj rieSenia, ktoré sa k vyrieSeniu neparneho (a obéas aj parneho) pripadu velmi nepriblizili,
napriek tomu ocefiujem aj snahu tlohu zdolaft. (Peter ,,mtr“ Korcsok)

Uloha 8. (4; 4; 4,75; 5,0)
Meéjme prvocislo p vétsi nez tri. MiSo si napsal p— 1 zlomku tvaru ‘% ‘, kde za x postupné dosadil

véechna celd ¢isla z intervalu (—p/2,p/2) mimo nuly*. Ukazte, ze ze svych zlomki miize Miso

3Pocitame pouze rizné prvoéiselné délitele, takze napiiklad 24 = 23-3 m4a pouze dva prvoéiselné
délitele 2 a 3.
4Napiiklad pro p = 5 si tedy napsal zlomky I,
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vybrat nékolik, jejichZ soudin je pFirozend mocnina tii. (Pepa Tkadlec)

RESENI (PODLE RADA SVARCE):
Ukazeme, ze Miso uspéje, vybere-li pravé ty zlomky, v jejichz Citatelich vznikne nasobek tfi, coz
jsou pravé ty zlomky, které odpovidaji volbAm x = p (mod 3), € (—p/2,p/2).

V (citatelich vSech takovych zlomkid se vyskytnou vSechny nésobky tii z intervalu (p — p/2,
p+p/2) = (p/2,3p/2). Oznaé¢me mnozinu vsech takovych pfirozenych &isel A.

Ve jmenovatelich se objevi pravé vSechna celd ¢isla z intervalu (—p/2,p/2), ktera davaji po
déleni tfemi stejny (nenulovy) zbytek jako prvodéislo p. Po zohlednéni absolutni hodnoty tak ve
jmenovatelich ziskdme pravé vsechna ptirozena ¢isla z intervalu (0, p/2), ktera nejsou nasobkem t¥i.
Tuto mnozinu ozna¢me B.

Mnoziny A a B obsahuji ob& stejny pocet prvka (konkrétné \_LJSFIJ) Chceme ukazat, ze vyt-
kneme-li z kazdého ¢isla z mnoziny A nejvys$si moznou mocninu trojky, dostaneme pravé vsechna
¢isla z mnoziny B.

Pokazdé jisté ziskame c¢islo nedélitelné tfemi, které bude mensi nez % -3p/2, tedy ¢&islo z mnoziny
B. Zbyva ukazat, ze vSechna obdrzena ¢isla budou rizna. To je vSak snadné — kdybychom néjaké
¢islo méli dostat dvakrat, musela by mnozina A obsahovat dvé razni ¢isla, jejichz podil je mocninou
trojky. Pro kazda dvé cisla a1,az € A je ale

3p/2
a1 p/fg

as p/2 ’

takze néco takového neni mozné.
Citatele a jmenovatele zlomki se proto daji ,poparovat® tak, aby byl kazdy diléi podil roven
néjaké mocniné tii, tedy i cely soucin bude roven néjaké mocniné tii.

POZNAMKY:
Na hypotézu, ze je potifeba brat kazdé tfeti Cislo, se dalo pfijit odzkouSenim malych piipad.
Samotny dikaz se dal provést lecjak (8lo napfiklad postupovat indukci nebo upravovat podily
uréitych faktorialtl). Uloha si tedy podle mé zaslouzila, aby ji vytesilo vic z vas ;). P¥isté se osmicky
nebojte :).

Kdo si pfi ¢teni vzorového FeSeni v§imnul, Ze p nemuselo byt prvodislo (stacilo ndm, ze je liché
a neni délitelné tfemi), ma ode mé pochvalu. (Pepa Tkadlec)



