Velka cisla

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLANI: 5.PROSINCE 2011

ULona 1. (3 BODY)
Mirek napsal na papir svoje oblibené trojciferné ¢islo dvakrat za sebou. Dokazte, ze vzniklé Sesti-
ciferné ¢islo je délitelné t¥inacti.

ULona 2. 7 (3 BODY)
Viktor a Filip nasli dvé riizna uzavorkovani vyrazu 77 , ktera davaji stejny vysledek. Najdéte je
také.!

ULoHa 3. (3 BODY)
Rekneme, Ze piirozené ¢&islo je pékné, pokud je soucet jeho cifer rovny jejich souéinu (tedy napt. 213
je p&kné, nebot 24+ 143 =2-1-3). Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho péknych &isel.

ULoHA 4. (5 BODU)
Savlik si z nudy napsal né&jaké stociferné éislo. Poté nékteré jeho cifry riizné od devitky zvysil
o jedna, ¢imz dostal dvojnasobek puvodniho ¢isla. U kolika stocifernych prirozenych c¢isel se mu
néco takového mohlo povést?

ULoHA 5. (5 BODU)
Ukazte, ze existuji dvé rizné pfirozené mocniny dvojky, jejichz rozdil je délitelny ¢islem 2011.

ULoHA 6. (5 BODU)
Dokazte, ze ¢islo 2012" pro ptirozené n > 1 nikdy nekonci ¢islicemi 2012.

ULoHA 7. (5 BODU)
Ukazte, Ze neexistuji dvé riizné piirozené mocniny dvojky, jejichz zapisy? by se v desitkové soustavé
lisily jen poradim cifer.

ULoHna 8. (5 BODU)
Rozdélte rovnostranny trojuhelnik na milion konvexnich mnohothelnikt tak, aby kazda pfimka
meéla spolecny bod s maximalné ¢tyrficeti z nich.

IDvé uzévorkovani povazujeme za rtizna, pokud se pii nich mocnéni vyhodnocuje v rtizném

7 7
poradi. Tedy naprtiklad uzavorkovani 7(7(7 ) a (7(7(7 ))) ruzna nejsou.
2Z4pisy ¢isel nesmi zac¢inat nulou.



Velka cCisla

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESEN({
Uloha 1. (105; 99; 2,83; 3,0)
Mirek napsal na papir svoje oblibené trojciferné ¢islo dvakrat za sebou. Dokazte, ze vzniklé Sesti-
ciferné cislo je délitelné tiinacti. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:

Oznaéme Mirkovo oblibené éislo abc (tj. 100a + 10b + ¢). Kdyz ho Mirek napsal dvakrat za sebou,
vzniklo ¢islo

abcabe = abc000 + abc = 1000 - abc + abe = 1001 - abc = 13 - 77 - abe.
Odtud jiz vidime, Ze vniklé Sesticiferné ¢islo je délitelné tfinacti.

POZNAMKY:
Uloha byla jednoduché a skoro vsichni ji bez problému vytesili, vétsinou stejné jako vzorové fe-
Seni. Mnoho fesitelti s vyhodou pouzilo také kritérium délitelnosti t¥indcti. To funguje nasledovné:
Rozdélme nase ¢islo odzadu na trojice cifer, na které nahlizime jako na nejvyse trojciferna ¢isla.
Spoétéme soucet lichych trojic (tj. prvni odzadu, tfeti odzadu atd.) a soudet sudych trojic. Je-li
rozdil téchto souctt délitelny tfinécti, je i puvodni ¢islo délitelné t¥inacti. Napf. pro 2625 565 020
mame (20 4 625) — (565 + 2) = 78 = 13 - 6, tedy 2625565020 je délitelné tf¥indcti.

(Héia Bendové)

Uloha 2. . (77; 45; 1,81; 3,0)
Viktor a Filip nasli dvé rizna uzavorkovani vyrazu 77 , ktera davaji stejny vysledek. Najdéte je
také.? (Pepa Tkadlec)
RESENI:

K feseni tlohy budeme potfebovat vztah (;t“)b = glad), Diky nému plati
(7T = 77T — 7(TTT) (7 (T))T
Zadani tedy vyhovuji naptiklad uzavorkovani (77)(77) a (7(77))7, ktera lze zapsat i jako (77)77

a (77)7.

3Dvé uzévorkovani povazujeme za rizna, pokud se pii nich mocnéni vyhodnocuje v rizném

7 7
poradi. Tedy napiiklad uzévorkovani 7T o (7(7(7 ))) riizné nejsou.



POZNAMKY:
Uloha dopadla katastrofalné. Tolik nul 7jsem jesté nikdy nedala. Zamotali jste se do pravidel upravy
mocnin. Asi nejcastéji jste psali, ze 77 = 777 coz neplati. Plati (77)7 = 7(7"7) a ta zévorka tam
opravdu ma sviij vyznam (mocniny totiz obecné vyhodnocujeme ,,odshora“). Nebo jste nasli feSeni
pro dvojku a fekli, ze to plati i pro sedmicku, coz nemusi. Znovu pfipominame, Ze zaslani vysledku
nam nestaci, soucasti feseni je i ditkaz! Taky rad&ji vidime 77 nez 823543 ;). A ted pozitivné. Libilo
se mi FeSeni Zuzky Ontkovidové, ktera (svym zpisobem trikové) vyuzila logaritmy.

(Monda Pospisilova)

Uloha 3. (93; 87; 2,73; 3,0)
Rekneme, Ze piirozené ¢islo je pékné, pokud je soucet jeho cifer rovny jejich soucinu (tedy napt. 213
Jje pékné, nebot 2+ 1+ 3 =2-1-3). Dokazte, Ze existuje nekonec¢né mnoho péknych ¢isel.

(Pepa Tkadlec)

RESENI:
Pre n > 3 uvazujme (2" —n)-ciferné éislo, ktoré ma na prvych n pozicidch samé dvojky a na dalsich
2™ — 2n poziciach samé jednotky. Ciferny sucin tohto ¢isla je 2™ - 12" -2n = 2™, ciferny sucet je
2-n+1-(2" —2n) = 2". Cislo je teda pekné pre lubovolné prirodzené &islo n.

Kedze 2™ > 2n, tak dosadenim vsetkych moZnych hodnot za m dostdvame nekonecne vela
réznych peknych cisiel, lebo kazdé z nich obsahuje rozdielny pocet dvojok.

PozZNAMKY:

Uloha bola Tahka a skoro vetci ste ju zvladli spravne vyriesit. Mnohi z vas vyriesili tlohu podobne
ako Lukas. Nasli ste si systém, ktorym ste ukdzali ako vytvorite nekonec¢no vela peknych éisiel.
Najmi sa mi pacili rieSenia sporom. Strhaval som 1-2 body, ak ste vo svojom rieseni tvrdili nieco,
¢o nemuselo platit.

Velkd véésina z vas povazovala za zrejmé, ze éisiel, ktorych ciferny sucin je vacsi ako ciferny
sucet, je nekonecne vela. Na prvy pohlad je to jasné, ale treba to aj zdvovodnit. Tentokrat som bol
na vas mierny a nestrhaval som za to body, ale nabudice uz budem nemilosrdny :-P.

(Viktor Szabados)

Uloha 4. (102; 92; 3,48; 4,0)
Savlik si z nudy napsal néjaké stociferné &islo. Poté nékteré jeho cifry riizné od devitky zvysil
o jedna, ¢imz dostal dvojnasobek puvodniho ¢isla. U kolika stocifernych prirozenych c¢isel se mu
néco takového mohlo povést? (Pepa Tkadlec)

RESENI:
Nejprve ukazeme, ze vSechna ¢isla se skladaji pouze z cifer 0 a 1. K tomu si sta¢i uvédomit, ze kdyz
Savlik nékteré cifry zvysil o jedna, v podstaté jen ke svému ¢&islu pFicet]l néjaké éislo slozené z nul a
jednicek. Protoze se hodnota zdvojnasobila, musel piicist ¢islo samotné. TakZe vSechna Savlikova,
Cisla se skladaji z 0 a 1.

Ted ukézeme, 7e vSechna &isla z 0 a 1 jsou také Savlikova ¢&isla. Pokud kazdou jednotku zvétsime
o jedna a nuly ponechame, vznikne vskutku dvojasobek ptivodniho &isla. Savlikova &isla jsou tedy
pravé ta, kterd jsou slozend pouze z 0 a 1. Na prvni pozici musi byt jednotka, jinak by neslo
o stociferné ¢islo, na ostatnich 99 mistech mame 2 moznosti (0 nebo 1). Celkem tedy podle pravidla
sou¢inu mame 2°° &isel.

POzZNAMKY:

Moc lidi zapomnélo na obracenou implikaci, jak uz to tak u ekvivalenci byva. Bodoval jsem nasle-
dovné: bod za poznatek, ze Cisla z ulohy jsou jen z 0 a 1, 2 body za dtikaz tohoto tvrzeni, bod za
spravny vysledek a nakonec bod za opa¢nou implikaci. Na zavér bych chtél pochvalit Jancéu No-
votnou, Vladimira Sedldcka a Radovana Svarce, protoze tilohu vyiesili napadité jako ve vzorovém
feSeni. (Michael ,, Majkl“ Bily)



Uloha 5. (74; 58; 3,76; 5,0)
Ukazte, ze existuji dvé riizné prirozené mocniny dvojky, jejichz rozdil je délitelny cislem 2011.
(Michal ,, Kenny* Rolinek)

RESENT:

Vezmime si prvych 2012 mocnin dvojky, teda 21,. , a pozrime sa na ich zvysky po deleni
éislom 2011: mézeme dostat maximélne 2011 réznych hodnét, preto z Dirichletovho principu sa
niektora z nich musi opakovat — nech st to mocniny 2%, 22, BUNO a > b. Pretoze 2% a 2° davaju
rovnaky zvySok po deleni 2011, ich rozdiel 2¢ — 2 musi byt tymto &islom delitelny.

2012
2

DRUHE RESENI:
Mald Fermatova veta nam hovori, Ze pre kazdé prvocislo p a ¢islo a s nim nestdelitelné plati:

a?"1 =1 (mod p).
Pretoze 2011 je prvoéislo a NSD(2011,2) = 1, dosadenim p = 2011, a = 2 dostavame

22010 — 1 (mod 2011)  /-2",n €N
2201047 — 9n (1m0d 2011),

a teda 22010+7 _ 27 je delitelné &islom 2011 pre fubovolné n € N.

POZNAMKY:
Vécésina z rieSeni vyuzivala jednu z tychto dvoch metdd, v tych ostatnych ste sa snazili najst
priamo nejakl vyhovujicu dvojicu mocnin dvojky. Bohuzial to bolo najcastejsie aj miesto, kde
ste stroskotali. Viaceri ste sa snazili pouzit k samotnému hladaniu nejaky program, v tom pripade
si ale treba dat pozor, ¢ vas program zvldda pracovat s dostatocnou presnostou aj pri velkych
éislach a vysledok je urdite eSte potrebné aj matematicky odoévodnit. Pri druhom spésobe riesenia
ste viaceri zabudli uviest a overit splnenie predpokladov, ¢o vas stalo 1 bod.

Imaginarny bod som sa rozhodol udelit Danielovi Saskovi, ktory uviedol naozaj origindlny dokaz
Malej Fermatovej vety (ktory som inak nevyzadoval), a vSetkym, ktori dokdzali silnejsie tvrdenie:
Pre kazdu prirodzentt mocninu dvojky existuje ind prirodzend mocnina dvojky, Ze ich rozdiel je

delitelny ¢islom 2011. (Peter ,,wtr“ Korcsok)
Uloha 6. (84; 77; 4,32; 5,0)
Dokazte, ze c¢islo 2012"™ pro prirozené n > 1 nikdy nekonci cislicemi 2012. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:

Cislo je délitelné osmi pravé tehdy, kdyz je osmi délitelné jeho posledni trojéisli, takze ¢isla konéici
na 2012 osmi délitelna nejsou. Mocniny 2012™ pro n > 2 jsou ale délitelné dokonce Sestnacti, nebot
2012™ = 4™ - 503™. Proto posledni cifry nikdy nemohou byt 2012.

POzZNAMKY:

Vic nez polovina z véas se s tlohou vyporadala stejné jako vzorové feSeni. Druhé cCast se pustila
do rozebirani, jaké cifry mohou byt na konci mocniny 201271, &imz se také (vétsinou) dobrala
ke spravnému vysledku, ale cestou delsi a nachylnéjsi na numerické chyby. Pokud si chces$ s ¢isly
hrat dal, zkus pfijit na néjaké ctyfciferné cislo, pro které naopak existuje mocnina, kterda mé na
poslednich &tytech cifrach pravé ono mocnéné é&islo. (Al¢a Skélova)



Uloha 7. (46; 42; 4,50; 5,0)

Ukazite, Ze neexistuji dvé riizné p¥irozené mocniny dvojky, jejichz zapisy* by se v desitkové soustavé
lisily jen poradim cifer. (Pepa Tkadlec)

RESENI:
Nejprve si uvédomime, ze dvé Cisla, ktera se lisi pouze poradim cifer, maji zfejmeé stejny pocet cifer.
Zméni-li se toto poradi, ciferny soucet zistane zachovan. Vzhledem k tomu, ze ¢islo dava po déleni
deviti stejny zbytek jako jeho ciferny soucet, podivime se na mocniny dvojky modulo deviti.
Necht existuji dvé rizné mocniny dvojky, které davaji po déleni deviti stejny zbytek — ozna¢me
je 28 a 2t k1 € N, k > . Pak &islo 2F — 2! = 2/(2F—1 — 1) je dglitelné deviti. Musi tedy platit
9| 2! nebo 9 | 28— — 1. Cislo 2! je ovSem pfirozend mocnina dvojky, tedy 91 2!. V dasledku toho
9| 2k=l _ 1, neboli ¢&islo 25~! davéa po déleni deviti zbytek 1. Nejmensi pFirozens mocnina dvojky,
pro kterou toto plati, je 26. To znamen4, %e exponenty k a [ se musi lisit alespoii o Sest. AvSak pak
musi byt 2% alesponn 26-krat vétsi nez 2!, tedy tato dvé &sla nemohou mit stejny pocet cifer.
Dokéazali jsme, ze neexistuji dvé mocniny dvojky se stejnym poctem cifer, které by davaly stejny
zbytek po déleni deviti. To vSak znamenad, Ze uréité nemaji stejny ciferny soucet, takze se od sebe
nejméné jednou cifrou lisi.

POZNAMKY:

Skoro vsichni pFisli na to, Ze mocnin dvojky se stejnym poétem cifer nemuze byt moc (1 bod) a ze
je potieba je zkoumat modulo deviti, pfipadné tfemi a deviti (3 a vice bodi). Resiteliim, ktefi méli
ve svém Feseni néjakou péknou myslenku, jsem dala kladny imaginarni bod. Naproti tomu zbytecné
slozité a neprehledné feseni si vyslouzilo imaginarni bod zaporny. V mnohych reSenich se objevil
dtkaz faktu, ze ¢islo dava stejny zbytek po déleni deviti jako jeho ciferny soucet. Myslim, ze toto

tvrzeni je natolik pouzivané a ziejmé, Ze jej neni potieba dokazovat. (Martina Vavéackova)
Uloha 8. (18; 7; 2,00; 0,0)
Rozdélte rovnostranny trojihelnik na milion konvexnich mnohothelnikt tak, aby kazda primka
méla spole¢ny bod s maximalné ¢tyrFiceti z nich. (Pepa Tkadlec)
RESEN{:

Zvolme na kazdé strané ve tietiné a ve dvou tfetinach bod. Spojme je tak, abychom dostali konvexni
Sestitthelnik a u kazdého vrcholu trojuhelnik. Kazda pfimka nyni mtze prochdzet maximalné dvéma
trojuhelniky na okraji. Sestitthelnik tedy mtizeme dale rozdélovat tak, aby kazda piimka prochézela
uvnitf néj maximalné 38 mnohothelniky.

Rozdélme ho opét stejnym algoritmem. Tedy kazdou stranu rozdélme na tfetinu a vytvoime kon-
vexni 12-ti thelnik. Opét mize pfimka prochizet maximalné dvéma trojuhelniky u vrchola. Takto
mutizeme pokrac¢ovat, dokud se nedostaneme ke konvexnimu mnohothelniku s 3 - 219 vrcholy. Pak se
bude kazda pfimka moci dotykat maximalné dvou trojihelnik u vrcholt ptvodniho trojthelnika,
maximalné dvou trojuhelniki u vrcholu sestitthelnika, ..., a nakonec zbylého mnohouhelniku ko-
lem stfedu. Celkem se tedy bude moci dotykat maximalné 2 - 19 4+ 1 = 39 mnohouhelnikt, coz je
v poradku.

4Zapisy ¢isel nesmi zaéinat nulou.



A kolik méame v trojuhelniku oblasti? Nejdfive tii u kazdého vrcholu trojuhelnika, pak dalsich
Sest, dvanact, ... a nakonec jeSté jeden mnohouhelnik uprostied. To je

34+64+9+---+3-2841=3.219 2= 1572862,

coz je Cislo vétsi nez milion. Staci se tedy v nasem algoritmu vratit o nékolik poslednich kroku
tak, aby bylo mnohothelnikt pravé milion (vytvéreli jsme je po jednom pfidavanim u jednotlivych
vrcholtt mnohothelnika). Timto zpétnym postupem se zjevné zadna z podminek (pfimka se dotyka
maximalné 40 mnohothelnikd, konvexnost) nepokazi.

Povedlo se nam tedy rozdélit trojuhelnik na milion konvexnich mnohouhelnika tak, aby byly
splnény zadané podminky.

POzZNAMKY:

Tuto tlohu jsme povazovali spiSe za leh¢i osmicku, ale na poctu fesitelu se to moc neprojevilo. Chtél
bych vés proto vyzvat, abyste se pfisté ¢isla osm nezalekli a zkusili osmic¢ku vyftesit ;-). Vzhledem
k malému poctu fesitell této osmé tlohy se vyskytly pouze drobné nuance mezi feSenimi téch, kteri
to méli spravné na pét bodi. Mezi nejcastéjsi chybné tvahy patrilo to, ze si fesitelé spatné precetli
zadani a pocitali s tim, Zze sami trojuhelnik déli pomoci pfimek, a pak o téchto pfimkach nejcastéji
tvrdili, Ze prochazi maximalné dvéma mnohothelniky (v8ech 999 999 pfimek bylo rovnobéznych),
nebo si puvodni trojahelnik rozdélili trojuhelnikovou siti na milion malych trojuhelnickd, ale pak
jich na poslednim fadku bylo 1000, coz samoziejmé nespliuje zadani. (Lukés Zavrel)



