Komplexni ¢isla I

Komplexni ¢isla jsou dulezitym rozsifenim redlnych cisel. Poprvé, spise ndhodou na né narazil
Gerolamo Cardano, kdyZ se snazil najit jeho zndmé vzorce pro feSeni kubickych rovnic. Dnes
vime, Ze komplexni ¢isla ndm mohou dopomoci k fadé zkratek a novym tvrzenim z realnych
Cisel. Nékteré takové aplikace si ukdzeme v tomto seridlu.

Pokud budeme chtit k objeveni komplexnich ¢&isel pfistupovat trochu systematic¢téji, tak vzni-
kaji pravé z toho, ze bychom chtéli v realnych cislech umét odmocnovat zaporna ¢isla. V tom
nam zabrafiuje to, e pro kazdé realné &slo plati 22 > 0. Na podobny problém narazime, i kdyz
budeme fesit kvadratické rovnice.

Bylo by velmi pékné, kdyby kazda kvadratickd rovnice méla dva kofeny (nebo jeden dvoj-
nasobny). OvSem vime, Ze rovnice se zapornym diskriminantem nemaji v redlnych ¢islech zadné
kofeny. K tomu by ndm opét jen stacilo umét odmocnit zaporny diskriminant.

Oba tyto problémy jsou spolu tzce svazany, dokonce by nam stacilo i odmocnit jediné ¢islo,
tieba —1, nebo vyftesit jediny kvadraticky polynom se zapornym diskriminantem, tieba z2+1, a
byli bychom za vodou. Proto pfiddvame k redlnym ¢islim imaginérni jednotku 4, kterad je pravé
v/—1, stejné jako koien x2 + 1.

Vzniknou nadm tim komplexni ¢isla, kterd jsou mnohem homogennéjsi a zaroven i zajimaveéjsi
nez ¢isla realna. Ukazou nam souvislosti mezi exponencialou a goniometrickymi funkcemi, kazdy
polynom tu bude mit pravé tolik kofent, kolik bychom éekali. A kromé toho jesté mnohem vice
uzitecnych nebo zajimavych vlastnosti.

Predstaveni komplexnich cisel

V této kapitole zavedeme komplexni ¢isla. K tomu existuje vice riznych pfistupt a zadny z nich
neni lepsi nebo horsi. Tady pro zajimavost uvadime tfi rizné postupy, pokud se ti néktery nelibi,
klidné ho presko¢. Stacit ti bude jeden a nékdy ani to ne, protoze budeme pracovat prevazné
s jejich vlastnostmi a ne jejich definicemi.

Realné dvojicové

Komplexni ¢isla mizeme definovat pfimo, pomoci redlnych cisel. Kazdé komplexni ¢islo z 1ze
napsat jako a + bi pro a,b redlna. Definujeme je tedy timto predpisem. Komplexni c¢islo z je
dvojice ¢isel redlnych (2o, 21) (pFedstavuj si pod touto dvojici zapis z = z9+21%). Na komplexnich
¢islech pak definujeme operace séitani a nasobeni nasledujicim zptsobem

z+w = (z0,21) + (wo,w1) = (20 + wo, 21 + w1),
zw = (zowo — z1wW1, 20w1 + Z1Wo).

Oznadime si ¢ = (0,1) a ¢isla tvaru (a,0) ztotoznéme s redlnymi ¢isly, budeme tedy psat a

misto (a,0). Viimni si, %e opravdu i2 = —1, to jsme presné chtéli.

Maticové

Jedno z nejjednodussich zavedeni komplexnich é&isel je pomoci znalosti z maticového poctu.!

1Pokud neumis poéitat s maticemi, muizes se podivat tfeba do prase¢i knihovny na ptispévek
Matice od Kati Fiserové (http://mks.mff.cuni.cz/library/MaticeKF /MaticeKF.pdf).



Rekneme, ze komplexni ¢isla jsou pravé ctvercové matice 2 X 2, tvaru

a b
b a/’
Podivejme se, jestli opravdu dostavame potrad to samé. Kam se nam tentokrate schovalo ¢

a kde jsou realna ¢isla? Prvné se poohlidneme po jednicce, jednicka je ¢islo, které je neutralni
vuci nasobeni. Tedy vynasobime-li jednicku ¢islem z, vyjde ndm opét jenom z. Tuto vlastnost

()

Reélna ¢isla pak snadno najdeme jako nasobky jednicky, tedy pro a € R

(5 2)

Dale ¢ bude ,ta druhd“ matice nez jednicka, tj. ¢ = (

ma matice
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Opravdu je to to, co jsme hledali. VSimni si, ze i z matice lze snadno vidét rozklad na reilnou
a imaginarni ¢ast, plati
a b .
=a+ bi.

Cvi€eni. Vynasob si dvé komplexni ¢isla zapsand ve tvaru matic a ovér si, ze formule pro
nésobeni z prvniho zptsobu zavedeni komplexnich ¢isel funguje i tady.

). Zkusme si toto 7 umocnit na

druhou.

Tady muzeme definovat absolutni hodnotu trochu jinym zpusobem nez obvykle, totiz pomoci
determinantu matice: |z| = v/det z. Vyjde ndm opravdu to samé jako pfi obvyklé definici, kterou
najdes v dalsi kapitole.

Daéle si vSimneme, Ze determinant je vzdycky nezaporny a nulovy jen pro nulovou matici,
takze kazda z téchto matic ma matici inverzni (kromé nuly), to nam ¥ika ze kazdym komplexnim
Cislem raznym od nuly muzeme délit.

Cviéeni. Najdi vzoregek pro 1/z, je-li z = a + ib nenulové komplexni ¢islo, pomoci inverzni

matice.

Mnohoélenné
Myslenka této konstrukce je vskutku jednoducha. Rozhodneme se, ze chceme pridat jeden prvek
k redlnym &islim, totiz ¢islo 4, e i2 = —1, tj. kofen kvadratického polynomu z2 + 1. V tomto

odstavci se budeme snazit to udélat o kousek korektnéji, nez ze prosté fekneme, Ze i = /—1.
Timto symbol v/ malicko ztraci smysl, nebot komplexni odmocniny jsou vzdycky dvé.?

Abychom to mohli udélat poctivé, budeme potfebovat kousicek teorie. Kterda vSak neni slo-
zita, funguje naprosto stejné jako teorie kolem celych cisel. Muzes si porovnavat a predstavovat
v8echno, co bude nasledovat, na celych ¢islech.

2Muze$ namitat, Ze odmocnina z nuly je jen jedna, ale ve skuteénosti je jedna dvakrat. i)



Prvni véc je déleni mnohoclent se zbytkem. Urcité vis, ze mnohocleny se daji délit se zbytkem
stejné jako celd cisla. Tedy mam-li dané f(z), g(z) mnohocleny s redlnymi koeficienty (t¥eba),
umim najit jejich celomnohoélenovy podil g(z) a zbytek r(z), ze

f(z) = q(z) - g(x) +r(z)

a pfitom r(z) je ,,mensi“ nez g(z). Mensi tady pro nas znamena, Ze mé mensi stuperi.

Miizeme ted definovat na vsech moznych zbytcich po déleni n&jakym danym mnohoélenem
g(z) operace s¢itani a nasobeni. Jednoduse tak, Ze zbytky nejdfive se¢teme, resp. vynasobime a
pak najdeme zbytek souctu, resp. soucinu. Tj. kdyz to zapiSeme symbolicky,

r1(2) + gr2(2) = (r1(2) + r2(2)) mod g(z),
r1(z) -g r2(z) = (r1(2) - r2(2)) mod g(x).

Mnozinu vSech zbytkti po déleni mnohoélenem f(x) s témito operacemi budeme znadit®
Rlz]/f(x). V8imni si, Ze poéitdni v tomto oboru neni nic jiného nez s pocitani s x-em, které
spliiuje rovnost f(x) = 0, ke které sdhneme vzdycky, kdyz mame moc vysoky exponent u z. Také
si pfedstav, jak vypadaji vSechny zbytky modulo f(z), jsou to pravé polynomy tvaru

—1 -2
an—12"" " +ap_22" " " +--- +ao,

kde ag, a1, ...,an—1 jsou redlnd &isla a n je stupen f(z).

Zajimat nas budou mnohocleny, které jsou nerozlozitelné. Ty maji mezi polynomy stejny
vyznam jako prvoéisla mezi celymi ¢isly. Mnohoé€len f(x) nazveme nerozloZitelny, pokud se neda
netrivialné rozlozit na soucin dvou jinych, tj. kdykoliv f(z) = g(x) - h(z), pak bud g(z) nebo
h(z) je konstantni.

V redlnych cislech jsou nerozlozitelné praveé kvadratické mnohocleny se zapornym diskrimi-
nantem.? Kdyby se kvadraticky mnohoé¢len mél rozlozit na dva nekonstantni, tak oba maji stupefi
1, tedy jsou linearni. U linearnich mnohocleni snadno najdeme jejich kofen, ktery bude kofenem
i ptivodniho kvadratického. Jeden z nerozloZitelnjch polynomt tedy je x2 + 1, to je pfesné ten,
ktery nas bude zajimat.

Pro¢ nas zajimaji pravé nerozlozitelné? Z jednoduchého divodu, abychom mohli délit. Kdy-
bychom pocitali modulo f(x) a f(x) by se ndm rozkladal na g(x)h(z), tak by platilo g(x)-fh(z) =
= 0 a uz z principu bychom nemohli délit zbytkem g(z), protoze bychom dostali, ze
0 g(x) s hz)

0@ ew

coz vibec neddvéa smysl. Pokud f(z) ale bude nerozlozitelny, tak délit muzeme. I to se da zdi-
vodnit, neni to prili§ tézké, ale zbytecné dlouhé, takze ndm to na tomto misté radéji uver.

Takze naptiklad vezmeme-li si mnohocleny s raciondlnimi koeficienty a vybereme-li polynom
f(x) = 23 4 222 — 2, ktery je nerozlozitelny,® tak miizeme pocitat napiiklad:

(1—2) 5 (2% + 3z +3) = (-2 — 22 + 3) mod f(z) = 1.

3Mnozinu véech mnohoé¢lenti s realnymi koeficienty znacime R[x].

4Dokazat to, ze v realnych &islech zadné jiné nejsou nerozlozitelné, je relativné slozité a
pouziji se pfi tom netrivialni vlastnosti komplexnich ¢isel, na to se podivame trochu dukladnéji
jesté pozdéji.

5To se d4 snadno dokézat Eisensteinovym kritériem.



Tedy plati (1 — 2)~! = 22 4+ 3z + 3 a prevracena hodnota se d4 spoéitat i pro kazdy jiny zbytek
modulo f(z), ackoliv to neni Uplné snadné.

Nyni uz konecné muzeme korektné definovat komplexni ¢isla krasné a elegantné. Polynom,
ktery nas zajima, je 2 + 1. Pii preznaceni proménné jako i, pak definujme

C =R[i]/(E% + 1).

Dilezita vlastnost, ta o kterou jsme usilovali, je, Ze ted uz mnohoclen z2 + 1 ma kofen, a
totiz ptivodni neznamou i. Kdyz dosadime do 2 + 1 za x ¢&islo 4, dostaneme 2 + 1, coz da po
vydéleni mnohoélenem i2 4 1 zbytek 0. Podobné véc plati i v obecnéjsim piipadé; kdyz mame
libovolné R[]/ f(c), polynom f(z) mé vzdycky kofen . Takze podobnym zplisobem mizeme
zkonstruovat tieba i téleso, které bychom mohli nazvat Eisensteinovymi céisly.®

E = R[w]/(w? +w+1)

Ovsem zadnou takovou konstrukci nedostaneme nic jiného nez komplexni ¢isla. Tedy v kazdém
z téchto obort najdeme 4, ze i2 = —1, a naopak v C umime hledat kofeny polynomu z2 + z + 1.

Cviceni. Najdi v E kofeny polynomu z2 + 1.

Cvieni. Je-li f(x) = ?+bx+c nerozlozitelny kvadraticky polynom, najdi v R[]/ f(c) koteny
polynomu 2 + 1.

Vlastnosti komplexnich ¢isel

V predchozi kapitole jsme se dozvédéli, jak se komplexni ¢isla daji zkonstruovat, ale to nam
netfekne, jaké maji vlastnosti.

S komplexnimi ¢éisly budeme pracovat jednoduse jako s dvojicemi realnych éisel (a,b), psdno
z = a+1b, kde ,imaginarni jednotka® i ma vlastnost i2 = —1. Samostatna ¢isla a a b maji taktéz
neodmyslitelnou funkci, proto definujeme pomocné funkce redind ¢édst a imagindrni édst (Cisté
proto, ze nékdy nebudeme mit komplexni ¢isla napsand v tomto hezkém tvaru) komplexniho ¢isla
a + bi vztahy

R(a + bi) = a, S(a + bi) =b.

Kdyz se chvili zamyslis nad vlastnostmi ¢isla —i, uvidis, ze jsou mnohdy stejné jako vlastnosti
&isla 4, nebof také plati (—i)?2 = —1. Kdy# tedy v nékterych nasich tvrzenich zaménime i a —i,
jejich platnost se nezméni. Proto je pfirozené definovat pojem c¢islo komplexné sdruzené k cislu
a + bi. To se znaéi ponékud netradi¢né pruhem nahote a definuje nasledovné.

a+bi=a—bi
Dalsi velmi pouzitelna funkce je absolutni hodnota komplexniho ¢isla, nékdy téz zvana modul.

Je déna vzoreckem
la + bi] = Va2 + b2.

Vyjadfuje néco jako ,velikost*“ komplexniho ¢isla. Komplexni ¢isla nejde néjak rozumné linearné
usporadat, jako naptiklad ¢isla realna. Pokud budeme chtit mluvit o néjakém komplexnim cislu
jako o ,,véts$im“, vétsinou budeme porovnavat absolutni hodnoty.

6V tietim dile serialu se budeme se zabyvat pouzitim komplexnich éisel v teorii &isel, tam se
setkame s Eisensteinovymi celymi ¢isly.



A jak si vlastné komplexni ¢isla predstavit? JednodusSe. Zakreslime si ¢islo a + bi do roviny
jako bod se soufadnicemi [a, b]. Jeho modul bude udavat vzdalenost od bodu [0, 0] a komplexné
sdruzené komplexni ¢éislo bude vzor bodu [a, b] v 0sové soumérnosti s osou z.

S¢itani, odéitani i ndsobeni komplexnich ¢isel je jednoduché. Pokud vsak dvé komplexni cisla
budeme chtit vydélit, budeme potiebovat néjak upravit jejich podil. Za timto Gcelem se pouziva
tzv. metoda rozsifeni ¢islem komplexné sdruzenym se jmenovatelem. Tedy chceme-li spocitat

podil fj_'gz dvou komplexnich ¢isel, postupujeme nasledovné

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+i(bc—ad) ac+bd be — ad

c+di (c+di)(c—di) c? +d? _02+d2+lc2+d2'
ac—bd bc—ad
c2+d? a c2+4d2
ve jmenovateli se vyskytuje pravé druhd mocnina absolutni hodnoty délitele ¢ + di, kdyby néas
zajimalo jen kolik je 1/z, tak snadno stejnym zpiisobem odvodime vzorecek 1/z = Z/|z|?, ktery
je jen tpravou vztahu 2z = |z|2.

Vsechna komplexni ¢isla z, pro kterd bude platit |z| = 1, budu nazyvat komplexni jednotky.
Mnozina v8ech komplexnich jednotek je jednotkova kruznice se stifedem v pocatku. Pékna vlast-
nost téchto Cisel je, ze kdyz je mezi sebou nasobime, dostdvame jen dalsi komplexni jednotky.
Kromé toho pro tato ¢isla se dobfe poéitaji inverze, plati totiz z—1 = Z.

A jelikoz a,b,c i d byla ¢isla redlna, pak podily budou readlné. Vsimni si, ze

Cviceni. Ovérte, ze vyse definované funkce maji nasledujici vlastnosti:
(1) z+z=2R(2), z —z = 23(»),
() [z| = |zl
(iil) [z122] = |z1]|22],
(iv) lz1] = |z2| < |21 + 22| < 21|+ |22].

ReSeni kvadratické rovnice

Vsechno, pro co zavadime komplexni c¢isla, byla neschopnost najit kofeny kvadratickych po-
lynomi se zapornym diskriminantem. Podivejme se tedy, jak jsme si pomohli. K tomu prvné

budeme muset umét komplexni ¢isla odmociovat, tj. pro dané z Fesit rovnici z2 = z.

Odmocnovani komplexnich ¢&isel

Odmocnovani kladnych redlnych cisel je jednoduché. Diky vysSe uvedenému arzenalu vsak uz
umime odmocnovat i ¢isla zapornd, nebot pro a > 0 plati /—a = v/—1+/a = %i/a. Obecnéji se
komplexni ¢islo a + bi odmocni nasledujicim zptisobem. Nejprve predpokladejme, ze odmnocniny
z komplexnich cisel jsou opét komplexni ¢isla a oznac¢me ¢ + di = +/a + bi., Pak umocnénim



méme ¢ 4 2cdi — d?> = (c + di)? = a + bi. Porovnénim realnych a komplexnich ¢asti dostavame
soustavu
2 —d?>=a, 2cd=h.

Dosazenim druhé rovnosti do prvni dostaneme rovnici 4c* — 4ac? — b2 = 0. Tato rovnice vak

mé vzdy Feseni, nebot

9 da+4vVa?+b2  a | Va?+b?
Ay =" 4
’ 8 2 2
a jedna z téchto druhych mocnin kofenu je nekladné, druhd nezaporna. Proto vzdy bude druha
odmocnina z komplexniho ¢isla existovat. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze druhd odmocnina
z komplexniho ¢isla je jednozna¢nd, a to odmocnina z predchoziho nazdporného korenu. Avsak

podivame-li se pofadné, je jasné, ze obé& dvé nalezené dvojice (¢, d) se lisi o znaménko.

Odvozeni feseni kvadratické rovnice

Nyni se zaméfme na FeSeni rovnice 22 + pz + g = 0,7 kde p,q € R. Upravou (doplnénim na
&tverec) dostaneme

2 1\ 1 2
wtprtg=|z+op) - P +q=0
a prevedenim konstant na druhou stranu a odmocnénim dostaneme vysledek

P Vp?—4q

r1,2 = 5 + 2 .

Pro p? — 4¢ > 0 je tento vztah ve skuteénosti vzoredek pro hledani kofenti kvadratické rov-
nice. Pokud vsak p? — 4¢ < 0, pak budou obé feseni kvadratické rovnice &sla komplexni. Navic
porovname-li jejich komplexni a redlné casti, zjistime, Ze oba kofeny jsou komplexné sdruzena
¢isla. To je velmi uziteény nastroj, protoze nyni uz pfi feseni kvadratické rovnice s redlnymi koe-
ficienty nemusime vzdy pracné hledat oba kofeny. Kdyz nam totiz prvni kofen vyjde komplexni,
druhy uz nutné musi byt komplexné sdruzeny s prvnim.

Kdybychom vsak Fesili obecnéjsi rovnici 22 4pax+q = 0, kde p, ¢ € C, tak téz nemame problém,
nebot staéi aplikovat predchozi poznatek o odmocniné z komplexniho ¢&isla. Zde vsak uz nebudou
nutné oba kofeny komplexné sdruzena ¢isla. Bude tomu tak pouze tehdy, kdyz koeficient p bude
realné ¢islo. Rozsitili jsme tedy stiedoskolsky vzorecek do komplexnich ¢isel a umime najit kofeny
libovolné kvadratické rovnice.

Cviceni.
(i) Najdéte druhé odmocniny z komplexniho &isla 3 — 4.
(ii) Vyfeste v komplexnich &islech rovnice 22 —3+2i =0, 24 +222 +5=0a 22 -z = 0.

Goniometricky tvar komplexnich cisel
Nejen zapisem z = a + bi mizeme popsat komplexni ¢islo. V nékterych zapisech se lépe séité,
v jinych se zase jednoduseji nasobi. Druhy zpusob, ktery si ukdzeme, je tzv. goniometricky tvar
komplexniho cisla
z = r(cos ¢ + isin @),

"Koeficientu u 22 se jednoduse zbavime vydélenim celé rovnice.



kde r = |z| je modul a ¢, nazyvano argument komplexniho ¢&isla a znadeno arg(z), je uréeno
redlnou a imaginarni ¢asti z rovnicemi

cos ¢ = , sin¢g =

Cislo ¢ proto neni uréeno jednoznaé¢ng, dokud se neomezime na interval [0, 27), nebof fesenim
uvedené soustavy je kazdé ¢islo tvaru ¢ = ¢o + 2km, kde k € Z a ¢g € [0, 27) Fesi tutéz soustavu.

Pokud si zadefinované pojmy chcete geometricky predstavit, pak r udava vzdalenost z od
poéatku a ¢ znadéi kladny® thel, ktery svira kladna polopfimka realnych &isel se spojnici pocatku
s bodem z.

Nyni k tomu, pro¢ se nam tento zapis hodi. Zkusme si jim napsat ,neintuitivni“ operaci
nasobeni. Mame-li dvé komplexni ¢isla

z1 =r1(cospr +isind1), 22 = rao(cospz + isinga),
pak snadnym pouzitim souctovych vzorci dospéjeme k rovnosti
z122 = r1ir2(cos(P1 + ¢2) + isin(¢p1 + ¢2)).

Tohle je uz je ale mnohem intuitivnéjsi zépis nasobeni. Rikd nam, Ze nasobek dvou kom-
plexnich ¢isel bude mit od pocatku vzdélenost rovnou souc¢inu vzdalenosti obou cinitela. Navic
chceme-li ziskat thel udavajici souc¢in dvou komplexnich ¢isel, sta¢i secist thly udavajici jednot-
livé Cinitele. Obdobné podle goniometrickych vzorct by se ovéril i podil dvou komplexnich ¢isel,
akorat zde budu druhym modulem délit a druhy argument odd¢itat

21 T1 ..
= = —(cos(¢1 — ¢2) + isin(d1 — ¢2)).
22 T2

Jelikoz nam nésobeni a déleni Slo v goniometrickém tvaru neuvéritelné jednoduse, zkusme

rovnou mocnéni. To ndm usnadnuje nasledujici véta.

Véta. (Moivreova9 véta)  Uvazujeme-li komplexni ¢&islo z v goniometrickém tvaru z = r(cos ¢+
+ isin ¢), pak pro libovolné n € Z plati
2" = r"(cos(ng) + isin(ng)).

Diikaz. Je-li n pfirozené &islo, pak se vzorec snadno ovéfi matematickou indukci. Bud tedy
z =r(cos¢ + isin ¢), pro n = 1 vzoreéek ziejmé plati, necht tedy plati pro n a pocitejme
2" = 2"z = ¢ (cosng + isinng) - r(cos ¢ + sin ¢)
=t (cos(n + 1)¢ + isin(n + 1)¢).

V posledni rovnosti jsme pouzili vztah pro sou¢in komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru.
Budeme-li uvazovat n zaporné, pak snadno odvodime

Z2" = ! = r}” (cos(ng) — isin(ng)) ™! = r™(cos(ng) + isin(ng))

z—n

8Brano proti sméru hodinovych rudicek.
9Moivre de Abraham, francouzsky matematik 1667-1754



diky tomu, Ze (cos n¢ — isinng) je komplexni jednotka, a tedy pro ni plati 2~ = Z. O
Cviceni.

(i) Napiste komplexni ¢isla 1 — ivV3av2+iv2v goniometrickém tvaru.

(ii) Pokuste se spocitat (%)42

Pokusime-li se na levou stranu Moivreovy véty dosadit za z komplexni jednotku v goniomet-
rickém tvaru a nésledné umocnit podle binomické véty, dostaneme

n
n
cos(ne) + isin(ng) = (cos ¢ + isin )" = Z <k:> cos™ ¥ $i¥ sin® ¢.
k=1
Vyuzijeme-li toho, ze i? = —1, i3 = —i a i* = 1, pak porovnanim realnych a imaginarnich
Casti dostavame zajimavé identity
n n
cos(ng) = <0> cos™ ¢ — <2> cos" 2 psin® g+ ...,
: n n—1 4 n n—3 , . 3

sin(ng) = (1) cos ¢sinp — (3) cos ¢sin®p+ ...,

které ndm pomuizou pro zapamatovani vzorci pro goniometrické funkce.

Exponencialni tvar komplexnich ¢isel

Komplexni exponencialni funkce

Budeme chtit najit obdobu realné exponencialni funkce exp(z) = e* v komplexnich ¢&islech.
Cislo e je tady pro nas Eulerovo ¢&islo, neboli zéklad pfirozeného logaritmu. Je to takové realné
Cislo, ze e > 1 + x pro vsechna x € R.

exp(z + y) = exp(x) exp(y)-

Budeme tedy hledat funkci exp: C — C, ktera toto spliuje pro kazdé z,y € C. Navic budeme
chtit, aby v néjakém dobrém smyslu rozsifovala redlnou exponencialu, tedy aby exp(x) = e* pro
kazdé =z € R.

Prvné zkusme dosadit do rovnice za z realné ¢islo a a za y imaginarni ¢islo b, b € R.

exp(a + tb) = exp(a) exp(ib) = e exp(ib).
Tedy bude nés zajimat hlavné funkce exp(iz): R — C. Oznaéme si
c(z) = R(exp(iz)) a s(z) = I(exp(ix)).

Pak ¢, s: R — R jsou realné funkce, které jednozna¢né urcuji exp(iz) = c(z) + is(z). Zkusme do
rovnice dosadit iz za x a iy za y, dostaneme

exp(iz +iy) = c(z +y) + is(z + ),
exp(iz) exp(iy) = (c(z) +is(z)) (c(y) +is(y)) = (c(z)e(y) — s(x)s(y)) +i(s()e(y) + c(x)s(y))-



Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti tedy dostaneme

c(z +y) = c(x)e(y) — s(2)s(y),
s(z +y) = s(@)e(y) + c(x)s(y),

coz vypada presné jako souctové vzorce pro goniometrické funkce cos a sin. Vidime, ze jedno
z TeSeni je tedy exp(iz) = cos(x) + isin(x). Ostatni feSeni néds zajimat nebudou, pfestoze tato
rovnice jich m4 vic. Tfeba v8echny funkce f(iz) = cos(kz)+isin(kz) pro k € R dané. Nage feseni
je ale nejvyznacnéjsi.10

Konec¢né definujme komplexni exponencidlni funkci vztahem

e” = et = exp(a + ib) = e®(cos b+ isinb).

P1i detailnéjsim prozkoumani zjistime, Ze exponenciala nadm prevadi komplexni ¢isla na kom-
plexni ¢isla, a to tak, ze |ea+ib| = e® a argument e*% je roven b.

Stejné jako goniometricky tvar komplexnich ¢isel nebyl jednoznacény, dostavame i zde perio-
di¢nost v proménné b s periodou 2, nebot je-li z = a + ib, tak plati

e# T2t — ot (0+2m)i — ¢ (cog(b + 27) + isin(b 4 27)) = e®(cosb + isinb) = €.

Exponencialni tvar komplexnich ¢&isel

Definice komplexni exponenciadly nam silné pfipomina goniometricky tvar komplexniho cisla.
Pojdme si proto zkusit zavést exponencialni tvar komplexniho éisla z = r(cos ¢+ sin ¢) vztahem

z=re'?,

kde r = |z| a ¢ je argument z. Na tento tvar mizeme nahliZet jen jako na zkratku goniometrického
tvaru, prosté misto cos ¢ + isin ¢ piSeme jen e'?.
Hlavni vyhodou tohoto zapisu jsou dobfe zapamatovatelnd pravidla pro nésobeni, déleni a
umocnovani, jelikoz plati
r1elrgei®2 — proet(d1+¢2) ,

Tle%d)l — Qei(m*(ﬁz)
roet®2 o ’
(reid’)" = r"e”w, n € 7Z.

Cviceni.
(i) Naleznéte goniometricky a exponencialni tvar komplexnich &fsel 1 +i a —v/3 — i.
(ii) Vypocitejte hodnoty 2™, 3”51,

10Je to zhruba z toho diivodu, Ze pro takovouto exponencidlu bude platit exp’(z) = exp(z)
(kde exp’ znadi derivaci funkce exp), coz je podminka obdobna tomu, Ze e* > 1 4 z pro redlnou
exponencialu.

11Ty muZeme vnimat jako periodi¢nost celé funkce e® s periodou 27i. Trochu to odporuje
tomu, ze periodickd funkce je ta, kterd se poradd opakuje, protoze tahle funkce se opakuje jen
v jednom smeéru.



Jesté nez se presuneme dal, uvedeme si par dilezitych vztahi kolem komplexni exponencialy.
to kdybys ndhodou nékdy zapomnél hodnotu 7 a chtél si ji vypocitat nebo nedej boze kdybys
zapomnél, kolik je 0. ;-)

e +1=0.

Dalsi se zajimavych vztaht je vztah exponencidly a goniometrickych funkci. Ve skute¢nosti
vlastné jde jen o definici komplexni exponencialy. Snadno si za cvi¢eni odvodis vztahy
T T

e’ —e”

ol _ i —ix _ i —iz : —
2isin(z) = e e ", 2cos(x) =€+, itg(x) = gy

Komplexni logaritmus

Podivejme se na komplexni logaritmus. Logaritmus je inverzni funkce k exponencidle. Budou nas
tedy zajimat feSeni rovnice

a=¢e",
pro a € C nenulové. Snadno nahlédnes, Ze tato rovnice ma nekone¢né mnoho feSeni, nebot je-li
x TeSeni, tak i z + 27 je FeSeni. Opravdu, zapiSeme-li z = x1 4 ix2, pak nase rovnice ma tvar

a = e®1(cosxa + isinza),

a uvidime, ze feseni jsou pravé vSechna cisla tvaru x + 2kmi pro k celé a x néjaké jedno feseni.
A to diky tomu, Ze realnd exponenciala je prosta a funkce sin a cos jsou pravé 2m-periodické.
Nyni miizeme zavést nejednoznaénou'? funkci In, ktera komplexnimu &islu a p¥ifadi vSechny
jeho mozné logaritmy, tj.
In(a) = {z : ¥ = a}.

Budeme-li trochu opatrnéjsi, podafi se ndm zadefinovat i jednozna¢ny komplexni logaritmus.
Prozkoumejme trochu podrobnéji exponencidlni funkci. Ozna¢me f(z) = e*. Pak f:C — C—{0},
ovSem abychom dostali jednoznac¢nost ve smyslu, Ze pro libovolné z1 # 22 € C plati f(21) # f(22),
budeme muset omezit defini¢ni obor f na ,pas“!3

D={ze€C:—7m<S(z) <m7}.

Méme tedy novou funkci g: D — C — {0} takovou, ze f = g na D.

Nyni uZ je g prosta, nebot r1e?®1 = r2e?®2 implikuje 71 = r2 a ¢1 = ¢2, a proto se miizeme
bavit o inverzni funkci k g. Ozna¢me tedy hledanou inverzni funkci Ln : C — {0} — D a hovofme
o ni jako o komplexni logaritmické funkci, zkracené logaritmu.

Jak ale bude vypadat reilna a imaginarni cast g? Oznacime-li si je hodnotami x1 a z2, pak
z rovnosti Ln(z) = 1 + ix2 plyne

z = P12 = %1 (cos gy + isinza),
12Nejednoznaéné komplexni funkce jsou docela zajimavé, dokonce kolem nich existuje i néjaka

docela slozita teorie.
13Tento pas jsme si mohli zvolit, nékteii autofi rad&ji voli pas ohrani¢en hodnotami 0 a 2.



coz podle zépisu komplexniho éisla v goniometrickém tvaru dévé |z| = e*1 a arg(z) = z2. Tim
méme jednozna¢né dané hodnoty =1 a z2 a mizeme tedy pro z = r(cos ¢ + isin ¢) psat

Ln(z) = log |z| + i arg(z),

kde log(t) znaéi redlny (pfirozeny) logaritmus &isla t.

Vidime tedy, Ze komplexni logaritmus je jednoznacny, pokud bereme jeho imaginarni cast
modulo 27.

Jesté nezapomenme na jednu velmi duleZitou poznamku. Pro poc¢itani s komplexnim logarit-
mem neplati stejné pravidla jako pro realné logaritmy. Konkrétnéji Ln(¢®) # sLn(t), protoze

2Ln(i) = Q%i = mi # —7i = Ln(—1) = Ln(:2).

Tyto rovnosti budou platit jen modulo 27, tj. Ln(ab) = Ln(a) + Ln(b) 4+ 27ik pro néjaké k celé.
Cviceni. Spoctéte nasledujici komplexni logaritmy: Ln(—2), Ln(z), Ln(1 + 4).

Umocnovani a odmocnovani komplexnich ¢isel

V této kapitolce si ukazeme, jak by Slo pékné definovat umocnovani na komplexni ¢islo, tedy
naucéime se pocitat takové hodnoty jako i*. Vyuzijeme toho také pro snadné umocnovani a od-
mocriovani.

Zatim umime umochnovat na libovolné komplexni ¢islo jen konstantu e. Jak toho ale vyuzit
pro umocnéni néjakého jiného c¢isla? Staci si uvédomit, ze

b= eln b.

V tomto vztahu pouzivdme nejednoznacény komplexni logaritmus. Chceme tim vyjadfit to, ze at
si vezmeme libovolné ¢islo z mnoziny In b, tak bude vyse uvedeny vztah splnén.

Dobfte, muzeme ho tedy pouzit k pocitani b*? Co kdyby

be = (elnb)a — ealnb?

alnb 1o nas

Ve skutecnosti takto definujeme umocnovani libovolného ¢isla, tedy vztah b* = e
bude vlastné definice.

Budeme-li chtit spocitat tieba b/2, budeme poéitat e(?)/2 tj. je-li b = re??, pak dostaneme

Inb={Inr+i(p+2nk) : k € Z},
Inb Inr ¢

=d— +i(Z47k):kez
3 {2 +z(2+7r) € }7

pl/2 — {\/;ei¢/27\/;€i(<b/2+7r)} = 4 /rei®/?,

Vidis, Ze jsme dostali obé druhé odmocniny z b. Podobné muzeme spocitat i treti, ¢tvrté, nebo
7-té odmocniny. Také se timto dobfe pocitaji mocniny komplexnich ¢isel, ale to nejde o nic jiného
nez o prevlecenou Moivreovu vétu.

a nakonec



Dobfe, ale jak to bude vypadat u poéitani takovych kvantit jako i*? Ukazeme to na konkrétnim
piipadé, z ného si snadno odvodis, jak to bude vypadat obecné. Spoétéme tedy hodnoty it =
= ¢! Prvné Ini = {mi/2 + 2kni : k € Z}, tedy ilni = {—n/2 — 2kn : k € Z}. Tedy mame
feseni

)
Vsimni si, Ze nam vyslo nekoneéné mnoho hodnot. Podobné to dopadne tieba i pro 4 nebo pro
obecny pfipad s nenulovou imaginarni ¢asti exponentu.
Cvigeni. Spocti 4!, /=i a 27,

Zatim jsme pracovali s nejednozna¢nym logaritmem, totéz muzeme délat i s jednozna¢nym
logaritmem, ¢imz dostaneme jednoznac¢né hodnoty b%, ale pokud by si né€kdo zvolil na zacatku

jiny pas nez my, tak mu ted budou vychazet jiné hodnoty. Pro nas by tedy naptiklad platilo

Vi=(V2/2+iV2/2) a it =e /2,

Jak s¢itat komplexné

Goniometricky tvar komplexnich ¢&isel 1ze dobfe vyuzit i pro sc¢itani nékterych fad. Jeden z ty-
pickych prikladi je nésledujici:

Priklad. Je-li n pfirozené a a redlné, spoctéte soucet
sin @ + sin2a + - - - + sin na.

Reseni. Ozna¢éme hledany soudet S. Pouzijeme goniometricky tvar komplexnich é&isel, asi nas
bude zajimat ¢islo z = cosa + isina. Tedy nas soucet bude imaginarni ¢ast néjakého souctu
komplexnich ¢isel. Doplnime ke kazdému sinu jesté kosinus, uvazujme tedy soucet

T =1+ (cosa+ itsina) + (cos2a + isin2a) + - - - + (cosna + isinna).

Vsimni si, ze S = (7). Dale si vSimneme, Ze ¢leny tohoto souctu jsou pravé mocniny éisla z
z Moivreovy véty. Dostavame
T=1+z+224+ - +2"

Znamym trikem ale umime T krasné seéist. Plati totiz 1 + 2T = T + 2”11, takze

2"t — 1 cos(n+ L)a+isin(n+ L)a—1

z—1 cosa+isina—1
_ (cos(n +1)a+isin(n + 1)a — 1)(cosa —isina — 1)
n 2(1 — cosa) '

Daéle nas bude zajimat jen imaginarni ¢ast
sin((n + 1)a)(cosa — 1) — sina(cos(n + 1)a — 1)

S=T) =
(1) 2(1 — cosa)
_sinna —sin(n + 1)a+sina  2cos 5 sin 7 f2cos%sin%
B 2(1 — cosa) - 4sin® &
2 sin 2% 1
= cosﬂ—cos (n+ 2)a - 22 = sin (n+1)a sinE /sing. O
2 2 2sin? & 2 2 2



Komplexni kombinatorika

Ur¢ité jsi nékdy pocital soucet vSech sudych kombinaénich &isel'4
n n n n _on-1
<0>+<2)+<4>+<6>+ =2

se dokazuje jednoduse tak, Ze seCteme dvé binomické véty.

(1+1)"=(g)+(T)+(Z)+<§)+...
aor = (- (O -+

e =) o) +2() <o) -

Zbyde nam jen posledni rovnost podélit dvéma a dostaneme, co jsme chtéli. Z toho se pak odvodi
i soucet lichych kombinac¢nich ¢isel. O
Ale co bychom délali, kdybychom chtéli seéist tfeba kazdé tieti kombinaéni ¢islo?

(o) + () +(g)+-

Otazka zni, co bylo zajimavé na ¢islech 1 a —1 pro pfedchozi pripad. Jestli hadas, ze to, Ze jsou
to druhé odmocniny z jedné, tak mas pravdu. Pro tento soucet tfetich kombinacnich cisel tedy
budeme potiebovat tieti odmocniny z jedné. To jsou &sla 1, w = €27/3 a w2 = ¢=27/3 p¥itom
w? +w+1 =0, coz si snadno piedstavis, pokud si tato &isla nakreslis do Gaussovy roviny.

w 1+w
1
w? 14 w?

Plati tedy

14y této kapitole budeme nékteré soucty ukonéovat tfemi teckami, pFestoZe jsou vechny
konec¢né. Je to z prostého divodu, ze se nebudeme dlouze zamyslet, ktery ¢len je posledni. Vse
by vSak mélo byt intuitivné jasné.



Nyni ndm zbyva uz jen tyto rovnosti secist, dostaneme
2% 4+ (1+w)" + (1 +w?)" :3(3) +3(§) +3(Z) T

Pfitom jesté umime elegantné spocitat (1 + w)™, protoze 1 + w je pravé €™/3 a podobné 1 + w?

je e~™/3. 7 Moivreovy véty tedy mame

R e

Vsimni si, Ze neni na prvni pohled vidét, ze prava strana je vibec celociselna. Na druhy pohled
je to uz trochu zretelnégjsi, nebot cos % je vzdy +1 nebo :I:%, tedy alespon Citatel je celociselny.
To, ze je vzdy délitelny tfemi, si rozmysli sdm. O

Cviceni. Spoctéte soucty:

(i) (T)+(Z)+(:)+(ﬁ))+ (i) (g)+(Z>+(Z>+...

Rozklady mnohoclena

V predchozi kapitole ses naucil, jak najit kofeny libovolného kvadratického mnohoc¢lenu s kom-
plexnimi koeficienty. TakZe vime, Ze kazdy takovy mnohoclen se rozklada na kofenové cinitele.
Ale jak je to s mnohocleny vyssich stupni? O tom mluvi zakladni véta algebry, kterou neni tplné
snadné dokazat, ovSem vSechny znamé dukazy jsou zajimavé tim, ze docela jednoduse vyplyvaji
z néjaké slozité teorie (naptiklad jeden z nich pouzivd komplexni analyzu, teorii kolem vlastnosti
komplexnich funkeci, které maji derivaci).

Véta. (Zakladni véta algebry)  Kazdy mnohoclen s koeficienty v komplexnich ¢islech mé koren.

Dusledek. Je-li f(x) € C[z] mnoho¢len s komplexnimi koeficienty stupné n, pak f(x) ma pravé
n kofent, pocitame-li je s nasobnosti, tj. existuji z1,x2,...,%n, Z€

flz)=alz —z1)(x —2z2) -+ (& — 2n).

Dikaz. Budeme dokazovat matematickou indukei podle stupné mnohoc¢lenu f(z). Pro kon-
stantni (nenulové) mnohoéleny tvrzeni trivialné plati. Pfedpokladejme nyni, Zze plati pro mnoho-
¢leny stupné n a bud f(z) stupné n + 1.

Dle zékladni véty algebry mé f(z) kofen zg, pak ale f(z) = (z — z0)g(z) pro néjaké g(z) €
C[x]. Pfitom g(z) ma stupen n, tedy pro néj muzeme pouzit indukéni pfedpoklad a vime, Ze se
rozkldda na linearni faktory — necht

g(z) =alz —z1)(x —x2) - (T — zn).

Pak ale
f@)=a(zx —zo)(z —x1) - - (x — xn). O

Zakladni véta algebry méa také dobré dusledky v redlnych cislech, konkrétnéji zjednodusuje
praci s redlnymi polynomy. K tomu se ndm bude hodit jednoduchy nahled. Mame-li f(z) =
= anx™ +an_12" "1+ -+ ag mnohoélen s redlnymi koeficienty a z jeho komplexni kofen, pak Z



je uréité kofenem polynomu f(z) = @Gpa™ + - - - + a@o. PFitom ale koeficienty a; jsou realné, takze
s nimi komplexni sdruzeni nic neudélaji. Dokéazali jsme tedy tvrzeni:

Tvrzeni. Je-li f(z) € R[z] a z € C jeho komplexni kofen, pak i Z je koren f(x).

Podivejme se jesté na kvadraticky trojélen f(x), jehoz kofeny jsou z a Z. Ten z Viétovych
vztahl ma tvar
fl@) =2% — (z+2)x+ 22 = 22 — 2R(2)z + |2|%,

tedy ma realné koeficienty. Navic pokud z mé nenulovou imaginarni ¢ast, tak tento trojclen je
nerozlozitelny. Totiz

2 +2R(2)z + |2° = (2% + R(2))* + 3(2)?,
odkud uz lze vidét, %e se nerozklada. Diskriminant této rovnice je —43(z)2. Nyni uz snadno

odvodime nésledujici variantu zékladni véty algebry v realnych cislech.

Véta. Je-li f(x) € R[z] polynom s redlnymi koeficienty. Pak f(x) se v R rozkladé na linedrni a
nerozlozitelné kvadratické mnohocleny.

Dikaz. Nejdiive rozlozime f(z) na linedrni Cinitele v C pomoci zakladni véty algebry. Pak
rozdélime kofeny do dvou mnozin, na reilné a ty ostatni, s nenulovou imaginarni casti. Ty ryze
komplexni se nam diky pfedchozimu tvrzeni poparuji. Tedy mame rozklad

f@)=a(@—a1)---(z—ag) - (2 —21)(@ - Z1) - (z — 21)(x = 7)),

kde a; jsou redlné a z; jsou ryze komplexni. P¥itom a je vedouci koeficient f(z), tedy je redlny.
Navic sou¢iny (x — z;)(z — Z;) maji redlné koeficienty z pfedchozi poznamky a pfitom jsou
nerozlozitelné v R, tedy timto opravdu dostavame kyzeny rozklad. O

A k ¢emu to je? Muzeme timto zpusobem rozkladat realné mnohocleny, které bychom jinak
umeéli rozlozit pouze v komplexnich cislech. Podivej se na nasledujici dva piiklady.

Piiklad. Rozlozte mnohoclen x* 4 4 v realnych &islech.

Reseni. Rozlozme zadany mnohoclen nejdiive v komplexnich &islech. Jeho kofeny jsou pravé
vSechny ¢tvrté odmocniny z —4. Tj. ¢isla

) 3 Cami .
20:\/56%,21:\/56 21,222\/56 47”,2:32\/56#.

Nyni je poparujme podle komplexniho sdruzeni, tedy zg s z3 a 21 s z2. Spocteme trojcleny, které
maji tyto dvojice kofent:

2 — (z0 + 2z3)x + 2023 = 2% — 2z 42,

% — (z1 + 22)x + 2122 = 2 + 2z + 2.
Nakonec jsme tedy odvodili krasny rozklad z* +4 = (22 — 2z + 2)(22 + 22 + 2), ktery je dokonce
nad celymi cisly.
Pi#iklad. Rozlozte mnohoélen 28 — 1 v celych &islech.

Reseni. Obdobné jako v pfedchozim piipadé, ho nejdfive rozlozime v komplexnich ¢islech, jeho
kofeny jsou osmé odmocniny z jedné, tj. cisla
3 37

g . 20y — 2T PR— a4
ed’i,ed’ —1lje 4" —ie a" 1.



Opét je sparujeme a spocteme kvadratické mnohocleny kromé +1, které nadm zistanou na ocet
a daji v rozkladu linearni faktory (z — 1) a (z + 1). Hledané kvadratické mnohocleny pak jsou

z2+\/§x+1, :z:z—i-l7 z2 —V2z + 1.
Odtud je vidét, ze nejlepsi rozklad, ktery muzeme dostat v celych ¢islech, je
22 —1=E*+ )+ D) (x4 1)(z—1),

kde ¢len z*+1 je sou¢inem kvadratickych ¢initelit 22 4+1/2x41, tedy se v celjch ¢islech nerozklada,
protoze takovy rozklad by musel byt i rozkladem v realnych éislech.



Serial II. — Komplexni geometrie

V druhé ¢asti seridlu si povime néco o geometrii v komplexnich ¢islech i o komplexnich ¢&islech
v geometrii. Souvislost komplexnich c¢isel s planimetrii pfichézi pfirozené z predstavy Gaussovy
roviny. Kazdému komplexnimu ¢islu je tak pfifazen pravé jeden bod roviny a naopak. Nékteré
geometrické pojmy pak snadno souvisi s pojmy komplexnimi. My si tady tyto souvislosti vylozime
a naucéime se je vyuzivat pri feSeni geometrickych tloh. Nezapomen, ze nékdy lze naopak pouzit
geometrii pfi feseni tloh s komplexnimi ¢isly.

Nasim cilem nebude spolehlivé vyresit jakoukoli geometrickou tilohu, ale predevsim si ukdzeme
ulohy, které se pomoci komplexnich ¢isel fesi jednoduseji a u kterych jiz od zacatku Feseni vime, ze
timto zpusobem tulohu vyfesime, coz u ryze geometrického pristupu prosté nejde. Je vsak mnoho
geometrickych tloh, které pomoci komplexnich ¢isel feSit nedoporucujeme. Napiiklad pokud se
v tloze vyskytuji dvé nebo vice kruznic, pak vétsinou komplexni ¢isla efektivné pouzit neptijdou.
Naopak u mnohych tloh se pouziti pfimo nabizi, tfeba skoro libovolna tloha s rovnostrannymi
trojuhelniky se muze zjednodusit.

Tento text by tedy mél ¢tenafi pfinést predevsim jiny uhel pohledu na geometrické ulohy,
aby vénoval tfeba jen par vterin myslence, zdali tato iloha nejde vyresit za pomoci komplexnich
cisel. I pri tak kratké dobé je totiz mozné zjistit, jestli je zadana tloha vhodna na to, abychom ji
vyfesili pomoci komplexnich éisel, nebot jejich vyuziti je spis technicky, ne myslenkové narocné.

Motivace

Podivejme se nejdfive na jeden jednoduchy piiklad, jak lze pouzit komplexni ¢isla v geometrii.
U tohoto piikladu pro srovnani uvadime i syntetické (geometrické) FeSeni.

Priklad. (Motiva¢ni) Mame vedle sebe tii étverce ABFE, BCGF a CDHG jako na obrazku.
A B ¢ D

E F G H

Spoctéte soucet uhla

<BEH|+ |<CEH| + |<DEH]|.
Syntetické reseni. Uvazme nasledujici obrazek slozeny ze ¢tverci.

1 ]

/




Pak ziejmé |<JEI| = |[<CEH]|, stejné tak tthel DEH je dokonce totozny s puvodnim thlem
DEH. Déle snadno nahlédneme, ze ADEJ je podobny s ABEF nebot jsou oba rovnoramenné
pravouhlé s pravym thlem u vrcholu J, respektive F'.

Plati tedy, Ze hledany soucet je souc¢tem vyznacenych hli u vrcholu FE.

|<BEH| + |<CEH| + |<DEH| = |<JED| + |<IEJ| + |<DEH| = g 0
Komplexni teseni. Polozme si situaci do komplexni roviny, tak aby E =0, F=1a A = 1.

Sa

i 1+4 241 3414

0 >

1 R

Pak muzeme hledany soucet thld spocitat jako argument soucinu ¢isel 1+ ¢, 2+ 7 a 3 + 4, nebot
pii nésobeni se argumenty scitaji a zadané tii tthly jsou pravé argumenty téchto t¥i ¢isel. Hledany
soucet je tedy

arg(1+14)(244)(3+ 1) = arg(1l + 3¢)(3 + i) = argi(3 —¢)(3 + i) = arg 10i = g |
Vsimni si, Ze ani jedno z téchto FeSeni nijak nevyc¢niva, obé jsou zhruba stejné dlouhd, zhruba
stejné elegantni a také zhruba stejné trikova, ackoliv v druhém je nejvétsi trik v tom, pouzit
komplexni ¢isla. Tak to vétSinou byva, komplexni ¢isla ti nemohou vyrazné zjednodusit cestu,
ale mohou ti pomoci docela elegantni cestu najit.
Podivejme se nyni trochu hloubéji na teorii, kterou budeme pouzivat.

TTi body na primce

Nejprve si ujednotme znadeni. Pokud budeme psit bod Z(z), bude to znamenat, Ze mame
v roviné bod Z, kterému pfislusi komplexni ¢islo z. Jak bylo feceno v prvni ¢asti seridlu, kazdému
komplexnimu ¢&islu z odpovidé bod v Gaussové roving, ktery mé soufadnice [R(z), S(z)]. Pokud
zapiSeme z = a + bi, pak bod Z mé& soufadnice [a, b].

Pokusme se ted najit nékolik zpusobd, jak Fici, Ze t¥i body roviny, ozna¢me je A(a), B(b) a
Z(z) lezi na pfimce (Castéji budeme Fikat, Ze jsou kolinedrni).

Jednoduse to pujde z trojuhelnikové nerovnosti, ve které musi nastat rovnost. Body A, Z, B
lezi na pfimce v daném potradi, pravé kdyz plati

la—bl=la—2z|+|b—z|
Druha moznost, jak zapsat, ze bod Z lezi na pfimce AB je konvexni kombinace. Tj.
Ze€eAB & z=wua+(l—u)b, ueR.

Pokud bychom chtéli, aby bod Z lezel na useéce AB, stadi se omezit pouze na u € [0, 1]. VSimnéme
si, ze jak se parametr u pohybuje od 0 k 1, tak bod z se pohybuje od b k a. Kdyz povolime hodnoty
u mimo interval [0, 1], pak bod Z lezi na pfimce AB.



Tteti a posledni moznost, kterou si zde uvedeme, je vektorovy zapis. Ten ndm 7iké, ze Z € AB
pravé tehdy, kdyz vektory a — z a a — b jsou az na nasobek stejné, neboli

a—z

Z€AB & b:k € R.

a —

Je-li navic &islo k z intervalu (0, 1), pak jsou tyto body v pofadi A, Z, B, neboli Z lezi na useéce
AB.

Z konvexniho zéapisu je dokonce vidét vzorec pro bod Z na tsecéce AB, ktery ji déli v poméru
|AZ| : |ZB| = m : n. Musime akorat vhodné zvolit hodnotu t. Vztah pro bod Z je tedy

n m
z= a4+ b.
m+n m+n

Uvedme si jedno zobecnéni. Pokud bychom chtéli popsat mnozinu boda Z, které lezi uvnit
trojuhelniku daného vrcholy A(a), B(b), C(c), pak pouzijeme konvexni kombinaci dvakrat za
sebou. Nejprve zvolime bod D(d) na usece AB a pak zvolime bod Z na tseéce DC. Celkem
tedy méame pro s,t € [0,1] vztah pro z

z=sc+ (1—s)d=sc+ (1 —s)(ta+ (1 —¢t)b) =sc+t(1l —s)a+ (1 —s)(1—¢t)b,
coz lze jednoduseji napsat jako

z=ua+vb+we, u,v,we€][0,1], u+v+w=1.

Priklad 1. Mgjme trojuhelnik ABC. V z4avislosti na vrcholech najdéte polohu tézisté T'(t).
Reseni. Oznaéme D(d) stied strany AB, pak d = ‘%H’. Jelikoz téziste T deéli CD v poméru
2:1, mame
1 2 1
t=-c+-d=—-(a+b+c).
3 3 3 ( )

Priklad 2. V pravidelném Sestithelniku ABCDEF jsou na diagonalich AC a CE déany body
M a N tak, ze

|AM| |CN|
——— = ——=r7rclk.
|AC| |CE|
Urcete hodnotu r, pokud vite, ze body B, M, N jsou kolinearni. (IMO 1982 — 5. priklad)

Reseni. Uvazujme komplexni rovinu s poéatkem ve stfedu Sestitthelniku ABCDEF, ktery je
natocen tak, ze body A, B, C, D, E a F maji soufadnice 1, ¢, €2, €3, €* a €%, kde

g L. 1 \/3
6—cosg+zsm§—5+17.

Z definice hodnoty r méame
m=rc+(1—ra=re2+ 1 —7r)=r(2 —-1)+1,
n:re+(1—r)c:re4+(1—r)52 :r(e4—52)+52,

Body B, M, N jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz podil

b _
T e

n—>b n—e



Tento podil je vSak zavisly pouze na r. Staci tedy zjistit jeho imaginarni ¢ast a polozit ji rovnou
nule. Uprava tohoto podilu je jen technické cviceni na nékolik fadkii, uvedeme pouze vysledek.

s(m_e):%(2(52_1)+1—e):m: VA - 1)

n—e r(e* —e?)+ €2 —¢ 232 41)

Jelikoz r € [0, 1], jedina redlnd hodnota r, pro kterou lezi body B, M, N na pfimce, je r =

“S

Vyhoda komplexniho pristupu ke geometrickym tloham je ta, Ze uz od zacatku je vidét, ze
se da uloha timto zptisobem vyftesit. U predchozi tlohy jsme uz od zacatku védéli, ze dostaneme
podil komplexnich ¢isel zavislych na r a pijde jen o to spocitat jeho imaginarni ¢ast, coz je docela
jednoduché. Otazkou pfi rozhodovani, zda chceme zadanou ulohu fesit pomoci komplexnich ¢isel,
je, zdali tento zpisob bude technicky naro¢ny, nebo ne. Odpovéd se miize u kazdého z nas lisit,
proto nechdvame na ¢tenari, nakolik bude vyse uvedené metody pouzivat. V kazdém pripadé ale
doporucujeme jejich pouziti zvazit.

Geometricka zobrazeni v Gaussové roviné

V této kapitole se budeme vénovat geometrickym zobrazenim v roviné. Urcité vétsinu z nich znas
a mnohé z nich umis elegantné pouzit v tlohich. Nas bude zajimat, jak se pomoci komplexnich
¢isel daji snadnéji pocitat obrazy bodd v rtznych zobrazenich. Nékterd zobrazeni, jako napfi-
klad stejnolehlost a otoceni, jsou v komplexnich ¢&islech velmi pfirozend, jina, jako tfeba osova
soumeérnost, uz tolik ne. Pfesto si uvedeme vzorce pro vSechna zékladni zndmé zobrazeni.

Posunuti

Nejjednodussi zobrazeni, které nas bude zajimat, je posunuti, konkrétnéji posunuti o vektor
(orientovanou tsecku) AB. Pro zopakovani, v geometrii je to zobrazeni takové, ze bod C zobrazi
na bod C’ tak, ze ABC'C je rovnobéznik (popt. zdegenerovany rovnobéznik, obecné tedy |AB| =
=1|CC’|, |AC| = |BC’| a pfitom CC' || AB).

c’

A

V Gaussové roviné toto zobrazeni vypadd velmi jednoduse. Pokud oznadime a, b, ¢ a ¢
odpovidajici komplexni ¢isla bodim A, B, C a C’, tak

d =c+(b—a).

Tedy posunuti je dano jedinym komplexnim ¢islem b— a. Obecnéji posunuti o éislo ¢ je zobrazeni
te: C — C, které je dano predpisem
te(z) =z +c.

Podivame-li se na to z druhé strany, uvédomime si, ze jsme pravé popsali, jak geometricky vy-
pada s¢itani komplexnich ¢isel. To se nam bude hodit pfi popisu dalsich geometrickych zobrazeni.



Podivejme se tfeba rovnou na stejnolehlost. Nejdfive nas bude zajimat stejnolehlost se stfedem
v pocatku a pak pomoci ni popiSeme vSechny ostatni stejnolehlosti tak, Ze nejprve posuneme
stfed stejnolehlosti do pocatku, provedeme stejnolehlost a pak posunuti vratime zpatky. Tedy
je-li hg:C — C stejnolehlost se stfedem S(s) a n&jakym danym koeficientem, ho stejnolehlost se
stejnym koeficientem, ale se stfedem v pocatku, pak

hs(z) = ho(x — s) + s.

Stejnolehlost a otoceni

Pro zopakovani, stejnolehlost v roviné je zobrazeni hgy, kde S je stied a k € R koeficient
stejnolehlosti, které zobrazi bod X na bod X’ takovy, Ze body S, X a X’ lezi na piimce a
|k| - |SX]| = |SX’|. Znaménko koeficientu k se na situaci promitne tak, ze pokud k > 0, lezi
X' na polopfimce SX, jinak lezi na polopfimce opa¢né. Stejnolehlost je podobné zobrazeni (tim
myslime, ze zobrazi kazdy trojuhelnik na jemu podobny, a dokonce koeficient podobnosti bude

A jak tedy vypada v Gaussové roviné stejnolehlost se stfedem v pocatku (koeficient mame
stéle k)? Jednoduse, jako nésobeni redlnym ¢islem k. VSimni si totiz, Ze zobrazeni

ho,k(z) = kz

opravdu spliiuje nase pozadavky na stejnolehlost, nebot body 0, z a kx lezi na p¥imce, |kz| =
= |k| - |z| a bod kz lezi na spravné strané od pocatku.

Pomoci vySe popsaného obratu si napiSeme vzorec pro stejnolehlost hgj se stfedem S a
koeficientem k. Doporucujeme ti ale, aby sis, budes-li chtit v tloze pouzit jedinou stejnolehlost,
zvolil soufadnice tak, abys mél stfed v pocatku, zjednodusi ti to vypocty.

hsr(r) =k(z —s)+s=kx+ (1 —k)s

Timto jsme zjistili, jak v komplexni roviné vypada nasobeni redlnym ¢islem — jde o stejnoleh-
lost se stfedem v pocatku. Jisté té napada prirozend otazka, jak to bude vypadat pfi ndsobeni
libovolnym komplexnim ¢islem. Za¢néme s nasobenim imaginarni jednotkou . Je-li * = a + bi,
pak ix = —b + ai. Kdyz si tato dvé ¢isla nakreslime do Gaussovy roviny, muzeme si v§imnout,
Ze jejich spojnice s po¢atkem jsou na sebe kolmé, nebot cely obdélnik, ve kterém se z schovava,

je otoéeny kolem pocatku o 90°.15
R
ir=-b+ai b
a T=a+bi
a
b
TR
Dale se podivame na nésobeni komplexni jednotkou, tj. éislem z, Ze |z| = 1. Budeme ho

zapisovat v exponencialnim tvaru z = e*®.

15Ted bys mél Fict, ze toto neni korektni diikaz, protoze jsme tvrzeni dokézali jen pro x
v prvnim kvadrantu. Ve vSech ostatnich se to ale dokaze podobné.



Uvazme tedy zobrazeni ry: C — C, které je dané pfedpisem
74(z) = ze'® = z(cos ¢ + isin ¢) = x cos ¢ + iz sin $.
Naésobeni ¢islem i i redlnymi ¢isly cos ¢ a sin ¢ si uz umime geometricky predstavit, nakresleme

si obrazek.
R

i sin @

xe'®

>
R
2 CoSs

x

Vsimni si, Ze xe'® je thloptickou v obdélniku se stranami délky |x cos ¢| a |z sin ¢|, tedy podle
Pythagorovy véty |ze?®?|? = |z|? cos? ¢ + |z|?sin? ¢ = |x|?, proto xze'? je stejné dlouhé jako .
Navic z definice funkci sin a cos muzeme vidét, ze svird s x thel pravé ¢. Tudiz nasobeni ¢islem
€'? neni nic jiného nez otoceni o thel ¢.

Jesté jednou zopakujeme vzorecek pro rotaci a posuneme ho do bodu S. Rotace kolem bodu
S(s) o thel  mé v komplexnich ¢islech vzorec

rs.6(z) = (z — 5)e'® + 5.

A jak to tedy vypada uplné obecné? Kazdé komplexni ¢islo si mizeme napsat v goniometric-
kém tvaru z = r(cos ¢+isin ¢). Nasobeni éislem z pak bude slozeni rotace o tihel ¢ a stejnolehlosti
s koeficientem r, vie se stfedem v poc¢atku.'®

Vsimni si zajimavé souvislosti: budeme-li chtit védét, jak vypada vzorec pro stfedovou sou-
mérnost sg se stfedem v S(s), mame dvé moznosti ndhledu. Stfedova soumérnost je stejnolehlost

s koeficientem —1, ¢imz bychom dostali vzorec sg(z) = —(x —s) + s, nebo je stfedovd soumérnost
také otoceni o 7, tj. ss(z) = (x — s)e’™ + s = —(z — s) + 5. V obou ptipadech dostdvime stejny
vzorec

ss(z) =—(x—s)+s=2s—ux.

Osova soumérnost

Na vzorecek pro osovou soumérnost mizeme pfijit docela snadno. Staci se zamyslet nad kom-
plexnim sdruZenim. To totiZ neni nic jiného nez osova soumérnost podle realné osy. Zbyva nam
pak zjistit, jak oto¢it a posunout osu tam, kam chceme. Osova soumérnost podle osy prochézejici
pocatkem a svirajici s redlnou osou thel ¢ bude tedy!”

04(x) = ze—i® . ' = Fe'Pe'® = TP,

16Mohli bychom o takovych zobrazenich mluvit jako o ,komplexni stejnolehlosti®, ale to jen
pro predstavu. Ve skutecnosti se toto geometrické zobrazeni jmenuje spirdlni podobnost.

177Zkus si rozmyslet, pro¢ je tato osova soumérnost slozenim osové soumérnosti podle realné
osy a otoceni o 2¢.



Budeme-li mit osu danou dvéma body A(a) a B(b), pak osovou soumérnost podle osy AB
dostaneme tak, ze nejdiive posuneme stfed do bodu A a pak vyndsobime ¢islem b — a, které nam
zaridi rotaci o pozadovany uhel.

oap(z) = (x —a) I;_J +a

Tento vzorec vSak uvadime jen pro ukadzku. V konkrétnich pfipadech ti doporucujeme si ho
odvodit zvl4st, nebo si radé&ji posunout pocatek do bodu na ose a pouzit pfedchozi Gvahy.
Podivejme se nyni na nékolik prikladu, jak lze elegantné pouzit zobrazeni v tlohéch.

Priklad 3. Na stranach konvexniho ¢tytuhelniku ABCD jsou pfipsany rovnostranné trojiahel-
niky tak, Ze na stranach BC a DA jsou tyto trojuhelniky pfipsany dovnit¥, zatimco na stranach
AB a CD jsou pripsany ven. Ozna¢me vzniklé vrcholy nad stranami AB, BC', CD a D A postupné
P, Q, M a N. Popiste ¢tyiahelnik PQMN. (IMO 1982 — Shortlist)
Reseni. Oznacime
B T o7 V3 1.
e—cos3 —l—zsm3 =73 +2z,

coz geometricky interpretuje otoc¢eni o 60°. Pak

p:b+6(a—b)7 q:b+€(c_b)7
m=d+e(c—d), n=d+ela—d).

p+m=b+d+ela—b+c—d)=qg+n.

Celkem tedy méme

To je ale jen jinak feceno, ze PQM N je rovnobéznik.

Priklad 4. Mgjme dva ¢tverce ABCD a BN MK, které se neprotinaji a ozna¢me E stted AN
a F patu kolmice z B v trojahelniku CBK. Dokazte, Zze body F, B a E lezi v pfimce.
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Reseni. Zavedme si soufadny systém se stfedem v bodé F(f) tak, aby body C(c) a K (k) lezely
na redlné ose a bod B(b) na imaginarni ose. Mdme tedy ¢,k € R a b = bot, kde bg € R. Rotace
se stfedem v bodé B a tihlem 7/2 ndm pfevede bod C na bod A, proto

a=b+i(c—b)=0b(1—1)+ci.
Obdobné rotace se sttedem v B o —7/2 nam pfrevede bod K na bod N(n), tedy

n=>b—i(k—b)=b(l+1i) — ki.

Bod E(e) je stfed AN, tudiz

a+n  b(1—i)+citb(l+i)—ki c—k
T2 T 2 =t

)

a sta¢i ndm ovérit kolinearitu podle tretiho kritéria, tedy vysSetfit podil

c—k
e—b :b+Tl—b:c—ki:c—k€R.
b_f b % 20

Proto body F, B a E jsou kolinearni.

Uhly a kolmost

Obecné nas bude zajimat, jaky uhel sviraji tsecky AB a C'D v komplexni roviné, mame-li dany
body A(a), B(b), C(c) a D(d). Predpokladejme, ze A # B a C' # D. Je jasné, Ze si obé& usecky
miizeme posunout do poc¢atku. Budeme pak tedy zjistovat, jaky uhel sviraji vektory ¢isel a — b
a ¢ — d. Uvédomime-li si, jak se déli ¢isla v goniometrickém tvaru, vidime, ze thel, ktery nas
zajima, je vlastné arg Z:s.

Mohou nastat dva specidlni piipady. Pokud (a—b)/(c—d) € R, tedy S((a—b)/(c—d)) = 0, pak
jsou obé tsecky rovnobézné, nebot sviraji orientovany thel 0 nebo 7. Naopak také mlize nastat,
ze (a — b)/(c — d) je realnym nasobkem &isla i (ryze imaginarni), tedy R((a — b)/(c — d)) = 0,
pak tsecky AB a CD sviraji pravy uhel.

Vsimni si, Ze pokud zjistujeme, zda jsou vektory (a,b) a (c,d) na sebe kolmé, zajimé nas jen
redlné cast podilu

a+ib _ (a+ib)(c—id)
c+id 2 +d2 '




Predevsim tedy jestli je nulova, nebo ne. Proto nas zajimé jen nulovost redlné ¢asti soucinu
R((a + ib)(c — id)) = ac + bd.

To ti mozné pripomene tzv. skaldrni soucin. Opravdu, dva vektory jsou na sebe kolmé, pravé

kdyz ac + bd = 0.

Ukézeme si to na nasledujici zajimavé vété, ve které po dlouhém zamysleni mizes nalézt prave
vétu o Thaletové kruznici.

Véta. (Thaletova) Necht a,b € C, a # +b, jsou komplexni ¢isla na kruznici se stiedem
v pocédtku. Pak pro néjaké r € R\ {0} plati

a+b .
=r.
a—b>b

Dikaz. ZapiSme si ¢isla a i b v goniometrickém tvaru, a = p(cos a+isin a) a b = p(cos S+isin g),
a dosadme do levé strany. Zlomek muzeme rovnou pokratit éislem p a pak za pomoci vzorct pro
soucet goniometrickych funkci dostaneme

a+b (cosa+cosf)+i(sina+sinG)  2cosocosd 4 2isino cosd

a—b (cosa—cosfB)+i(sina—sing) —2sinosind + 2icososind

(coso + isino) cosd .
=- — — = —tcotgd,
i(coso + isino)sind

kde o = %(a +B8)ad= %(a — B). Tvrzeni tedy plati pro r = — cotg §. VSimni si, ze diky tomu,
%e a £ m + 3, je cotg § nenulovy. O

Alternativni dikaz. Pouzijeme pomocného tvrzeni, ze pro ¢isla a, b se stejnou absolutni hod-
notou plati arg(a + b) = (arga + argb)/2, které vyplyva z toho, zZe ¢isla 0, a, b a a + b tvoii
kosoétverec v Gaussové roviné. Oznac¢me jesté arga = « a argb = (3. Pak plati

a+ 3 ot B+m T

a+b
arg — = arg(a +b) — arg(a — b) = 3 —y =y

a tedy %(Zfll;) =rcos(—7/2)=r-0=0. O



Priklad 5. Méjme konvexni pétithelnik ABCDE. Ozna¢me postupné M, N, P, Q, X a Y
stfedy tsecek BC, CD, DE, EA, QN a PM. Dokazte, ze XY || AB.

Reseni. Af malé pismena udavaji soufadnice piislusnych velkych bodi. Pak soufadnice stiedi
stran jsou

1 1 1 1
ng(b—i-c), n:5(0+d), p:E(d—&-e), ng(e-i-a,).

Déle mame

| =

T =

1
(c+d+e+a), y:z(b+c+d+e).

=

Aby XY || AB, musi byt podil (x — y)/(a — b) redlné ¢islo. Tedy protoze
T —y a—b 1

a—1b :4(a7b) 1

)

je XY || AB.

Komplexni geometrie trojiuhelnika

Necht je v roviné dan trojuhelnik ABC. Zvolme vhodné soufadnicovy systém s pocatkem ve
stfedu kruznice opsané trojuhelniku ABC. To proto, ze pak budou mit body A(a), B(b) a C(c)
od pocatku stejnou vzdalenost. Dale mizeme jesté zvolit velikost trojuhelnika. Tu volme tak,
aby |a| = |b] = |¢| = 1. Pro dalsi pouziti jesté ozna¢me

s1=a+b+c

s9 = ab+ ac + be,

s3 = abe.

Nyni se budeme zabyvat riznymi specidlnimi piipady.

Typy trojahelniku
Pokusme se nyni komplexné popsat rovnostranny a pravouhly trojihelnik. Nezapomenme vsak,
ze stale uvazujeme podatek ve stfedu kruznice opsané ABC.

Véta 6. Trojuhelnik ABC' je rovnostranny praveé tehdy, kdyz s1 = 0.
Diikaz. Ozna¢me w = e27/3 3 BUNO piedpokladejme, 7e trojihelnik je znacen proti sméru
hodinovych rucicek. Pak jelikoz pocatek je stfed kruznice opsané, tak ABC je rovnostranny,
pravé kdyz b = wa, ¢ = w?a. Protoze plati, ze 1 + w + w? = 0, mame
si=a+b+c=a(l+w+w?) =0

Obracené, bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a, b a ¢ jsou na jednotkové kruznici
usporadéany proti sméru hodinovych rudicek. Pokud s; = 0, pak a+b = —c, a tedy |a+b| = |c| = 1.
Pfitom ale stéle plati |a| = |b] = 1. Body a,b,a + b,0 tedy vytvoii koso¢tverec, jehoz thlopficka
je stejné dlouha jako jeho strana.




Tedy vektory cisel a a b musi svirat thel 2 - %, a proto b = wa. Podobné také ¢ = wb, z ¢ehoz

dostaneme ¢ = w?a. O
Véta 7. Trojuhelnik ABC je pravouhly pravé tehdy, kdyz s1s2 = s3.

Dikaz. Trojuhelnik je pravouhly, pravé kdyz stied kruznice opsané lezi na nékteré strané, tj.

dvé komplexni &isla reprezentujici vrcholy jsou opa¢né. Vezméme BUNO a = —b. Pak ale 51 = ¢,
a proto
5182 _ c(ab + ac + be) _ ab + bc + ca :1+E+E _ 1+E _c _1
s3 abc ab a b a a

Naopak s1s2 = s3 implikuje
(a4+b)(b+c)(c+a)=(a+b+c)(ab+ ac+ bc) — abc = s1s2 — s3 =0,
tedy né&ktera dvé komplexni ¢isla z a, b, ¢ jsou opa¢na a jsme hotovi. [J

Eulerova pfimka

a+b+c
—

t =

Nyni pfipometime Eulerovu pfimku®®. Je to takova piimka, na které postupné lezi body O, T a
je znam téz pod pojmem stfed Feuerbachovy kruznicel?, nékdy téz zvané kruznice deviti bodii.
Ne proto, Ze na ni lezi pouze devét bodu, ale proto, Zze na ni lezi devét vyznac¢nych bodi. Jsou
to stiedy stran a paty vySek trojuhelniku ABC a dale stfedy usecek AV, BV a CV. Vsechny
potiebné pomeéry vzdalenosti bodu O, T', F' a V jsou

joT| 1

[TvV] 2 joT| 2

ITF| 1

Nejlépe je to vidét na nasledujicim obrazku.

2 1 3

(0] T F v

Zpatky k nasemu popisu vyznacnych bodu trojuhelniku. Zname soufadnice boda O a T, proto
umime zapsat i souradnice bodt F(f) a V(v), protoze

1 2 3 1 a+b+c
t= = — = =—-t——0= —7—,
"t F=3t=5° 2

2 1
t:§o+§v = wv=3t—20=a+b+ec

To, ze prisecik vysek V se da zapsat jako a 4+ b+ ¢, je velice uzitecné zjisténi.

18 eonhard Euler, 1707 — 1783
19Karl Wilhelm Feuerbach, 1800 — 1834



Jen jako zkousku ovéfime, ze opravdu bodem V prochéazi vsechny vysky. Ze symetrie staci
dokézat, ze AV LBC. K tomu nam bude stacit ukéazat, ze podil (v—a)/(b—c) je ryze imaginarni.
Kdyz si dosadime za v = a + b+ ¢, dostaneme (b+ ¢)/(b — ¢), coz je podil, o kterém nédm hovoii
Thaletova véta, a tedy je ryze imaginarni.

Mame tedy v rukou docela silny aparat. Pojdme si ho vyzkouSet na pfikladu.

Priklad 8. Na kruZnici opsané trojuhelniku ABC' je dan bod M. Ozna¢me Fa, Fp a Fo stiedy
Feuerbachovych kruznic trojuhelnika M BC, MCA a M AB. Dokazte, ze trojuhelniky ABC a
FAFpFc jsou podobné.

Reseni. Bud stied soufadnicového systému ve stfedu kruznice opsané O. Pak O je téz stfedem
kruznic opsanych trojahelnikim MBC, MCA a MAB, tedy stfedy Feuerbachovych kruznic
téchto trojuhelnikt spocitame jako

m+b+c m+4a+c m+a+bd
fA:fv fB:fa fC:f-

Nyni uz staci dat prislusné strany do poméru a zjistime, ze

FaFp _ fe—fa _ 1

AB b—a 2°

Ze symetrie tedy mame, ze trojuhelniky ABC a F4 FpF¢ jsou si podobné v poméru 2 : 1.



Serial III. — Komplexni teorie cisel

V poslednim soutéznim dile seridlu se budeme zabyvat tim, jak lze komplexni ¢isla vyuzit v teorii
¢isel. Na zacatku si uvedeme maly trik s rozkladanim polynomu v komplexnich éislech. V celém
zbytku budeme budovat jakousi obdobu délitelnosti, kterou zname z celych ¢isel, v ¢islech kom-
plexnich. Specidlné nas budou zajimat obory Gaussovych celych ¢isel a Eisensteinovych celych
¢isel, néco o nich se doctes dale.

Tento dil je relativné narocny, co se tyce znalosti z teorie Cisel, nékteré potfebné véci si
vylozime, nékteré alespon pfipomeneme. Kdybys i pfesto mél s nécim problém, muzes zkusit
zapatrat v néasledujicich doporuc¢enych zdrojich. Prvnim z nich je predlonsky serial o teorii ¢isel,
ktery najdes na PraSeéich strankach,?? druhym je kniha Metody feseni matematickych tloh I.
Znalosti, které z teorie ¢isel predpokladame, jsou vsak docela elementarni a jisté s nimi potize
mit nebudes.

Uziti rozkladu v teorii ¢isel
V této kapitolce si ukazeme, jak lze vyuzit umeéni rozkladani polynomt pomoci koplexnich ¢isel
v né€kterych ulohach z teorie ¢isel. Neni to svétoborna metoda a da se obejit, pokud potfebny
rozklad zname. Vyhodou vsak je, ze s jeji pomoci umime rozklad najit, i kdyz ho nezname, a
tedy je tato metoda univerzalnéjsi.

Piiklad. Najdéte viechna prvoéisla tvaru nt 4 4", kde n je ptirozené &islo.

Reseni. Dosadime-li n = 1, dostaneme 14 + 4 = 5, takZe jedno feseni je 5. Kdyz budeme jesté
chvili zkouset, zjistime, Ze uz mnoho novych feseni nedostaneme, a tedy bychom chtéli dokazat,
e je-li n > 1, pak n* 4 4™ je slozené.
Nejprve nahlédneme, ze pro sudé n je ¢islo n* + 4™ sudé (a rtzné od 2), bud tedy n = 2k +1,
k celé. Chceme dokéazat, ze
p=nt4da. 42k —ptpg. otk

je ¢islo slozené. Nejlepsi by bylo nalézt ptimo rozklad z% 4 4y*. Rozlozme si tedy polynom z* +4
v realnych ¢islech metodou z prvniho dilu seridlu:

ttda=(-1+)(z-1-D(ec+1+i)(x+1—1i) = (2% — 2z + 2)(x? + 2z +2).

Tedy plati
4 2 2
T T T x x
o= ()2 (G 6) ) () )
Y Y Y Y y
= (z2 — 2zy + 2y2) (ac2 + 2zy + 2y2) .
'V nasem specidlnim pripadé dostaneme rozklad
p= (nz _oktlpy o 22k+1) (nQ 4okt 4 22k+1) )

pricemz druhé zavorka je urcité ostie vétsi nez 1, tedy p miize byt prvocislo jediné tehdy, kdyz
prvni zavorka je +1. Plati ale nerovnost

n? 422kt > p2 492k L1 >9.9Fp 41, (%)

20 http://mks.mff.cuni.cz/archive/28/9.pdf



(jeji druhé &ast je dtsledkem AG-nerovnosti a? + b2 > 2ab), tedy
n? — oktly 4 o2ktl > q

Rovnost nastane, pravé kdyz nastane rovnost v obou nerovnostech z (), tj. 2k =1 an =2k
coz odpovida k=0, n =2k +1=1ap=n*+4" = 5. Jediné prvoéislo tohoto tvaru je tedy 5.

Piiklad. Dokaite, Ze soudin dvou ¢&isel tvaru z2 4+ zy + y2, kde z, y jsou cela ¢isla, je také tvaru
z? + Ty + y2.

Reseni. Oznacme si w = e(27/3)7 kofen polynomu z2 + z + 1. Plati
@ +ay+y° = (z —wy)(z —wy).

Jsou-li tedy a = x% +z,91 +y% ab= $§ +z2y2 +y§, pak pouzitim vztahu w? = —1—w odvodime,
ze

ab = ((z1 — wy1) (22 — wy2)) ((z1 — Dy1) (22 — Wy2))
= (z122 — y1y2 + (T1y2 + 2291 — Y1y2)w) - (122 — y1y2 + (T1y2 + T2y1 — Y1Y2)@).

Pritom druhy souéin jsme ani nemuseli poéitat, nebot je komplexné sdruzeny s prvnim. Z po-
sledniho fadku uz je vidét, ze vhodna = a y takova, ze ab = 2 4 xy + y2, jsou pravé koeficienty
u 1 a u w z prvniho soucinu, tedy jsou to cisla

T =T1T2 — Y1Yy2,

Y =z1y2 + 22Y1 — Y1y2.

Cviéeni 1. Najdéte vSechna prvoéisla tvaru a* + a2 + 1.

Uloha 2. Je-li n pfirozené a 4™ 4 2™ + 1 je prvoéislo, pak je n mocninou 3. Dokazte.

2011 2010
22 22

Uloha 3. Dokaite, ze +

Teorie Cisel neni jenom délitelnost celych cisel, ale i délitelnost a rozlozitelnost mnohoclent
s celoéiselnymi koeficienty. Podivejme se tedy na par souvisejicich aloh.

Pfipomenime si, ze pokud polynom f(z) déli polynom g(z), znamen4 to, Ze existuje polynom
h(z) takovy, ze f(x) = g(xz)h(z). Netekneme-li jinak, pfedpokladdme, Zze vSechny koeficienty
polynomi jsou realna cisla.

Ob¢as nas budou zajimat i polynomy s celo¢iselnymi koeficienty. Pak budeme pfi délitelnosti
chtit, aby i polynom h(z) mél celo¢iselné koeficienty.

+ 1 ma alespon 2011 prvociselnych délitela.

Priklad. Budte m, n pfirozena. Dokazte, ze ™ — 1 déli polynom ™ — 1, pravé kdyz n | m.

Reseni. Nejprve si vzpomeneme na nékolik vlastnosti mnohoé¢lenti. Ani jeden ze zadanych mno-
hoélenti nemé vicendsobny kofen, nebot kofeny jsou n-té (resp. m-té) odmocniny z jedné, které
v Gaussové roviné tvofi vrcholy pravidelného n-tthelniku (resp. m-uhelniku) s jednim vrcholem
v bodé 1, vepsaného do jednotkové kruznice. Proto plati, ze ™ — 1 | 2™ — 1, pokud vSechny
kofeny x" — 1 jsou zaroven kofeny z™ — 1.21

21Plati totiz 2" — 1 = (x — k1)(z — k2) - - - (x — kp), kde k; jsou pravé koreny 2" — 1. P¥itom
korenovi Cinitelé jsou navzajem nesoudélni.



Nejdiive dokazeme opacnou implikaci. Oznaéme &, = e27/7)i p_tou odmocninu z jedné,
ktera je na jednotkovém kruhu nésledujici po 1 v kladném smyslu. Zfejmé €} = 1, tedy e, je
korenem polynomu z™ — 1. Pfitom ale €]} = e(2mm/n)i 4 to muize byt rovno 1, jen pokud je
exponent nisobkem 27i, tj. m/n € Z an | m.

Naopak necht m = kn a bud a kofen mnohodclenu z™ — 1. Pak

am—1=af"—1=(a")F-1=1"-1=0,

a tedy a je korenem polynomu x™ — 1.

Budes-li s kofeny obou polynomt (které jsou odmocninami z jedné) nakladat trochu opatrnéji,
urc¢ité snadno vyrtesis nasledujici cviceni. Zkus si jej poté vyresit i bez komplexnich ¢isel. Poradime
ti, ze je vyhodné pouzit Eukliduv algoritmus.

Cviéeni 4. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele?? mnohoclenti ™ — 1 a 2™ — 1 v zévislosti
na prirozenych ¢islech n a m.

Cviceni 5. S vyuzitim poznatkt z posledniho uvedeného ptikladu ukazte, ze 2™ —1 déli 2™ —1,
pravé kdyz n | m.

Na zavér si uvedeme jednu ulohu k zamysleni. Pti jejim feSeni zkus pouzit vlastnosti n-tych
odmocnin z jedné a zkus prijit na to, jak tato tloha souvisi s pfedchozimi dvéma tulohami.

Uloha 6. Cislo ¢ € C nazveme primitivni n-tou odmocninou z jedné, pokud ¢” = 1 a pro
z4dné prirozené d, d | n a d # n, neplati, ze o =1.
Necht &isla o1, @2, ..., @ jsou viechny primitivni n-té odmocniny z jedné.?® Dokazte, Ze
mnohoclen
en(x) = (@ —p1)(z —p2) - (z — @k)

ma racionalni koeficienty.

TT¥i klicové véty z délitelnosti

V tomto dile seridlu budeme definovat néco, co bychom intuitivné nazvali komplexni cela cisla.
Rozumné pristupy jsou dva, Gaussova a Eisensteinova ¢isla. Nez se do nich pustime, shrneme si
klicové vlastnosti délitelnosti na celych ¢islech. Pokud vis, jak se pracuje s délitelnosti polynom,
vSimni si, ze nasledujici tfi tvrzeni plati nejen pro cela ¢isla, ale rovnéz pro polynomy.

Rekneme, Ze ¢islo?* a déli &islo b, pokud existuje éislo ¢ takové, Ze ac = b. Piseme a | b. Cislo
a nazyvame délitelem Cisla b a ¢islo b ndsobkem &isla a. Pokud a | b a zaroven b | a, budeme
iikat, ze ¢isla a a b jsou asociovand, a budeme psat a || b. Cisla asociovana s jedni¢kou nazveme
invertibilng. Invertibilnimi ¢isly jsou pravé ta ¢isla a, pro néz je 1/a celé, tedy v celych &islech se
jednéa o +£1.25

Dulezitou vlastnosti celych ¢isel je déleni se zbytkem, formélné to popiSeme v nasledujici vété.

22 Nejuétsim spolecngm délitelem mnohoélentt f(x) a g(x) nazveme takovy mnohoélen d(z),
pro ktery plati d(z) | f(z) a d(z) | g(z), a zdroven pro kazdy jiny polynom c(z), ktery déli jak
f(x), tak g(x), plati ¢(z) | d(x). Jingmi slovy, d(z) je spoleény délitel a kazdy jiny spoleény délitel
ho déli — tim zaru¢ime, ze d(x) je mezi véemi spole¢nymi déliteli ten o ,nejvétsi“.

23 Jestlipak vis, ¢emu je rovno k? K FeSeni ulohy to ovSem neni potieba.

24Nebo taky mnohoclen, chces-li.

25V polynomech nad redlnymi ¢&isly jsou to vSechny konstantni nenulové polynomy.



Véta. (déleni se zbytkem)  Jsou-li a,b libovolnd celd ¢isla, pak existuje jediné r > 0, |r| < |b],
a jediné q € Z takové, ze

a=qb+r.
Cislo q nazveme celoéiselnym podilem a : b a ¢&islo v zbytkem a po déleni b.

Déleni se zbytkem je velmi uZiteéné, nebot ndm zarucuje, Ze kazda dvé ¢isla maji nejvétsiho
spole¢ného délitele. Spolecngm délitelem Cisel a,b nazveme kazdé c, pro které plati, ze ¢ | a
a soucasné c¢ | b (Cesky Feceno, ¢ je spoleénym délitelem &isel a a b), nejuétsim spolecnym délitelem
pak nazveme takového spoleéného délitele, ktery je ,nejvétsi“ ve smyslu délitelnosti. Tedy d je
nejvétsi spolecny délitel a a b, pokud ho déli kazdy spolecny délitel a a b. Nejvétsiho spolecného
deélitele a a b budeme znadit (a,b). Pokud nastane pfipad (a,b) = 1, fekneme, ze ¢isla a a b jsou
nesoudélnd.

Vsimni si, Zze tato definice nejvétsiho spole¢ného délitele neni jednozna¢nd, nebot je-li d =
= (a,b), paki—d = (a,b). Z toho si ale nebudeme dé&lat hlavu, protoze plati d | —d, tedy tato ¢isla
maji z pohledu délitelnosti stejné vlastnosti. Obecné plati, Ze spole¢ny délitel je uréen jednoznacné
aZ na prenasobeni invertibilnim prvkem. Méli bychom tedy spravné psat (a, b) || d misto (a,b) = d,
ale to délat nebudeme. Rovnosti (a,b) = d budeme mit vzdy na mysli asociovanost (a,b) || d.

Jak vlastné vyuzijeme déleni se zbytkem k vypoctu nejvétsiho spole¢ného délitele? Bézné se
pouziva Euklidav algoritmus, jehoz vyhodou je, ze funguje i v obecnéjsich pripadech. Chces-li se
o jeho moznostech dozvédét podrobnéji, podivej se do prvniho dilu predlonského seridlu o teorii
Cisel.

Uvazme mnozinu

I:{ka-l—lb:k,lEZ}.

Predné si vSimni, Ze vSechna ¢ € I jsou nésobky libovolného spoleéného délitele ¢ (¢ | a a ¢ | b,
tedy i ¢ | ka, Ib a ¢ | ka+ b = ¢). Vsimni si také, Zze tato vlastnost charakterizuje spole¢ného
délitele a a b, nebot pokud c déli kazdy prvek I, pak specialné déli i a, i b.

Nyni si vezmeme nejmensi kladny prvek d mnoziny I a dokadzeme, Ze vSechna ¢isla v I jsou
nasobky d. Necht tedy pro spor na + mb € I neni nasobek d. Pak na + mb vydélime se zbytkem
Cislem d:

na + mb = qd + r.
Protoze d { n, dostavame, ze r # 0. Pfitom r = na+mb—qd a d = ka+ b, tedy r = (n — kq)a +
+ (m — gl)b, neboli r € I. To je ale spor s volbou d, protoze zfejmé r < d.

Ukézali jsme tedy, Ze d je spoleénym délitelem a a b a soucasné nasobkem libovolného jiného
spole¢ného délitele, nebot je to prvek I, tj. (a,b) = d.

Jednim péknym dusledkem tohoto postupu je dalsi dilezité tvrzeni. VSimni si vSak, ze celé
to zatim visi jen na déleni se zbytkem a mohli bychom sem dospét stejné tak Euklidovym algo-
ritmem.

Véta. (Bézoutova)  Jsou-li a,b celd ¢isla, pak existuji k,l € Z, ze plati
ka +1b = (a,b).

Cviéeni 7. Pomoci Bézoutovy véty dokazte, ze plati (a, bc) | (a,b) - (a,c).

Cviéeni 8. Jsou-li b a ¢ nesoudélna, ukazte, ze plati dokonce (a,bc) = (a,b) - (a,c).



Podivejme se dale, a to na prvodisla. Cislo p nazveme prvocislem, jestlize neni invertibilniZ®
a plati, Ze kdykoliv p | ab, pak p | a nebo p | b.27 Kdybychom se t& zeptali, co je to prvoéislo,
odpovédél bys mozna, ze je to Cislo, které nema zadné vlastni délitele, tedy kazdy délitel je
asociovany s 1 nebo s p. Tyto dvé definice jsou v celych ¢islech ekvivalentni, ale neni to iplné
zfejmé.

Cisla, ktera nemaji netrividlni rozklad na souéin, nazveme ireducibilni. Tedy r je ireducibilni,
jestlize neni invertibilni, a kdykoliv » = ab, je a nebo b invertibilni.

Dokazme nejdfive, ze kazdé prvodislo je ireducibilni. Kdyby p = ab, muselo by platit p | a
nebo p | b. Bez 4jmy na obecnosti mtizeme predpoklddat, ze p | a, ale zaroveni a | p, nebot ab = p,
tedy p || a. Tedy ba = p = ja, kde j je invertibilni, tj. 7 = b a b je invertibilni.

tedy r je ireducibilni a 7 | ab. Plati
r= (T’, a‘b) | (T7 a) : (Tz b)»

pfic¢emz (7, z) mize nabyvat pouze hodnot 1 a r (az na pfenasobeni invertibilnim prvkem). P¥itom
nemuze nastat pfipad (r,a) = (r,b) = 1, nebot pak by r | 1. Tedy bud (r,a) = r, nebo (r,b) =r,
v prvnim pfipadé r | a, v druhém r | b. O

Véta. (o jednoznaéném rozkladu)  Je-li n celé ¢islo, tak existuje jednoznacny rozklad &isla n
na prvocisla (az na poradi a pfendsobeni invertibilnimi prvky).

Dikaz. Pouze naznacime zakladni myslenku, exaktni diikkaz je zbytecné technicky narocny. Nej-
prve budeme chtit dokazat, ze se ¢islo n rozklad4. Budeme postupovat indukci podle |n|. Inver-
tibilni &isla 1 se rozkladaji trivialné jako prazdny soudin se znaménkem.?® Bud tedy n celé a
predpokladejme, zZe tvrzeni plati pro vSechna c¢isla s mensi absolutni hodnotou.

Mohou nastat dvé moznosti. Bud n je ireducibilni, pak n je prvocislo a n = n je roklad na
prvocinitele, nebo je n rozlozitelné, tedy existuji a a b, ze n = ab, |a|] < n a |b| < n, nebot
jde o netrivialni rozklad. Pro a a b pouzijeme induké¢ni predpoklad a dostaneme rozklad n na
prvocinitele.

K dukazu jednoznac¢nosti vyuzijeme poznatku, ze prvocisla jsou ireducibilni prvky. Staci doka-
zat, ze kdykoliv p1p2 - - - pr = q1q2 - - - ¢; pro prvodisla p; a ¢;, pak k =l a pfi vhodném ocislovani
p1 || g1, p2 || g2 atd. Plati totiz, ze p1 | gig2 - - - qi, tedy p1 déli jedno z &isel ¢;, oznac¢me ho qi.
Piitom q1 je nerozlozitelné, takze p1 || g1. Dale postupujeme analogicky. [

K ¢emu se ndm hodi jednoznaény roklad na prvocinitele? Napriklad k vysloveni nasledujiciho
tvrzeni, které nam pomiize fesit nékteré diofantické rovnice.

Tvrzeni. (o mocninach) Je-li n pfirozené a a,b jsou celd nesoudélng ¢isla takova, ze ab = ¢"
pro néjaké celé c, potom jak a, tak b jsou n-té mocniny (az na prendsobeni invertibilnim prvkem).
Tedy existuji x a y takova, ze a = £a™ a b = £y".

Dikaz. Diukaz je docela jednoduchy a my ho zde pouze naznacCime, detaily si rozmysli sam.
Klicovym krokem je rozlozit a, b i ¢ na prvocinitele a porovnat rozklady cisel ab a c¢™. Pak uz

26 Jednicku za prvoéislo nepovazujeme.

27TV celych &islech navic pozadujeme, aby byla prvoéisla kladna. Déla se to proto, abychom
se zbavili nejednoznaénosti typu 4 = 22 = (72)2. V jinych oborech by tato podminka byla prilis
slozita, a proto ji radéji vypoustime.

28V ynasobime-li nula &isel, dostaneme jednicku — ze stejného duvodu je 0! = 1.



si staci jen uvédomit, ze tvrzeni ,a a b jsou nesoud€lnd“ vlastné znamena, Ze se v prvociselném
rozkladu ¢isla a nevyskytuje zadné prvocislo, které je obsaZeno v prvodéiselném rozkladu b, a
naopak. V neposledni fadé to, ze ¢islo je n-tou mocninou, znamena, ze vSechna prvocisla v jeho
rozkladu se vyskytuji v mocning, ktera je nasobkem n. [

U tohoto tvrzeni si musime dat velky pozor, abychom nezapomnéli na znaménka u a a b.
Miuze totiz platit ab = 62 = 36, ale a = —4 a b = —9, coZ jsou nesoudélna ¢&isla, ale ani jedno
z nich neni ¢tverec.

Priklad. Naleznéte vSechny dvojice celych ¢isel x,y, pro néz plati
z=(y+z)(y — ).
Reseni. Upravme si rovnici do tvaru
(z + Dz =y

Cisla  + 1 a z jsou po sobé jdouci, a tudiz nesoudélna. Kazdy jejich spole¢ny délitel musi délit
i jejich rozdil, ktery je 1. Musi tedy existovat isla a a b takové, ze +a? =z a £b% = z + 1, obé
se stejnym znaménkem.

Nejprve se podivame na pfipad, kdy jsou z a = + 1 nezdporna. Plati

l=(@kx+1)—z=b —-a?=(b-a)b+a).

Vime tedy, ze b —a = b+ a = £1. MuZeme vyjadfit 2b = £2, tj. b = 1, a = 0 a x = 0.
Dosadime-li do ptuvodni rovnice, dostaneme y = 0.
Jsou-li x a x 4+ 1 nekladnd, pak podobné dostaneme

l=(z+1)—z=a®>—-b2=(a—b)(a+b).

Jestlize budeme stejnym zpusobem postupovat dale, dostaneme feseni z +1 =0, tj. z = —1 a
y=0.
Uloha mé4 tedy dvé feseni, jimiz jsou dvojice (z,y) = (0,0) a (—1,0).

Tento postup funguje, umime-li rovnici upravit do pékného tvaru. Co bychom ale délali napti-
klad s rovnici 22 4+ 1 = y3? Jediny rozumny tvar, do ného# jsme schopni ji upravit, je (z +14)(z —
—1i) = y3. Potom ale potiebujeme n&jakou teorii a vétu o rozkladu na prvoéinitele v komplexnich
¢islech. Na to se podivame v nékolika nasledujicih kapitolach. Nejdfive vS§ak musime vybudovat
néjakou teorii.

Néco malo o kvadratickych zbytcich

K tomu, abychom si odvodili nékteré poznatky z teorie Cisel v komplexnim oboru, se nam bude
hodit védét néco méalo o kvadratickych zbytcich. Podivame na cela ¢isla a na jejich zbytky po
déleni prvocislem p a polozime si otazku, které zbytky mohou byt druhou mocninou néjakého
(celého) ¢isla.

Piipometime si nejdiive definici kongruence. Rikame, ze ¢isla a a b jsou kongruentni modulo
n, jestlize n | a — b, piSeme a = b (mod n). Znamena to, ze Cisla a a b davaji stejny zbytek
modulo n. Casto budeme mluvit jen o zbytcich modulo n, pod tim si mizes predstavit néjakou



mnozinu reprezentantt zbytki, obvykle mnozinu {0,1,...,n — 1} nebo pro n = 2k + 1 mnozinu
{-k,—k+1,...,k}.

Pokud fekneme, Ze x je jednoznac¢né modulo n, myslime tim, ze existuje Cislo b takové, ze x je
vzdy kongruentni s b modulo n, tedy dvé rizné hodnoty x se lisi jen o nésobek ¢isla n. Naptiklad
kongruence x = 3 ma modulo 5 jednoznacné feseni, pfestoze ma nekonecné mnoho feseni tvaru
5k + 3, kde k je celé ¢islo.

Koneéné tedy piistupme k definici kvadratického zbytku pro ¢éislo n. Rekneme, Ze a € Z je
kvadraticky zbytek, pokud existuje b takové, ze b? dava po déleni &islem n stejny zbytek jako
a, tj. n | b2 — a. V jazyce kongruenci, a je kvadraticky zbytek modulo n pravé tehdy, kdyz ma
kongruence x2 = a (mod n) Feseni.

Kvadratické zbytky se hodi pri feseni nékterych diofantickych rovnic. Velmi uzite¢né je znat
kvadratické zbytky malych modulta. Napfiklad kvadratické zbytky modulo 3 jsou 0 a 1, modulo
4 rovnéz 0 a 1, modulo 8 jsou to 0, 1 a 4.

Na ostatni kvadratické zbytky snadno pfijdes, kdyz si vypises vSechny zbytky modulo n a
spocitas jejich druhé mocniny. UkéZeme si to pro modul 4: 01 = 0,12 = 1,22 =4 =0a
32=9=1 (mod 4). Skuteé¢né, kvadratické zbytky modulo 4 jsou préavé 0 a 1. Toto pozorovani
vyuzijeme v nasledujici tloze.

Priklad. Najdéte vSechna cela ¢isla z, y a k, ktera fesi rovnici
2 +y% =4k +3.
Reseni. Podivame se na rovnici modulo 4. Plati
22+ 942 =3 (mod 4),
ale mozné kvadratické zbytky modulo 4 jsou jen 0 a 1. Tedy at secteme jakoukoli dvojici ¢tverct,

nemtizeme nikdy dostat zbytek 3. Uloha proto nemd v celych ¢&islech z4dné feseni.

Priklad. Najdéte vSechna cela ¢isla z, y a k, ktera fesi rovnici
22+ oy +y? =3k+2.

Reseni. V tomto piikladu pouzijeme kvadratické zbytky modulo 3. Levou stranu vynasobime
Ctyfmi a pocitdme modulo 3:

Aa? +ay+9°) = o +y)® +3y° = 22 +9)°.

Protoze 4 = 1 (mod 3), zbytek pravé strany po déleni tfemi se pfi nasobeni ¢tyfmi nezméni.
Musi tedy platit kongruence
(2z4+4)?=2 (mod 3).

Cislo 2 vsak neni kvadraticky zbytek modulo 3, rovnice proto nemé Feseni.

Do konce této kapitoly se budeme zabyvat uz jen kvadratickymi zbytky modulo licha prvocisla,
které pro nas budou uzite¢né. Specialné se pak zaméfime na zbytky —1 a —3.

Nésledujici lemma, které budeme déale pouzivat, je spiSe technické. Jeho dikaz neni pFilis
zajimavy, uvadime ho jen pro uplnost.

Lemma. Je-lip prvocislo a f(x) polynom stupné n s celoé¢iselnymi koeficienty takovy, ze p nedéli
alesporn jeden z koeficientd f(x), pak existuje nejvyse n feseni kongruence f(x) = 0 modulo p.



Tedy existuje nejvyse n ¢isel 0 < a1 < a2 < -+ < ai < p, Ze f(a;) =0 (mod p) pro vsechna
1=1,2, ..., k. Navic kazdé b takové, ze f(b) = 0 (mod p), je kongruentni s jednim z ¢isel a1,
ag, ..., ag.

Dikaz. 'V tomto dikazu bude modul u vSech kongruenci p. Tvrzeni dokazeme indukci. Za¢néme
polynomem stupné 0, tedy konstantnim polynomem f(z) = k. Pfitom p { k, tedy kongruence
k = f(z) = 0 neplati a nem4 zadné feseni x.

Necht je tvrzeni splnéno pro vSechny polynomy stupné nejvyse n — 1. Bud f(z) polynom
stupné n, ktery ma alespon jeden kofen modulo n (nemé-li zadny kofen, tvrzeni ziejmé plati),
oznacme ho ag (tj. f(ap) = 0). Z déleni polynomt se zbytkem vime, Ze existuje polynom g(z)
s celo¢iselnymi koeficienty a existuje celé éislo r, ze

f(z) = (& — ao)g(x) + 7.

Zbytek r je navic roven f(ao), nebot po dosazeni ap musi nastat rovnost. Déle vime, ze p | f(ao) =
= r. Pro kazdé a tedy plati

f(a) = f(a) —r = (a —ao)g(a) (mod p).

Budte a1, a2, ..., ap kofeny g(z) modulo p z indukéniho predpokladu. Pfiddme-li k nim ag,
dostaneme koteny ag, a1, ..., ax polynomu f(x) modulo p. Cislo ap mtzeme vypustit, pokud
se uz nachéazi mezi ostatnimi ¢isly. VSech ¢isel je dohromady nejvyse k + 1, coz urcité neni vice
nez n, protoze k < n — 1 podle indukéniho pfedpokladu.
Nyni ukazeme, Ze kongruence f(z) = 0 neméa zddné dalsi feSeni. Je-li b takové, ze f(b) =0,
pak
plf(0) = () —r=(b—ao)g(b),

a protoze p je prvocislo, vime, ze bud p | b — ag, nebo p | g(b). Necht jsou a1, a2, ..., aj Cisla
z induké¢niho predpokladu pro g(z). Pak prvni moznost fika, ze b = ag, druh4, zZe b je kongruentni
s jednim z a1, a2, ..., ag.

Dohromady dostdvame, Ze b je kongruentni s jednim z ¢isel a; proi =0, 1, ..., k. O

V tomto lemmatu je potieba, aby bylo p prvoéislo, nebot naptiklad pro n = 6 ma kongruence
z(x—1) =0 (mod 6) FeSeni 0, 1, 3 a 4. VSimni si, Ze podobné tvrzeni plati pro kofeny mnohoc¢lent
v realnych nebo komplexnich ¢islech.

Tvrzeni. Je-li p > 2 prvodislo, pak existuje pravé (p — 1)/2 navzdjem nekongruentnich nenu-
lovych kvadratickych zbytki modulo p.

Dikaz.  Je-li a kvadraticky zbytek, tj. a = b2, pak kongruence z2

feseni, a to b a —b.

= a (mod p) ma pravé dvé

Navic kazdé b2 dava néjaky zbytek, tedy kvadratické zbytky jsou pravé zbytky

které jsou po dvou riizné. [

Tvrzeni. Je-li p = 4k + 1 kladné prvocislo, pak —1 je kvadraticky zbytek modulo p.



Dikaz. Tvrzeni odvodime z tzv. Wilsonovy véty. Ta ik, ze (p — 1)! = —1 (mod p) pro kazdé
prvocislo p. Vyjadfeme si tedy (p — 1)! trochu jinak:

(p—1)!:1~2~--(p—1)51-2~-~g~(—%)-~~(—2)~(—1)

kde a = (%)!, protoze (p—1)/2 = 4k/2 = 2k je sudé. Tedy a? = —1 podle Wilsonovy véty. [
Tvrzeni. Je-li p =3k + 1 kladné prvocislo, pak —3 je kvadraticky zbytek modulo p.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze kongruence z2 + z + 1 = 0 mé feSeni modulo p. Pokud z2 + = + 1
vynasobime z — 1, dostaneme kongruenci

z2=1 (mod p),

kterd ma urcité feseni z = 1. My potfebujeme najit jiné feseni. Z malé Fermatovy véty vime, ze
aP~1 =1 (mod p) pro kazdé prvoéislo p a a nesoudélné s p, zde specidlné a3* = 1, tedy kazdé
ak, p t a, je FeSenim nasi kongruence.

Co kdyby oviem a* = 1 pro kazdé takové a? To podle lemmatu z této kapitoly mtize nastat
pro nejvyse k hodnot a. My vSsak mame k disposici celkem 3k navzajem nekongruentnich cisel
1,2,...,p — 1, tedy pro alespon jedno a musi platit a* % 1. Nagli jsme tedy feSeni b = a®
kongruence z3 — 1 = 0, které neni kongruentni s 1 modulo p.

Plati p | (b —1)(% + b + 1), pficemz b = a* # 1, a tedy p | b2 + b+ 1, nebot p je prvoéislo, a
b je kofenem z2 + z + 1 modulo p.

Nyni upravime kongruenci. V§imneme si, ze p # 2, takze nasobeni ¢tyfmi je ekvivalentni
upravou.

2+z+1=0 (mod p)

42? +4x+4=0
(2z+1)2=-3
Tedy (2b + 1)2 = —3, coz dokazuje, ze —3 je kvadraticky zbytek modulo p. [

Gaussova cela ¢isla

Prvnim z obort, kterymi se zde budeme zabyvat, jsou Gaussova cela ¢isla.2? Gaussovgm celym
¢islem rozumime komplexni ¢islo tvaru a+ b, kde a,b € Z jsou cela ¢isla. Tam, kde nemuze dojit
k zdméné s Eisensteinovymi ¢isly nebo jinymi obory, budeme obcéas nazyvat Gaussova celd ¢isla
zkracené celistvd ¢isla. Mnozinu viech Gaussovych celjch &isel budeme znacit Z[i].30 Gaussova
¢isla jsou vlastné jakési miizové body v Gaussové roviné.

Na Gaussovych &islech definujeme délitelnost stejné jako na celych &islech. Cislo a déli ¢&islo
b, pokud existuje celistvé ¢islo ¢, ze ac = b. Tedy napfiklad ¢islo 2 déli ¢islo 2 + 24, ¢islo 1+ déli
2, nebot (1 +14)(1 —4) = 2, ¢&islo 1 4 2¢ déli 5 — 54, nebot (1 + 2¢)(—1 — 3i) = 5 — 54, atd.

2%9angl. Gaussian integers

30Toto znadeni znamend, Ze k celym &islim piidéme komplexni jednotku i a vechny souéty
a souciny. Az budeme mit Eisensteinova celd ¢isla, budeme je znaéit Z[w]. Moznd uz zvladnes
uhodnout, jak budou vypadat.



Invertibilni prvky, tj. délitelé jednicky, jsou na Gaussovych cislech prave ctyfi, a to £1 a +i.
Takze budeme-li zkoumat délitelnost, nebude nés zajimat pfenasobeni nékterym z téchto prvkua,
podobné jako nas v celych ¢islech nezajimalo znaménko.

Vsimni si, ze néktera prvocisla z celych cisel se v Gaussovych cislech rozkladaji, napfiklad
2=—i(14+4)2ab5=(1+23)(1— 2i).

Cviéeni 9. Rozhodnéte, zda pro celé éislo a plati, ze 1 4+ ¢ | a pravé tehdy, kdyz a je sudé.
Podle ¢eho lze poznat, jestli je ¢islo a + ib délitelné 1 4 7

Nyni se podivame se na déleni se zbytkem. Zformulujeme tvrzeni, které pro nas bude v Gaus-
sovych ¢islech jednim z klicovych, prestoze je vlastné jednoduché a naprosto stejné, jako v ¢islech
celych.

Zac¢neme Gaussovou normou, neboli velikosti Gaussova ¢isla. Definujeme (Gaussovu) normu
Gaussova ¢isla a + ib jako

Ni(a +ib) = (a + ib)(a — ib) = a? + b>

Nejprve si vSimni, Ze norma je vzdy nezaporné celé ¢islo, pficemz nulova je pouze pro nulu.
Srovname-li definici s obycejnou normou komplexnich ¢isel, mame N;(z) = |z|? (druhd mocnina
zajistuje, Ze bude norma vzdy kladnd, a tedy pfes ni miizeme dokazovat matematickou indukci).
Pokud nebude hrozit, ze by doslo k zdméné, budeme ¢asto normu x znacit jen N(z).

Cviéeni 10. Ukazte, Ze norma soudinu je souc¢inem norem, tedy Ze pro libovolné a a b € Z[i]
plati N(ab) = N(a)N(b). Z této rovnosti odvodte, ze pokud a | b, pak N(a) | N(b).

Vsimni si, ze plati-li z | y a y # 0, pak N;(z) < N;(y), coz je obdoba tvrzeni v celych ¢islech,
které fika, ze = | y implikuje |z| < |y|. Plati-li totiz zc = y, pak N(z)N(¢) = N(zc) = N(y),
a navic pokud y # 0, pak ¢ # 0 a N(c) > 1. Z definice normy je vidét také to, Zze pro kazdé
Gaussovo ¢islo a + b plati a + @b | N(a + ib).

Tedy uz té jisté napadne, jak bude vypadat tvrzeni o déleni se zbytkem, ve kterém se vyskytuje
velikost cisla.

Véta. (déleni se zbytkem) Jsou-li z,y € Z[i], pak existuji ¢isla g,7 € Z[i], N(r) < N(y), ze
r=qy—+r.

Dikaz. Zkusme si situaci prestavit v Gaussové roviné. Vezmeme vSechny néasobky &isla y (tj.
vSechna ¢isla tvaru (a + ib)y = ay + b(iy), kde a,b € Z), ty tvoii zvétSenou a otoenou miizku.

(1-2i)y

21y




Chceme dokézat, ze kazdé ¢islo  mé k néjakému mfizovému bodu bliz nez |y|. Pak bude totiz
platit gy — x = 7, kde qy je onen nejblizsi mfizovy bod a ¢isla g a r jsou praveé ta, ktera hledame,
nebot

N(r)=|r* = lay — 2|* < ly]* = N(y).

Zbyvé jesté zdtivodnit, pro¢ vnitiky kruhii o poloméru |y| a stfedech v m¥iZzovych bodech ky
(k € Z[3]) pokryvaji celou Gaussovu rovinu. To je ale jasné z geometrické piedstavy a z toho, ze
kruhy se stfedem ve vrcholech ¢tverce a polomérem délky jeho strany tento étverec pokryvaji. [

V prechozim tvrzeni jsme nevyslovili jednoznacnost zbytku po déleni, coz sice neni uplné
$tastné, nicméné nadm to vlastné viibec nevadi, protoZe pouzivame predevsim existenci. Pokud
bychom chtéli jednoznacné zbytky, staci si vybrat vhodnéjsi reprezentanty, napiiklad cisla tvaru
a+ib, kde 0 <a <R(y) a0 <b<I(y).

Vzpomenme si na Euklidav algoritmus, ten bude v Gaussovych ¢islech fungovat velmi podobné
jako v &islech celych. Je zaloZen na tom, Ze jsou-li a, b celistva, pak (a, b) = (a,b—ka) pro libovolné
k. Vétsinou se pouziva tak, ze za k zvolime celoCiselny podil a a b. Nam ale bude bohaté stacit,
kdyz N (b — ka) < N(b). Diky tomu budeme mit zaru¢eno, ze normy obou ¢isel ndm postupné
klesaji. Protoze jsou to pfirozena ¢isla, po koneéném poctu krokii se dostaneme k nule a ziskdme
(a,b) = (d,0) =d.

Ukézeme si tento postup tfeba na dvojici ¢isel 8 + ¢ a 13. Vsimni si, Ze normy se opravdu
postupné zmensuji.

13=84+14)+(5—1)
8+i=(5—1)+ (3+27)
5—i=(1-14)(342i)+0

Tedy (8 +4,13) = 3 + 2i.
Obracenym postupem umime najit feSeni Bézoutovy rovnice za + yb = (a,b), coz uz bude
probihat naprosto stejné jako v celych ¢islech. Naptiklad pro predchozi dvojici

342 =(8+41i)—(5—1i)=(8+414)— (13— (8+1i)) =2(8+1) — 13.

Véta. (Bézoutova)  Jsou-li a,b libovolnd Gaussova celd ¢isla, pak existuji x,y € Z[i] takovd, Ze
plati
azr + by = (a,b).

Cviceni 11. Najdéte nejvétsiho spole¢ného délitele a feseni Bézoutovy rovnice pro éisla 3 + 57
a4+ 2i.

Gaussova prvocdisla

Gaussovym prvocislem nazveme takové celistvé ¢islo p = a + bi, ze kdykoliv p | zy, pak p |
nebo p | y. Diky Bézoutové vété je toto ekvivalentni s tim, Ze kdykoliv p = zy, pak = nebo y
je invertibilni, coz se dokaze naprosto stejné jako v celych ¢islech. Podivej se do predchéazejici
kapitoly a presvédc se o tom sam.

Otazkou je, jak vypadaji Gaussova prvocisla. Néktera prvodisla z celych ¢isel se totiz v Gaus-
sovych &islech rozkladaji, napt. 2 = —i(1 +4)2 nebo 5 = (1 + 24)(1 — 2i).

Cviceni 12. Najdéte rozklad prvocisla 17 v Gaussovych ¢islech.

Cviceni 13. Dokazte, ze ¢islo 3 se v Gaussovych celych éislech nerozklada, a jde tedy o Gaus-
sovo prvocislo.



Mame pied sebou obtizny ukol charakterizovat Gaussova prvocisla, popsat, ktera bézna pr-
vocisla se rozkladaji a jak, a kterd naopak ztustévaji nerozlozitelna. Jesté nez se do toho pustime,
podivame se na jednoznacnost rozkladu. Podobné jako v celych ¢islech i tady plati véta o jedno-
znacnosti rozkladu na prvodisla.

Véta. (o jednoznacnosti rozkladu na prvoéisla)  Kazdé Gaussovo celé ¢islo Ize jednoznacné (az
na poradi a pfendsobeni jednotlivych ¢initeld invertibilnim prvkem) rozloZit na soucin Gausso-
vych prvocisel.

Diukaz je stejny jako v pripadé celych ¢isel, jen indukce se provadi podle Gaussovy normy.

Cviceni 14. Pro¢ neni rovnost 5 = (1 4 2¢)(1 — 2¢) = (2 + ¢)(2 — ©) ve sporu s jednoznaénym
rozkladem na prvodisla?

Zamysleme se nad tim, jak muzou vypadat Gaussova prvocisla. Budou zjevné dvou typu —
prvni z nich jsou obyéejné prvoéisla, ktera se nerozklddaji v Gaussovych &islech (napf. 3, 7 nebo
31), druha budou prvoéisla tvaru a + bi, kde jak a, tak b je nenulové. Podivejme se nyni blize na
prvocisla druhého typu a na jejich normu. Vice fekne nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Je-lip=a+ib, kde a,b € Z jsou nenulovd a p je Gaussovo prvocislo, pak N(p) je
prvocislo.

Dikaz. Dokazeme tvrzeni pfimo. Definice fika, ze kdykoliv mame z, y cela cisla takova, ze

N(p) | =y, pak N(p) | = nebo N(p) | y.
V Gaussovych ¢islech plati

p| N(p) | zy,

tedy z toho, Ze p je Gaussovo prvoéislo, vime, #e p | « nebo p | y. Nechf tedy BUNO p | x. Protoze
z mé nulovou imagindrni ¢ast, plati p | T = z a ¢islo p musi byt také Gaussovo prvocislo, nebot
ma stejné algebraické vlastnosti jako p.

Casto nastane situace, Ze p a P jsou nesoudélna. Spocteme-li jejich nejvétsi spoleény délitel,
dostaneme (a + b, a — ib) = (a + b, 2b).

Rozeberme dva piipady. KdyZ p je nesoudélné s 2, pak (a+ b, 2b) = (a+ib,b) = (a,b), coz je
celé ¢islo, které déli p, s normou ostfe mensi, nez je norma p. Jediné takové ¢islo je 1. Vzhledem
k tomu, Ze p a P jsou nesoudélna a obé déli z, plati N(p) =p-p | =.

Zbyvéa dokazat tvrzeni pro p soudélna s 2 = —i(14-i)2. Takové je ale pouze prvoéislo p = 141,
pro které je tvrzeni zfejmé, nebot N(1+1i¢)=2. O

O néco snazsi je popsat bézna prvodisla, kterd se nerozkladaji v Gaussovych cislech. Méjme
néjaké takové kladné prvocislo p. Vime, ze p se nerozklada v Z. Predpokladejme, Ze p se je d€litelné
né&jakym Gaussovym prvoéislem a + bi, které neni asociované s p. Pak ale N(a + bi) | N(p) = p?
a N(a + bi) je také kladné prvodéislo, tedy jeding N(a + bi) = p. Resime rovnici

a2+b2:p

s nezndmymi a, b v celych &slech. Podivame-li se na situaci modulo 4, vidime, Ze a2 i b2 mohou
davat zbytek 0 nebo 1, tedy mozné zbytky pravé strany jsou 0, 1 a 2. Tedy pro prvocisla tvaru
4k 4+ 3 nemd rovnice feSeni, a tudiz jsou prvocisla tohoto tvaru Gaussovymi prvocisly. O téch
ostatnich zatim rozhodnout neumime, ale za chvilku dokazeme, ze se vSechna rozkladaji. K tomu
se nam bude hodit nasledujici tvrzeni.



Véta. Je-li p prvocislo v celych é&islech a existuje-li a € 7 takové, e p | a® + 1, tedy kongruence
z2 + 1 = 0 m4 fedeni a, pak se prvoéislo p rozkldds v Gaussové oboru jako

p:(p7a+i)'(pva_i)z

pficemz (p,a +1) a (p,a — i) jsou Gaussova prvodisla.

Dikaz. Nejprve ukazeme, ze plati rovnost p = (p,a + i) - (p,a — ). Tu snadno odvodime ze
vztahu

p:(p,a2+1) Z(p,(CLJrZ)(a*l)) ‘ (p7a+i)(p7a7i)'

Cisla a + i a a — i se lisi pravé o 2i, tedy jejich spoleény délitel je rozhodné délitelem dvojky.
Diky tomu pro p # 2 vime, ze dokonce (p,a + i)(p,a — i) = (p, (a +i)(a — 7)) = p.

Pro p = 2 zdtivodnime situaci zvlast. Resenimi kongruence z? + 1 = 0 (mod 2) jsou pravé
lich4 ¢isla a. Chceme ukazat, ze pro licha a je 2 = (2,a +1)(2,a — ).

Plati (2,a +4) = (2,a — ). Protoze a je liché, je (2,a +1i) = (2,1 +4) = 1 + 4. Pfitom
(1 414)? = 2i, tedy rovnost 2 = (2,a +14)2 = (2,a 4+ 1)(2,a — 1) opravdu plati (aZ na pfenasobeni
invertibilnim prvkem).

Dokézeme, ze (p,a — i) je Gaussovo prvoéislo. Nejprve spoéteme N((p,a — i)). Z¥ejmé jsou
éisla (p,a — i) a (p,a + i) komplexné sdruzend, nebot p je celé a a — i = a + i. Tedy

N((p,a—1i)) = N((p,a+1)) = (p,a—i)(p,a+1i) =p.

Necht z | (p,a—1), tedy N(z) | N((p,a—1)) = p, a norma z je 1 nebo p, nebot p je prvocislo.
V prvnim p¥ipadé je x invertibilni a v druhém plati N(z) = N((p,a—1)), tedy vzhledem k tomu,
ze z | (p,a —1), vime, ze z || (p,a —i). Dokazali jsme, ze pokud z | (p,a —7) a x neni invertibilni,
pak z || (p,a —1). Tedy (p,a — i) je ireducibilni a je to prvoéislo. O

Vsimni si, Zze pfechozi véta ndm dava i navod, jak spocitat rozklad n&jakého prvoéisla (pokud
existuje). Napiiklad prvoéislo 5 se rozklada, nebot 22 + 1 = 0 (mod 5), a jeho rozklad je

5=(524i)(52—i)=(2+1%)(2—1).

Podobné tieba prvoéislo 13 se rozklada, nebot 52+1 = 0 (mod 13). Jeden z ¢initeld v rozkladu
je pak
(13,5414) = (3 — 20,5+ i) = 3 — 2i,

druhy je s nim komplexné sdruzeny, tedy 13 = (3 — 21)(3 + 2i).
Cviceni 15. Najdéte rozklady prvocisel 29 a 401 v Gaussovych celych ¢islech.

Zbyva ndm posledni krok v charakterizaci Gaussovych prvodisel, a sice jak poznat, ze kongru-
ence £2 +1 = 0 (mod p) ma Feseni. Totéz pro cela &isla jsme zkoumali v sekci o kvadratickych
zbytcich.

Kongruence ma fesSeni pro vsechna prvodisla tvaru 4k + 1, tedy tato prvocisla se rozkladaji
v Gaussové oboru. Prvoéisla tvaru 4k+3 se nerozkladaji, to jsme dokazali samostatné na zacatku.
Osamocensé stoji prvocislo 2, které se rozklada jako (1 + i)2.

Uvedeme jesté jednu finalni vétu, kterd shrne nase poznatky.

Véta. Gaussova prvocisla jsou pravé jednoho z tvaru

(1) a + b, kde a® + b? = p je 2 nebo prvocislo tvaru 4k + 1,
(2) up, kde u je invertibilni a p je pFirozené prvocislo tvaru 4k + 3.



Cvideni 16. Cisla tvaru 4k + 3 nikdy nejsou souétem dvou &tverctl, to jsme dokazali souéasné
s tim, Ze prvodisla tvaru 4k + 3 se nerozkladaji. Muze ale existovat ¢islo tvaru 4k + 1, které nelze
zapsat jako soucet dvou Ctverca?

Cviceni 17. Rozlozte ¢islo 8 — 67 na Gaussova prvocisla.

Uloha. Najdéte viechna piirozena &isla z a y, ktera fesi rovnici
z2 + 3% = 2009.

Reseni. Rozklad pravé strany na prvoéisla je 2009 = 72.41, chtéli bychom ji rozlozit na Gaussova
prvodisla. V pripadé prvocisla 7 je to snadné, 7 je tvaru 4k + 3, tedy je to Gaussovo prvocislo.
Avsak prvocislo 41 je tvaru 4k + 1, takZe se bude rozkladat.

Plati 41 | 92 4+ 1 = 82. Tedy 41 se rozklada na (41,9 +14) - (41,9 — i). Spoéteme jeden z t&chto
nejvétsich spoleénych délitela

(41,9 +4) = (5 — 40,9+ 1) = (4 + 56,94 1) = (4 + 54,5 — 4i) = 4+ 5i

Tedy 41 = (4 + 5¢)(4 — 57).
Upravme konec¢né rovnici do tvaru

(z + iy)(x — iy) = 72(4 + 5i)(4 — 5i).

Maéme-li rozklad soucinu (z+4y)(z —iy) na Gaussova prvoéisla, zbyva si uvédomit, ze ¢isla x + iy
a x — 1y jsou komplexné sdruzend, coz nam velmi omezi moznost volby. Kdyz nezapomeneme na
invertibilni prvky, dostaneme pro x + iy celkem osm moznosti

+7(4 + 5t), £7i(4 4 5i), £7(4 — 5i) a =+ 7i(4 — 51).
Uloha m4 tedy osm FeSeni, jimiz jsou dvojice
(z,y) = (£35,128) a (£28,+£35).

Uloha 18. (MO 56, domaci kolo A)  Najdéte viechny dvojice (x,y) pfirozenych &isel, pro néz
plati
2?2 4 3% = 2005(x — y).

Pii feSeni nékterych tloh pomoci Gaussovych celych ¢isel se nam bude hodit tvrzeni o moc-
ninéch, jak je uvedeno v kapitole o délitelnosti v celych ¢islech. Zopakujme si ho jesté jednou
v Gaussovych celych ¢islech, tentokrat jiz bez dikazu. Dukaz je stejny jako u celych ¢isel.

Tvrzeni. (o mocninidch) Bud n pfirozené, a,b € Z[i] nesoudélnd a ¢ € Z[i] libovolné a necht
plati ab = ¢™. Pak a i b jsou n-té mocniny az na prenasobeni invertibilnim prvkem. Tedy existuji
xz,yak€{0,1,2,3}, Zea=i*z™ ab=i"Fy".

Uloha. Naleznéte vSechna celd &isla x,y, kterd spliuji rovnici
2 +1= y3.
Reseni. Nejdiive si rozlozime levou stranu rovnice:

(@+ )@ —1) =y,



V tuto chvili bychom chtéli pouzit tvrzeni, bohuzel ale nevime, jestli jsou x+¢ a  —¢ nesoudélna.
Rozhodné vsak plati (x + i,z — i) = (z +4,2i) | 20 = (1 + )2, tedy mame celkem t¥i moznosti
pro nejvétsiho spolec¢ného délitele.

Je-li (x + i, —¢) = 1, mizeme pouzit tvrzeni. Nez to udéldme, uvédomime si, ze kazdy
invertibilni prvek miizeme napsat jako tieti mocninu (i = (—i)3, —1 = (—1)3, atd.), tedy se
nemusime zabyvat invertibilnimi prvky a vime, ze

(z +1i) = (a+bi)® = a® +ia?b — ab® — ib® = (a® — ab?) + i(a®b — b?)
pro néjaka celd a, b. Srovnanim imaginarnich ¢asti dostaneme
a?b— b3 = (a —b)(a+b)b=1.

Vsichni &initelé jsou celoéiselni délitelé &isla 1, tedy musi byt rovni +1. Specialné b = +1. Cisla
a—baa+bselisi o 2 a obé jsou £1, coz znamend, ze jedno z nich je 1 a druhé —1, kazdopadné
viak a = 0. Rovnice tak miizeme upravit do tvaru —b% = 1, odkud uz je vidét, ze b = —1. Mame
tedy z +i = (0 — 13)3 = (—4)3 =i ax = 0, z éehoz vyplyva, ze y> =1l ay = 1.

Zbyva ndm ovéfit, jestli miZe nastat (z + ¢, —4) > 1, tedy 1 +4 | z + ¢ 1« — i. Pak ale
—i(1+1i)2 =2| (z +1i)(z — i) = y>, tedy dokonce 8 | y® = x? + 1. To ale v celych ¢islech nastat
nemiize, nebot pak by x muselo byt liché a 2 by po déleni 8 davalo zbytek 1.

Dohromady méame jediné, trividlni feseni z =0 a y = 1.

Uloha 19. Najdéte viechny dvojice celych &isel x, y takové, ze x je liché a plati
22 +4= y3.

Uloha 20. S vyuzitim Gaussovych ¢éisel najdéte viechny pythagorejské trojice celych &isel x, y
a y. Tedy vyfeste diofantickou rovnici

Eisensteinova cela ¢isla

Druhy zpisob, jak definovat cela ¢isla v Cislech komplexnich, nam davaji Eisensteinova cisla.
Podobné jako Gaussova ¢isla byla vlastné miizovymi body ve ¢tvercové miizce v Gaussové ro-
viné, Eisensteinova cela ¢isla jsou mrizové body v trojuhelnikové mfizce. Trojuhelnikova mrizka
prichazi jak se spoustou zajimavych vlastnosti, které postupné objevime, tak i s nékolika zaket-
nostmi, o kterych si povime.

Zac¢néme definici. Oznaéme si w jednu ze tfetich odmocnin z jedné, a to

; 1 V3
_ 2mi/3 _ -
w=e =—=4+ —1.
2 2
Kazdé ¢islo tvaru a 4+ wb, kde a, b € Z, nazveme FEisensteinovym celym ¢islem3!. Mnozinu viech
Eisensteinovych &isel ozna¢ime Z[w].

Plati totiz w? = —w —1 (trochu horsi vztah, nez i2 = —1, #ze?), tedy soucin dvou Eisensteinovych
cisel je
(a+ bw)(c+ dw) = (ab — bd) + (bc + ad — bd)w.

3langl. Eisenstein integer



Velmi ¢asto budeme uzivat také vztahtt w3 = 1 a w? +w = —1. Jesté se podivejme na komplexni
sdruzeni, které muzeme vyjadrit jako

a+bw=a+bw?=(a—b)—bw
Podobné jako v Gaussovych cislech definujeme Eisensteinovu normu Cisla a 4 bw jako
Nu(a +bw) = (a+ bw)(a + bw?) = a? — ab + b2

Také zde plati, ze N, (z) = = - T = |z|2, tedy norma je vzdy nezapornd, pti¢emz nulova je pouze
pro z = 0. Jesté pfipomeneme, ze pokud z | y v Eisensteinovych ¢&islech, pak N (z) | Nu(y),
zejména je-li y # 0, pak Nu(z) < Ny (y)-
Tam, kde nebude hrozit, ze by doslo k zdméng, budeme pséat pouze N(z) misto N, ().
Invertibilnich prvka v Eisensteinovych celych ¢islech je jesté vice nez v Gaussovych éislech.
Jsou to vSechna Eisensteinova ¢isla s normou 1, tedy k jejich nalezeni vyfesime rovnici

a® —ab+b? =1.

Mohou nastat dvé moznosti. Bud maji a a b stejné znaménko, nebo maji opa¢né znaménko.
V prvnim pripadé muzeme navic predpokladat, ze jsou obé nenulova. Rovnici upravime do tvaru

(a—b)2 +ab=1,

odkud vidime, ze vSechny ¢leny na levé strané jsou nezaporné a ab > 0, tedy jedind moznost je
ab=1 a a =b. Mame tak invertibilni ¢isla 1+ w a 1 — w.
V druhém pripadé si rovnici upravime do tvaru

(a+b)2 —3ab=1.

Pfitom 1 > —3ab > 0, tedy —3ab = 0, a vime, Ze jeden z koeficienti musi byt nulovy. Ze vztahu
(a + b)2 = 1 odvodime, Ze druhy koeficient je 1. Cisla 1 a w jsou tedy také invertibilni.
Méme celkem Sest invertibilnich prvki v Z[w], které si mizeme znazornit na jednotkové kruznici.
Jsou to pravé vSechny Sesté odmocniny z jedné.

Véta. (déleni se zbytkem)  Jsou-li z, y Eisensteinova celd ¢isla, pak existuji ¢, v € Z[w], N(r) <
< N(y), takova, ze
T =qy—+r.
Diikaz pouze naznac¢ime. Postup je obdobny jako u Gaussovych c¢isel, ale tentokrat tvori

nasobky ¢isla y trojuihelnikovou mfizku a nasim cilem je pokryt rovnostranny trojihelnik kruhy
se stfedy ve vrcholech a poloméry rovnymi délce strany.



Euklidav algoritmus tu vypada stejné jako v Gaussovych c¢islech, sta¢i nam zarucit, ze normy
budou postupné klesat. Spo¢téme tedy na ukazku nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel 13 a 6+ 8w.

13 = —w(6 + 8w) + (5 — 2w)
6+8w=w(’—-2w)+ (4+w)
5—2w=(l-w)(4d+w)+0

Plati (13,6 + 8w) = 4 + w.
Cviéeni 21. Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele (7 + 14w, 4 — 2w).

Konecné zde mame opét vétu o déleni se zbytkem a vSechny jeji disledky, Bézoutovu vétu a
vétu o jednoznacném rozkladu na prvocinitele. Dikazy jsou velmi podobné tém jiz provedenym,
a tedy je uz nebudeme opakovat.

Véta. (Bézoutova) Jsou-li a,b € Z[w], pak existuji Eisensteinova celd ¢isla z,y, ze plati
azr + by = (a,b).

Eisensteitnovym prvocislem nazveme Eisensteinovo celé ¢islo p, které neni invertibilni, a kdy-

koliv p | ab (a, b € Z|w]), pak p | a nebo p | b. Stejné jako v Gaussové oboru lze ekvivalentné Fict,
ze p je ireducibilni.
Véta. (o rozkladu na prvocinitele) Kazdé Eisensteinovo celé ¢islo a se rozkladd jednoznacné (az
na poradi a invertibilni prvky) na soudin Eisensteinovych prvodéisel. Tedy existuji Eisensteinova
prvocisla p1, p2, ... , Pk, 26 a = p1P2 - - - Pk, a kdykoliva = q1q2 - - - q; pro Eisensteinova prvocisla
¢, 0 < i<, pak |l = k a p¥i vhodném ocislovédni p; || g; pro kazdé i.

Dale nas bude zajimat, jak poznat Eisensteinovo prvocislo. Situace je zde velmi podobna jako
v Gaussovych ¢islech. Néktera bézna prvocisla se budou rozkladat, nékterd ne a na vyjimeéné
pozici prvocisla 2 bude tentokrat prvocislo 3, protoze v Eisensteinové oboru mizeme odmocnit
¢islo —3, vskutku
(142w =144w+40?=1-4=-3.

Tedy prvoéislo 3 se rozlozi jako 3 = —(1 + Qw)z, Vsimni si, ze 1 4 2w je Eisensteinovo prvocislo,
nebot zadné neinvertibilni ¢islo s mensi normou ho nedéli (Zzadné takové ani neni).

Tvrzeni. Je-li p=a+ bw Eisensteinovo prvoéislo, pak bud p je asociované s néjakym beznym
prvodislem, nebo N(p) je prvodislo.

Dikaz. Predpokladejme, Ze p = a + bw je Eisensteinovo prvocislo, které neni asociované s béz-
nym prvocislem. Plati, ze p = (a — b) — bw je také Eisensteinovo prvocéislo, nebot kdykoliv p | 2y,
pak po komplexnim sdruzeni dostaneme, Ze p | T - 7, tedy p | T nebo p | y. Dalsim komplexnim
sdruzenim dostaneme P |  nebo P | y.

Plati N(p) = p - p. Pfedpoklddejme navic, ze neplati p || p a dokazme, ze N(p) je prvoéislo.
Necht N(p) | ab pro n&jaké celd a, b. Pak

pIN(p)|ab

a p je Eisensteinovo prvoéislo, tedy p | a nebo p | b. BUNO p | a. Piitom a je celé, tedy
P | @ = a. Protoze p a P jsou dvé neasociovand, a tudiz nesoudélna prvodéisla, dostdvame nakonec
N(p)=p-Pla.



Zbyva vySetiit, co se stane, kdyZz p || P, coz nastane tehdy a jen tehdy, kdyz (p,p) = p.
Pocitejme:
(a+bw,(a—b) —bw) = (a+ bw, —b — 2bw) = (a + bw, b(1 + 2w)).

Plati (a + bw, b) = (a,b) = 1, nebot (a,b) je celé ¢islo, které déli p. Tedy
() = (P, 1+ 20).

Jedind moznost tedy je, ze p || 1 4+ 2w, a proto N(p) = N(1 +2w) =1 — 2+ 4 = 3, coz je bé&zné
prvocislo. [

Tvrzeni. Je-li p nezdporné prvocislo tvaru 3k + 2, pak p je také Eisensteinovo prvocislo.

Dikaz. Dokazeme, ze takové p je v Eisensteinové oboru ireducibilni. Necht tedy a + bw je
Eisensteinovo prvoéislo, které déli p a neni asociované s p. Pak nutné plati, ze N(a + bw) = a? —
— ab + b2 = p, nebot norma je nezaporné prvoéislo v Z, které déli prvoéislo p.

Ovsem rovnice a®> — ab + b?> = 3k + 2 nemé v celjch &islech Feseni, nebof vynasobime-li ji

Sétyfmi a upravime modulo 3, dostaneme
(2a — b)% + 3b* = 4a® — 4ab+4b> =2 (mod 3),

tedy (2a — b)2 = —1 (mod 3), ale —1 neni kvadratickym zbytkem modulo 3. [

Uz tedy vime, ze prvocisla tvaru 3k + 2 se nerozkladaji. Nyni dokdzeme, Ze prvocisla tvaru
3k + 1 se rozkladaji, o ¢emz svéd¢i naptiklad rozklad 7 = (1 — 2w)(3 + 2w). To bude trochu
obtiznéjsi, zato vsak velmi podobné diukazu tvrzeni, ze prvocisla tvaru 4k 4+ 1 se rozkladaji
v Gaussovych ¢islech.

Véta. Je-li p prvoéislo takové, Ze kongruence x2 4+ x + 1 = 0 ma feseni a modulo p, pak se p
rozklada v Eisensteinovych cislech jako

p=(p,a—w)(p,a—w)

a obé disla (p,a — w) a (p,a — w) jsou Eisensteinova prvodisla.

Dikaz. Dukaz této véty pouze naznacime. Provede se podobné jako duikaz obdobné véty z Gaus-
sovych cisel.

Nejdiive ukaZeme, Ze plati rovnost p = (p,a—w)(p,a — w). Rozebereme dvé moznosti. V prvni
fadé vezmeme prvocisla, kterd nejsou délitelnd 1 + 2w, coz jsou vSechna prvocisla p kromé 3.
V tomto pfipadé jsou oba ¢initelé nesoudélni. Pro druhou moznost, p = 3, se rovnost dokaze
pfimo. Nakonec zbyde ovétit, ze (p,a — w) je prvocislo s normou p.

Detaily dikazu si muzes rozmyslet jako (ponékud obtizné) cviceni.

Naptiklad budeme-li chtit rozlozit prvocislo 13, mizeme postupovat tak, ze budeme hledat
feseni kongruence z?> + z +1 = 0 (mod 13). Zkusime nékolik malych zbytkd. Zbytky 1 ani 2
rozhodné FeSenim nejsou, ale uz 32 4+ 3 + 1 dava soucet 13, takze 3 feSenim je. Vime tedy, zZe
13 = (13,3 — w)(13,4 4+ w). Pfitom plati

B-w@d+w =12—w—w? =13,

tedy musi byt (13,3 —w) = 3 — w a mame rozklad 13 = (3 —w)(4 + w).



Je uzite¢né si uvédomit, Ze k rozkladu prvocisla na Eisensteinova prvocisla ndm staci spocitat
jen jednoho cinitele, nebot ten druhy bude k nému komplexné sdruzeny. Opravdu plati 3 —w =
=4+ w.

Cviceni 22. Rozlozte prvocisla 19, 31 a 421 na Eisensteinova prvodisla.

K dokonceni charakterizace Eisensteinovych prvocisel uz nam chybi jen dokazat, ze kon-
gruence z2 + = + 1 = 0 ma feSeni modulo p pro neziporné prvoéislo p = 3k + 1. Z kapitoly
o kvadratickych zbytcich vime, Ze pro takova ¢isla je —3 kvadraticky zbytek (pfipominame, Ze
—3 se da v Eisensteinovych éislech odmocnit).

Upravujme tedy zadanou kongruenci, vSechny upravy budou ekvivalentni.

224+ 24+ 1=0 (mod p)
422 4+ 4z 4+ 4 =0 (mod p)
(22 4+ 1)2 = =3 (mod p)

Je-li b2 = —3, fesime rovnici 22 + 1 = b (mod p). Upravime ji pfendsobenim (p + 1)/2:

1 1
x-i—%zib(modp)
p+1
=——(0b-1
2= 1)

Nasli jsme tedy reseni x, ¢imz jsme dokazali, ze prvocisla tvaru 3k + 1 se rozkladaji na soucin
dvou Eisensteinovych prvocéisel. Kone¢né miuzeme zformulovat zavérecnou vétu.

Véta. FEisensteinova prvocisla jsou pravé jednoho z tvaru

(1) a + wb, kde a® — ab + b? = p je 3 nebo prvocislo tvaru 3k + 1,
(2) up, kde u je invertibilni a p je kladné prvocislo tvaru 3k + 2.

Cviceni 23. Rozlozte Eisensteinovo ¢islo 9 — 15w na Eisensteinova prvocisla.
Uloha. Najdéte viechny dvojice celych &isel x,y spliujicich rovnici

(x +y)? = zy + 2011.
Reseni. Upravime si rovnici do tvaru

22 4+ 2y + y? = 2011
a rozlozime
(z —wy)(z + (1 +w)y) = 2011.

Zbyva rozlozit pravou stranu na Eisensteinova prvoéisla. Cislo 2011 je prvoéislo a po déleni tfemi
dava zbytek 1, tedy se rozklada na soucin dvou Eisensteinovych prvocisel. Nyni potfebujeme
nalézt aspon jedno feSeni kongruence

224 24+1=0 (mod 2011).

K tomu muzZeme pouzit tfeba pocitac. Zjistime, ze nejmensi celociselné feseni je 205, a tedy plati,
ze prvocislo v rozkladu 2011 je

(2011, 205 — w) = (—39 + 10w, 205 — w).



Pfitom N(—39 + 10w) = 392 + 39 - 10 4 102 = 2011. Tedy roklad 2011 je
2011 = (—39 + 10w)(—49 — 10w).

Muze nastat celkem 12 moznosti, prvnich Sest je + — wy = €(—39 + 10w), dalsich Sest pak
z —wy = &(—49 — 10w), kde ¢ je jeden ze Sesti invertibilnich prvki. Uvédomime-li si, Ze mizeme
prohodit x a y a u obou ¢isel zménit znaménko, staci ndm vlastné spocitat jen tfi moznosti:

Tz — yw = —39 + 10w,
z—yw= (14 w)(—39 + 10w) = —49 — 39w,
z —yw = w(—39 4+ 10w) = —10 — 49w,

Uloha m4 celkem dvanact FeSeni. Zapiseme-li je jako neuspofddané dvojice, budou to {z,y} =
= {39,10}, {—39, —10}, {49, —39}, {—49, 39}, {49, —10} a {—49,10}.

Uloha. Dokaste, 7e je-li p = 3k 4 1 prvoéislo, pak existuje jednoznaény zapis p = a? + 3b2, kde
a a b jsou nezaporna celd Cisla.

Reseni. Vime, ze prvoéislo p = 3k+1 se rozklada v Eisensteinové oboru na sou¢in dvou prvoéisel,
tj.
p=(z—wy)(z+y+uwy).

Stejné tak se rozklada i vyraz
a? +3b% = (a— (14 2w)b)(a+ (1 + 2w)b) = (a — b — 2bw)(a + b + 2bw).

Je-li y kladné a sudé, z predchoziho vztahu dostavame y = 2b,a—b =z a a+b = x+y. Vyfesime
soustavu t¥i rovnic o dvou neznamych a a b, feSenim je b = y/2 a a = z + y/2, pokud z > —y/2,
jinak a = —x — y/2.

Pro ostatni pripady musime najit lepsi rozklad prvodisla p. Vime ovSem, ze rozklad je jed-
noznacny az na asociovanost Cinitelti, tedy mizeme pouze prenasobovat zavorky jednim z Sesti
invertibilnich prvki v Z{w]. Vsimni si, Ze vSechny invertibilni prvky jsou mocninami 1+ w, napt.
w = (1 + w)?. Podivejme se tedy, co se stane s &initelem x — yw po prenésobeni (1 + w):

(z—yw)(1l+w)=(z+y) +aw (%)

Pokud je z kladné a sudé, mame také Feseni. Staéi polozit b = x/2 a a dopocitat jako v pfedchozim
ptipadé.

Zbyva nejneprijemnéjsi situace, kdy jsou obé ¢isla = a y licha. Pak se ale jesté jednou podivejme
na vzoredek (xx). Cislo x + y je sudé, zvolime tedy 2’ = = + y a v’ = x, éimz pfevedeme situaci
na jiz rozebrany pfipad. Pfenasobenim 1 + w pak dostaneme opét koeficient u w sudy.

Jediny problém bychom mohli mit se znaménky, ten se ale snadno vyfesi prenasobime x — yw
Cislem —1.

Zatim jsme dokézali, ze Gloha mé alespon jedno feSeni, které ovSem jesté zdaleka nemusi
byt jednoznac¢né. Dokazme tedy jednoznacnost. Budte a a b kladna ¢isla takova, aby platilo
a? + 3b> = p. Opét zvolme rozklad p = (z — yw)(z + y + yw). Vzhledem k jednoznacénosti
rozkladu musi platit jedna z dvanacti rovnosti

(@ + b+ 2wb) = (z — yw)(1 + w)*,
(a+b+2wdb) = (:p+y+yw)(1+w)k,



kde kK =0,1,...5. Ukadzeme, Ze nejvyse jedna z téchto rovnosti mize byt splnéna. Pfipomenme,
Ze obé ¢isla a i b jsou kladna (ani jedno nemuze byt nulové, nebot pak by p nebylo prvocislo).
Napisme si tedy pravé strany téchto rovnosti:

+(z —yw), £((z +y) + 2w), £(y + (= + y)w),
+((z+y) +yw), £z + (z + y)w), £(—y + 2w).

Dokazme, Ze pravé jedno z Cisel x, y a  + y je sudé. Rozhodné nemohou byt suda obé ¢isla
x a y, protoze pak by p = x2 4 zy + y2? bylo sudé prvoéislo tvaru 3k + 1, a takové neexistuje.
Zbyva tedy ukazat, ze je-li jedno z Cisel x a y sudé a druhé liché, pak = + y je liché, a ze jsou-li
obé ¢isla x a y licha, pak =z + y je sudé, coz je ziejmé.

Zbydou nam pouze ¢tyfi pravé strany, a to ty, které maji u w sudy koeficient. Naptiklad je-li
y sudé, pak mozné pravé strany jsou

(x —yw), (=2 +yw), ((z +y) + yw) a (=(z +y) — yw).

Navic vime, Ze b musi byt kladné, coz nam vylouci jesté dalsi dvé zavorky se zapornym koefici-
entem. Je-li naptiklad y zadporné a sudé, zbydou zavorky

(z-yw) a (—(z+y)—yw).
Dopocitejme a, pokud nastane rovnost v prvnim ¢i druhém pripadé:

a{x-i—y/?, kdyz (a + b+ 2bw) = (z — yw),
—(z4+y)+y/2=—z—1y/2, kdyZ (a+b+ 2bw) = ((z +y) — yw).

v8imni si, Zze tyto dvé hodnoty maji stejnou velikost a opacné znaménko, tedy jen jedna z nich
muze byt kladna. Stejnad situace nastane i u vSech (Sesti) ostatnich pfipadd, a to proto, ze
a? + 3b% = (—a)? + 3b2. veskeré podminky, které jsme zatim pouzili jsme pouzili kvili b, takze
nutné i vyraz

(—a+ b) + 2wb

musi nabyvat jedné ze dvou zatim nevylouéenych hodnot. Rozhodné plati (a + b) + 2w #
(—a +b) + 2w, tedy jsme vyloudili posledni zdvorku a zbyla ndm uz jen jedind, coZ jsme chtéli
dokézat.

Uloha 24. Najdéte vSechny trojice celych ¢isel (z,v, 2) splitujicich

2_$y+y2:2z_

a dalsi imaginarni teorie
V posledni kratké kapitole si ukdzeme, jak lze v teorii ¢isel vyuzit kvaterniony. Kvaterniony jsou
takova ,komplexni ¢isla na druhou“, maji t¥i imaginarni jednotky a velmi nepfijemnou vlastnost,
ze nejsou komutativni, tj. neplati ab = ba pro kazdé a a b.
Nejprve si definujme imaginarni jednotky v kvaterninonech. Budte 4, 7 a k formalni symboly
pro imaginarni jednotky. Definujeme operaci - na mnoziné {41, 44, -4, £k} tak, aby spliiovala



pficemz 1 a —1 se chovaji obvykle, tedy 1-a = a pro kazdé a a (—=1)2 =1, —1-i =14 -—1 = —i,
—1-j5 = —j, atd. Z téchto vztahu si mizes odvodit vSechny souciny.

Pro jistotu uvaddime tabulku pro nasobeni, tedy vlastné jen jeji ¢ast, nebot zbytek se odvodi
snadno. Pokud nasobime dvé ¢isla s riznymi znaménky, musime v tabulce znaménko zménit,
pokud se stejnymi, nechavame stejné znaménko soucinu.

1 i 5k
1 i 5 k
ili -1 k —j
il —k -1 i
|k j —i —1

Vsimni si, Ze pro imaginarni jednotky plati ij = —ji, ik = —ki a jk = —kj.
Cviceni 25. Spoctéte jik.

Nyni umime nasobit komplexni jednotky. To uz je prakticky vSechno, co potfebujeme k tomu,
abychom mohli definovat kvaterniony.
Kwvaternionem rozumime ¢tyfélen a; + asi + asj + aqk. S¢itani kvaterniont definujeme jako

(a1 + a2i + a3j + aak) + (b1 + bai + b3j + b4k) = (a1 + bl) + (a2 + bz)i + (a3 + b3)j + (aa +ba)k
a nasobeni kvaternionu jako nasobeni polynomt s proménnymi ¢, j a k za pouziti tabulky uvedené
vyse, tj.
(a1 + a2t + a3j —+ a4k) . (b1 + boi + b3j —+ b4k) =
= (a1b1 — a2b2 — azbs — asbs) + (a1b2 + az2b1 + asbs — aszba)i +
+ (a1b3 + azb1 + asbz — azba)j + (a1bs + asb1 + a2bs — azbe)k.

Mnozina vSech kvaternionti se obvykle zna¢i H.32
K ¢emu se takova véc hodi? Podobné jako jsme definovali Gaussova celd ¢isla, mizeme de-

finovat kvaterniony s celoéiselnymi koeficienty — Lipshitzova celd ¢isla jsou kvaterniony tvaru
a+ bi 4+ ¢j + dk, kde a, b, c a d jsou celd ¢isla. Mnozinu vSech takovych ¢isel budeme znadit
2, 5, ).

Definujeme si i jejich normu jako

Np(a+bi+cj+dk)=a®+b>+ 2 +d%

Vsimni si, ze i pro tuto normu je N(zy) = N(z)N(y) pro kazdé z,y € Z[i, j, k], coz se snadno
odvodi ze vztahu

N(a+bi+cj+dk) = N(a—bi —cj—dk) = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj— dk).

Uz jen z této tvahy umime dokézat nésledujici lemmatko.

Lemma. Jsou-li a a b cela cisla, ktera Ize napsat jako soucet Ctyr ctverct celych cisel, pak i
c¢islo ab Ize napsat jako soucet Ctyt Ctvercti celych cisel.

320bjevil je a poprvé popsal irsky matematik William Rowan Hamilton.



Dikaz. Staci si uvédomit, ze Cislo a lze zapsat jako soucet Ctvercu Cisel ai, a2, az a a4, pravé
kdyz je normou Lipschitzova celého éisla g, = a1 + a2t + a3j + ask. Podobné oznac¢me qp
Lipshitzovo celé éislo, ze N(gp) = b. Pak ziejmé N(qaqy) = ab, a tedy celd &isla, ktera hleddme,
jsou pravé koeficienty Lipschitzova &isla qaqp. [

Toto lemmatko je uziteéné napiiklad pro dukaz slavné Lagrangeovy véty o Ctyfech ¢tvercich,
diky nému se totiz muzeme omezit jen prvodcisla x.

Vé&ta. (Lagrangeova véta o &tyfech ¢tvercich)  Je-li x libovolné pFirozené éislo, pak existuji celd
¢isla a, b, c a d takova, ze
z=a?+0b%+c2+d%

Diikaz je slozity a vynechame ho.

Vsimni si vSak, Ze o prvocislech tvaru 4k + 1 umime na zakladé teorie o Gaussovych ¢islech
dokazat, ze jsou souctem dokonce dvou ¢tvercli, a o prvocislech tvaru 3k + 1 umime z teorie
o Eisensteinovych &islech dokézat, ze jsou tvaru a? + 3b2, a tedy jsou soudtem &tyF tvercu
(z nichz tfi jsou stejné). Lagrangeovu vétu tedy neumime dokédzat pouze pro prvodisla tvaru
12k + 11.

Naprtiklad plati

2=12+4+1240%2+0% 5=1242%2 a 7=2%24+3-12

Cvideni 26. Dokaite, Ze &isla tvaru 4™~1(8k + 7) pro k a m piirozena nelze napsat jako
soucet pouze tii ¢étvercli celych c¢isel (tedy Ze étyfi je opravdu nejmensi mozny pocet ¢tvercd,
ktery potfebujeme).

Problémové ulohy

V posledni kapitole ti pfindsime problémové (t&zké) tlohy k zamysleni. Jsou to tlohy, ke kterym
se muze hodit znat néco z teorie, kterou jsme vylozili v tomto dile seridlu, avsak nékdy ani to
nebude stacit (jako v pFipadé pfedposledni a posledni tlohy) a bude$ se muset zamyslet nad
vlastni teorii nebo vymyslet jiny trikovy zpusob.

Uloha 27. Dokaite, Ze nasledujici dvé rovnice nemaji zadné netrividlni celoéiselné Feseni
(z,y, z). Netrividlnim FeSenim se mysli takové trojice, Ze vSechna t¥i ¢isla jsou nenulova.

23 4% =23

ot 4yt =22
Uloha 28. Je-li p prvodislo, feste rovnici

y?+1=2aP

v celych éislech.

Uloha 29. Najdéte vSechna celé &isla x, y spliujici
yﬁ =%+ 1.
Uloha 30. Reste v celych &islech rovnici

3x2+1=y2.



Uloha 31.

Uloha 32.

Uloha 33.

Uloha 34.

Najdéte vSechny dvojice celych ¢&isel (z,y), kterd spliuji
2 = y3 + 1.

Najdéte vSechny dvojice (x,y) celych éisel splitujicich
22 +3= y5.

Reste v celych &islech
2 +2= y3.
Dokazte, ze neexistuji takova cela ¢isla = a y, ze

x2+5:y3.



. 7 / v
Serial IV. — Zaveér

V prvnich trech dilech seridlu jsme se vénovali nékolika kapitolam o komplexnich ¢islech, ovsem
ani obsah téchto par témat jsme zdaleka nevycerpali, komplexni ¢isla jsou hlubokou a zajimavou
tematikou, na kterou jisté bude$ pfi studiu matematiky znova a znova nardzet. Doufame, ze
jsme Ti je v tomto seridlu priblizili natolik, Ze se k nim bude$ uchylovat i v pfipadé, kdy se
nevyskytuji v zadéni problému, protoze vybocenim z krabice (oboru redlnych &isel) si casto
umime cestu zkratit nebo alespon zjednodusit.

Dnes na zavér si na malém prostoru fekneme néco o jesté imaginarnéjsich oborech, nez jsou
komplexni ¢isla, a uvedeme si seznam uzitecné literatury, kde mtzes najit néco vice o komplexnich
¢islech a pouzitych metodach.

Dalsi imaginarni teorie ...
V predchozim dile seridlu jsme si zadefinovali kvaterniony, tedy jakasi ¢tyfrozmérna komplexni
Cisla se tfemi imagindrnimi jednotkami. Zopakujeme jesté jejich definici

H={a+bi+cj+dk:a,b,c,deR},

pfitom 4, j a k jsou komplexni jednotky, které spliuji i2 = j2 = k? = ijk = —1. Pokud si
vzpomina$, kvaterniony nejsou komutativni, naptiklad ij = k = —ji.

Da se vsak pokrocit jesté dal, to se dostaneme k tzv. oktonionum. Oktoniony maji komplexnich
jednotek sedm: i, j, k, [, m, n, o. Jsou to tedy Cisla tvaru

a+bi+cj+dk+el+ fm+ gn+ ho,

kde a, b, ..., h jsou realna cisla. Jejich nasobeni uz je ale hodné oskliva operace a nespliuje ani
asociativitu, tj. obecné neplati, ze z(yz) = (zy)=z.

Jak se ale takové obludy nasobi? Cisla i, j, ... jsou komplexni jednotky, tedy plati i2 = j2 =
=...=h? = —1. To, jak se nasobi mezi sebou, ndm prozradi nasledujici obrazek:

n k m

Chceme-li vynasobit dvé jednotky, najdeme si je na obrazku a najdeme ¢aru (kruznici nebo
pfimku), kterd je spojuje. Vysledkem je tieti jednotka na této ¢afe se znaménkem +, pokud vede
Sipka od prvniho ¢initele k druhému, a se znaménkem —, pokud jsme $§li proti sméru Sipky. Napf.
ij =k, nk=—m aon =1.

Cviéeni. Vynésob (i + 25 —m) - (k + 30).

Reseni. 2i—4j — 6m + 2n.



Cviéeni. Ukaz, ze nasobeni neni asociativni, tj. najdi oktoniony z, y a z, ze (zy)z # z(yz).

Na tomto misté by bylo zdhodno Fict, ze dale se uz postoupit neda. Neexistuje zddné rozumné
roz§ifeni oktonionii. Formalné o tom mluvi Hurwitzova véta. Formulujeme si ji trochu neformalné:

Véta. (Hurwitz) Redlnd ¢isla, komplexni ¢isla, kvaterniony a oktoniony jsou jedind &tyfi roz-
Sifeni redlnych ¢isel, ve kterych umime séitat, odéitat, ndsobit, délit a méFit normu (absolutni
hodnotu).
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