6. série
Kombinatorika

1. ULOHA
Otec déli 100 jablek mezi 4 syny tak, ze kazdy syn dostane aspon 10 jablek. Kolika
zpusoby muze otec déleni provést? Predpokladejte, Ze jablko se neda délit.

2. ULOHA
Sachovnice 6 x 6 poli je pokryta kostkami domina. Dokazte, Ze aspoii jedna z vodorovnych
nebo svislych ¢ar, které protinaji Sachovnici, neprotind zadné domino.

3. ULOHA

V roviné je dano 5 bodd, z nichz zadné tii nejsou kolinearni. Sestrojime vSechny pfimky;,
které prochéazeji aspon dvéma z nich, potom sestrojime z kazdého z danych péti bodu
kolmice na téch 6 piimek, které jim neprochéazeji. Najdéte nejvétsi mozny pocet prisecikti
sestrojenych primek.

4. ULOHA

Kolika zptisoby se miize posadit deset chlapci a dvanact dévcat na kolotoc¢ s 24 sedadly
tak, aby mezi kazdymi dvéma chlapci sed€lo aspon jedno dévée? Rozesazeni, kterd se
lisi jen otocenim kolotocCe, povazujeme za totozné.

5. ULOHA
Je dano prirozené c¢islo n. Pro kolik permutaci p1, pa, ..., p, Cisel 1,2, ..., n nabyva vyraz
Ip1 — 1| + |p2 — 2| + - - + |pn — n| maximAlni hodnoty?



Reseni 6. série

1. ULOHA

Kazdému synovi da 10 jablek, ty si ddme stranou, zbyvajicich 60 jablek si sefadime do
fady (pfedpokladejme, Ze vSechna jablka jsou stejnd) a mame je rozdélit na ¢tyfi ¢asti,
proto mezi né vlozime t¥i prepazky. Ptame se, kolika zptusoby muzeme sefadit 60 jablek
a 3 prepazky — tj. (%) zptisoby.

2. ULOHA

Na pokryti je potfeba 18 kostek domina, bez 1jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze
aspori devét z nich je vodorovné (jinak si Sachovnici oto¢ime). Jisté tedy v néjakém radku
jsou dvé vodorovné — uvazujme dvé primky ohranicujici tento fadek a predpokladejme,
ze obé protind nékterd kostka domina. V tomto fadku vSak zbyvaji uz jen dvé volna
policka, musi tedy byt obsazena svislymi kostkami, z nichz jedna protind horni pfimku
a druhé spodni. Pak je ale Sachovnice témito ¢tyfmi kostkami rozdélena na dvé casti
s lichym poctem poli, coz nelze pokryt dominovymi kostkami, tim jsme dosli ke sporu.

3. ULOHA

Primky spojujici dané body nazveme pfimky prvniho typu, kolmice pfimky druhého
typu. Priseciky pfimek prvniho typu budou priseciky prvniho typu, ptseciky piimek
druhého typu budou body druhého typu a priseciky primek prvniho a druhého typu
budou body tfetiho typu (kromé téch, které uz jsou prvniho typu).

Ptimek prvniho typu je 10, kazda z nich spojuje dva body, pfimky prvniho typu, které
neprochézi témito dvéma body, jsou tfi, kazda pfimka ma tedy nejvyse tii pruseciky
prvniho typu mimo danych pét bodi. Priise¢ikt prvniho typu je tedy nejvise 5+10-3/2 =
20.

Nyni spocitame pruseciky druhého typu — uvazujme pfimku p druhého typu, je to
kolmice na nékterou pfimku prvniho typu, kterd prochéazi dvéma z danych péti bodu,
z ostatnich t¥i bodt na ni vedou kolmice, které jsou navzajem rovnobézné a neprotinaji
se. Pfimka p protind 4 - 6 — 2 = 22 dalsich kolmic (z kazdého ze ¢tyf zbylych vrcholt
vychazi Sest kolmic, ale dvé z nich jsou rovnobézné s p). Celkem je tedy nejvyse 30-22/2 =
330 priseciktt druhého typu.

Vezméme nyni primku p prvniho typu, ta prochazi dvéma danymi body, ze zbyvajicich
tfech bodu vychézi celkem 18 pfimek druhého typu, ty mohou protinat primku p, tedy
celkem mame 10 - 18 = 180 prusecika tretiho typu. Celkovy pocet prusecika je tedy
nejvise 530. Zaroven je z pfedeslych uvah vidét, Ze jsou-li vychozi body v obecné poloze
je tohoto poctu dosazeno.

4. ULOHA
Nejprve predpokladejme, Ze vsichni chlapci jsou stejni a vSechny divky jsou stejné. Deset
chlapcii a deset divek postavime do fady — chlapec, divka, chlapec, ... . Zbyvaji dvé

divky, kazdou musime umistit za nékterého chlapce (nezajima nas, jestli pfijde za nebo



pred divku, kterd uz je za timto chlapcem), chceme tedy sefadit dvé divky a deset
chlapci — tj. (122) moznosti. Dale musime umistit dvé mezery, pro kazdou mame 22
mist — tj. (224) moznosti.

Nyni si uvédomime, ze chlapci nejsou vsichni stejni, tedy to, co jsme dosud povazovali
za jedno rozesazeni, je ve skutecnosti 10! rozesazeni za vSechna mozné sefazeni chlapcii.
Podobné divky nejsou vSechny stejné, muzeme je sefadit 12! zpisoby. Jesté musime
ztotoznit vSechna otoceni kolotoce — vime, Ze na prvnim misté je chlapec, navic budeme
chtit, aby to byl jeden konkrétni z nich, pocet moznosti tedy musime vydélit deseti.

Celkovy pocet moznych rozesazeni je (122) . (224) <91 12!

5. ULOHA

Pokud k < n/2, chceme, aby pj bylo vétsi nebo rovno n/2 a naopak (podminka (x)),
pak bude vyraz nabyvat maxima. Jisté pro vSechny permutace, které spliiuji podminku
(%), nabyva vyraz ze zadani hodnoty

(PN R B R R )

(Pro ¢isla mensi nez n/2 je p, > n, mizeme tedy odstranit absolutni hodnoty, zameénit
pofadi clenti a dostaneme p; +p2 + -+ + plpj2) — 1 =2 —--- — [n/2], coz je piesné
vnitfek hranaté zavorky ve vyrazu (1). Pro éisla vétsi nez n/2 je p, < n a po odstranéni
absolutnich hodnot u téchto ¢lent opét dostaneme vnitfek hranaté zévorky.)

Dokazeme, Ze tato hodnota je maximalni. Vezméme si permutaci II, ktera nespliiuje
podminku (), tedy existuje k& < n/2 takové, Zze pj je mensi nez n/2, pak také musi
existovat [ > n/2 takové, Ze p; je vétsi nez n/2. Uvazujme permutaci II', kterou dosta-
neme zaménou py a p;. Pak jisté vyraz piislusny k permutaci II' bude vé&tsi neZ vyraz
prisludny k II. Dokazali jsme, Ze pro zddnou permutaci, ktera nespliiuje (x), neni vyraz
maximélni, odtud plyne, Ze pro permutace spliiujici (*) je vyraz maximalni.

Staéi spocitat pocet permutaci splitujicich (x) — je jich pro n sudé (%)!2 a pro n liché
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