4. jarni série

Téma: Finalni mySmas
Datum odeslani: 10. kvETNA 2010
1. ULOHA
Pro realna ¢isla a, b, ¢ plati
1 1 1 1
-+ -+-=

a b c a+b+c
Ukazte, ze vztah

11 1 1
an bn Cn - an Jr bn + CTL
(a) neplati pro zadné n sudé, (2 BODY)
(b) plati pro kazdé n liché. (3 BODY)
2. ULOHA

(a) Urcete v8echny dvojice pfirozenych ¢isel z a y, pro néz je
47 4 4v

&tvercem. ! (2 BODY)

(b)  Urcete vSechny trojice pfirozenych ¢isel z, y, z, pro néz je
4% 4 4Y + 47
¢tvercem. 3 BODY
(

3. ULOHA

(a) Savlik dostal od Kuby rovnostranny trojihelnik o strané 47 rozdéleny na 472 shodnjch
rovnostrannych trojihelni¢kt. Nestastnou nadhodou se vSak t¥i rohové trojuhelnicky odlouply.
Dokaze Savlik vydlazdit vznikly obrazec kosoétverci o strané 1 a jednom vnitinim thlu 60°?

(2 BODY)
(b) Kuba dostal od Savlika pravidelny sestitithelnik o strané n. Pjéil si Savlikovy kosoétverce a
cely Sestithelnik jimi vydlazdil. Vsiml si, ze kosoctverce muze rozdélit do tii skupin podle toho,
jak jsou v Sestithelniku natocené. Dokazte, ze v kazdé skupiné musi byt stejny pocet kosoctvercu.

(3 BODY)

4. ULOHA

(a) Je dén pravouhly lichobéznik ABCD (BC || AD, |[<ABC| = 90°) a uvnitf tsecky AB bod
M takovy, ze |[<CMD| = 90°. Ukazte, ze kolmice na M D vedend bodem A, kolmice na MC
vedend bodem B a pfimka C'D prochézeji jednim bodem. (2 BODY)

LCtverec je v matematice také druhd mocnina piirozeného ¢&isla. Nulu za pfirozené ¢islo
nepovazujeme.



(b) Je dan trojihelnik ABC a uvniti tsecky BC bod D. KruZnice k se stiedem K, jez mé
vnitini dotyk s kruznici opsanou ABC, se dotyka tsecek AD a BD postupné v bodech P a Q.
Podobné kruznice ! se stfedem L ma vnitini dotyk s kruznici opsanou a dotyka se tsecek AD,
DC postupné v bodech R a S. Ukazte, ze pfimky KL, PQ a RS vSechny prochézeji stfedem

kruznice vepsané ABC. (3 BODY)
5. ULOHA

(a) Rozhodnéte, zda lze obarvit mfizové body? roviny dvéma barvami tak, aby zadné dva body
o vzdalenosti 5 nemély stejnou barvu. (2 BODY)
(b) Rozhodnéte, pro kterd pfirozena &isla n lze obarvit m¥iZzové body roviny dvéma barvami
tak, aby zddné dva body o vzdalenosti n nemély stejnou barvu. (3 BODY)
6. ULOHA

(a) Naleznéte vSechny dvojice p¥irozenych éisel (z,y), které jsou feSenim rovnice

1 2010
z+2009  y+42010
(2 BODY)
(b) Pro redlnd ¢&isla z1, z2,. .., Ty, vyfeste soustavu rovnic
_ 2
T2 — 2T1 = T227,
xr3 — 2x0 = ngl‘%,
_ 2
T1 — 2T = 212,
(3 BODY)

7. ULOHA
(a) Rozhodnéte, zda je néasledujici tvrzeni pravdivé: kdykoliv je prostor rozfezan na jednotkové
krychle, kazda krychle sdili celou svou sténu s alesponi jednou jinou. (2 BODY)

(b) Ukazte, Ze existuje 2010 konvexnich mnohostént, které dokdzeme rozmistit do prostoru
tak, ze se kazdé dva dotykaji, ale pritom zaddné tii nemaji spole¢ny bod. (3 BODY)

Reseni 4. jarni série

1. tloha
Pro realna cisla a, b, ¢ plati
1
a b + ¢ a+b+c

Ukazte, ze vztah
1 1 1 1

an bn cn - an+bn+cn

2To jsou body s celoéiselnymi soufadnicemi.



(a) mneplati pro zddné n sudé,

(b) plati pro kazdé n liché.

Ze zadani vidime, ze Cisla a, b, ¢ musi byt rizna od nuly.
(a) Piedpokladejme podle zadéani, Ze n je sudé. Pro libovolné nenulové redlné éislo r tak plati,

ze r"™ > 0, a je tedy
1

—_> —
a” = (a® 4+ b" +cn)
Pokud k levé strané nerovnosti pficteme dalsi dva kladné ¢leny (1/b™ a 1/c™), uréité nenastane
rovnost. Tim jsme ukézali, Ze vztah neplati pro zadné sudé n.
(b)  Vynésobme rovnost
L1
a b ¢ (a+b+c)

jmenovateli, abychom se zbavili zlomkt. Dostaneme tvar
3abe + ab? + a?b + ac® 4+ a’c + bc? + b%c = abc,

ktery upravime na
2abc + ab® + a?b + ac® + a%c + be? 4+ b2c = 0.

Z n&j vytkneme vyraz (a 4+ b) a nasledné i (a + ¢):

(a+0b)- (bc+ 2 +ac+ab) =0,
(a+b)-(at+c) - (b+¢c)=0.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je alespon jedna zavorka rovna nule. Vyraz je symetricky,

tedy at je to bez jmy na obecnosti prvni zdvorka: a = —b. Obdobné upravme i rovnost
1 n 1 n 1 1
an bn cn - ((l" + b 4 C”)
do tvaru
(@™ 4+0b")-(a™ 4+ ™) - (" + ") =0.
Z ngj ihned vidime, Ze pro liché n je pfi pfedpokladu a = —b zévorka (a™ + b™) nulova.

Dokazovana rovnost tedy plati.

2. dloha

(a) Urcete v8echny dvojice pfirozenych &isel z a y, pro néz je
47 4 4v

3

ctvercem.

3Ctverec je v matematice také druha mocnina pfirozeného &isla. Nulu za piirozené &islo
nepovazujeme.



(b)  Uréete vSechny trojice pfirozenych ¢isel z, y, z, pro néz je
4% 4 4Y + 47

¢tvercem.

(a)

Podla Radka Marcinu:
Mozeme predpokladat, ze z > y. Oznaéme p = z — y, kde p je celé nezaporné ¢islo. Potom

47 449 = (2¥)% (4P +1).

Uvedomme si, ze ak Svorec vydelime $tvorcom, dostaneme opét stvorec. Takze 4P + 1 musi
byt stvorec, kedZe sme povodny vyraz vydelili virazom (2¥)2. Lenze 4 + 1 nemoze byt tvorcom,
pretoze sa nachadza medzi dvoma za sebou idacimi Stvorcami:

(2P) =P < 4P 41 <4P 4227 41 = (2P +1)°.

Uloha teda nem4 rieSenie.
(b)
Podle Mirka Olsaka:
Postupujme podobné jako v ¢asti (a). Nejdiive BUNO piedpokladejme, %e x > y > z. Oznaéme
p=x—zaq=y—z Zjevné p > q, p,q jsou celd nezdporna ¢isla a plati
47 +4Y + 47 =47 (4P + 49 +1).
Staci zjistit, kdy je V' = 4P + 49 + 1 ¢étverec. Pokud by ¢ bylo rovno nule, pak by

(2P)2 =42 <V =(2P)2 + 141 < (2P + 1),

takze ddle m&jme p,q € N. Je tedy jednak V lichy a jednak V > 9. Upravme (a € N)

4P 447 +1 = (2a+1)2,

4P + 4941 =4a% +4a + 1,

4971 (4P=9 1 1) = a(a + 1). Q)
Cisla a a a + 1 jsou nesoudélna, takze staci rozebrat dva piipady.

(i) Pokud 497 !|a, oznaéme a = b- 4971, Po dosazeni do () ziskdme

4P~ = 497192 4 p— 1.

Pravou stranu odhadneme dvéma sousednimi ¢tverci jako

(2971)2 <4972 £ b —1 < (29710 4+ 1)2,

kde rovnost v prvni nerovnosti nastava jen pro b = 1.

Je-li b =1, pak musi byt 4794+ 1 =a+ 1, a tedy p — g = ¢ — 1. Tomu odpovidaji trojice
tvaru (z,y,2) = (2t — u — 1,¢,u), kde t > u. VSechny trojice tohoto tvaru jsou zaroven fesenim
tlohy, nebot

42t7u71 + 4t +4u — (22t7u71 + 2u)2.



(ii) Pokud 497 !|a + 1, ozna¢me analogicky a + 1 = b- 4971, ¢im# s pomoci (V) ziskdme

4P~9 = 49712 —p— 1.

Pravou stranu se opét pokusime odhadnout sousednimi ¢tverci. Je-li b > 3, pak funguji odhady

(2971 —1)2 = 497192 —29b 4 1 < 477102 — b — 1 < (2¢711)2

a zadné feSeni nedostavame.

Je-li b = 2, mélo by platit 4P~9 = 49 — 3, coz je mozné jen v pripadé p = q,q = 1, ktery uz je
ovSem zahrnuty v bodé (i).

Koneéné je-li b = 1, mélo by platit 4P~ = 491 — 2, coz ale neplati nikdy, nebot zadné dvé
mocniny ¢tyrky se nelisi o dvojku.

Vsechna feSeni ulohy jsou tvaru (z,y,z) = (2t — u — 1,t,u), kde ¢ > wu, plus FeSeni, ktera
ziskdme preuspofadanim proménnych z,y, z.

3. uloha

(a) Savlik dostal od Kuby rovnostranny trojihelnik o strané 47 rozdéleny na 472 shodnych
rovnostrannych trojihelnickt. Nestastnou nadhodou se vSak t¥i rohové trojuhelnicky odlouply.
Dokaze Savlik vydlazdit vznikly obrazec kosoétverci o strané 1 a jednom vnitinim thlu 60°?

(b) Kuba dostal od Savlika pravidelny Sestitihelnik o strané n. P1jéil si Savlikovy kosoétverce a
cely Sestithelnik jimi vydlazdil. Vsiml si, ze kosoc¢tverce muze rozdélit do t¥i skupin podle toho,
jak jsou v Sestitthelniku natocené. Dokazte, ze v kazdé skupiné musi byt stejny pocet kosoctvercu.

Uvedomme si, Ze kosos$tvorce, ktorymi dlazdime, musia byt zarovnané do trojuholnikovej
mriezky so stranou 1 (v ktorej st zarovnané aj nase dlazdené utvary).* Tym padom jeden ko-
sostvorec pokryje vzdy dva trojuholniky z tejto siete.

(a)  Trojuholnicky poévodného trojuholnika ofarbime Sachovnicovo, s éiernou farbou v rohu.
V kazdom riadku je o jeden Cierny trojuholnicek viac, takze celkovo je Ciernych viac o 47. Po
odlupnuti troch rohovych ich teda bude o 44 viac. LenZe kazdy kosoStvorec pokryje jeden biely
a jeden ¢ierny trojuholnicek, takze ak by sa dal obrazec vydlazdit, muselo by ich byt rovnako. A
to nie je pravda, takze Savlik obrazec vydlazdif nedokaze.

(b) Riesenie podla Miska: Natoé¢im si Ssestuholnik ako na obrazku a zameriam sa na jeden
dielik jeho spodnej strany. Dokézem z neho jednoznac¢ne viest cestu po kosostvorcoch tak, ze sa

4To sa da dokazat napr. indukciou. Naznak dékazu: V kazdom kroku si vyberieme nejaky
vrchol dldzdeného mnohouholnika. Ten musi byt pokryty nejakym kosoStvorcom ktory prilieha
k strane mnohouholnika. Musi byt teda zarovnany do mriezky a po jeho odobrati dostaneme
mnohouholnik s mensim obsahom, pre ktory pouzijeme induk¢ény predpoklad.



napojim vzdy na hranu rovnobeznii s pévodnou stranou. Nutne teda musim skoncit v jednom
dieliku hornej strany.

Z kazdého dielika spodnej strany viem viest prave jednu cestu a kazdy kosostvorec, ktory ma
aspon jednu hranu rovnobeznd s touto stranou, musi v nejakej ceste byt (ind¢ by som z neho
mohol viest cestu, ktora nema kde skoncif). Teda viem spoéitat ich pocet — je to dizka strany
krat pocet riadkov, &ize n x 2n = 2n2.

Takto som spocital vsetky kosostvorce okrem tych orientovanych zvislo, ktorych musi byt
zvysny pocéet n?. Zopakovanim postupu pre ostatné strany zistime, ze z kazdého typu musi byt
kosostvorcov rovnako.

RieSenie podla Mirka Olsdka: Ohodnofme policka sestuholnika podla obrazka, t.j. ¢ierne
trojuholniky v r-tom riadku budd mat &islo r a biele ¢éislo —r. Ked teraz do mriezky umiest-
nime zvislo orientovany kosostvorec, zakryje policka so siétom 1 a kosoStvorce ostatnych typov
zakryja sucet 0. Z toho vyplyva, zZe sucet Cisel je pocet zvislych kosostvorcov. Otacanim tohoto
ohodnotenia vSak pomocou rovnakej vahy zistime, Ze aj kosostvorcov ostatnych typov musi byt
ten isty pocet.

RieSenie podla LukaSe Zaviela: Vsimnime si, Ze kazdy zvisly kosoStvorec pretina prave
jednu vodorovnu ¢iaru a iné kosostvorce vodorovné ¢iary nepretinaju. Pre m-ta ¢iaru od kraja
(m < n) spocitame, kolko kosostvorcov ju pretina. (Na obr. je m = 2.)

Ofarbime trojuholnicky ako na obrazku. V kazdom riadku je o jeden biely trojuholnicek viac
nez Ciernych, takze pod m-tou ¢iarou je ich o m viac. Kazdy kosostvorec, ktory nepretina m-ta
¢iaru pokryje jeden Cierny a jeden biely trojuholnicek, zatial ¢o pretinajici kosostvorec pokryje
len jeden biely.

Z toho vyplyva, ze m-tu ¢iaru pretina prave m zvislych koso$tvorcov a ich celkovy pocet vieme
zistit su¢tom cez vsetky vodorovné Giary. Rovnaky pocet musime dostat aj pre ostatné typy ked
avahu prevedieme pre otoceny Sestuholnik.



4. uloha

(a) Je dén pravouhly lichobéznik ABCD (BC || AD, |[<ABC| = 90°) a uvniti tsecky AB bod
M takovy, ze |[<CMD| = 90°. Ukazte, ze kolmice na M D vedend bodem A, kolmice na MC
vedena bodem B a ptfimka CD prochézeji jednim bodem.

(b) Je dan trojihelnik ABC a uvniti usecky BC bod D. Kruznice k se stfedem K, jez ma
vnitini dotyk s kruznici opsanou ABC, se dotyka tse¢ek AD a BD postupné v bodech P a Q.
Podobné kruznice ! se stfedem L ma vnitini dotyk s kruznici opsanou a dotyka se tsecek AD,
DC postupné v bodech R a S. Ukazte, ze pfimky KL, PQ a RS vSechny prochézeji stfedem
kruznice vepsané ABC.

(a) Podle Davida Votavy:

Oznac¢me R prisecik tsecky M D a kolmice na ni z bodu A a podobné ozna¢me S prusecik MC
a kolmice z bodu B. Déle necht tyto kolmice protnou tsecku CD postupné v bodech X1, Xs.
Ukazeme, ze body X1, X2 déli stranu CD ve stejném poméru, ¢imz bude tvrzeni (a) dokdzano.

C

A M B

Ozna¢me |[<ADM| = a. Pak |[<DMA| = 90° — o, |[<BMC| = 180° — 90° — (90° — o) = ¢
a |[<MCB| =90° — «, takze trojuhelniky M AD a CBM jsou podobné. Vysky z odpovidajicich
si vrcholit podobnych trojuhelniki déli protéjsi stranu ve stejném pomeéru, takze |DR|: |[RM| =
=|MS|:|SC|.

Jelikoz RX1 je rovnobéznd s MC (obé jsou kolmé na DM), plati |[DX1]| : | X1C| = |DR| :
|RM|. Obdobné ukézeme i rovnost |DX2| : | X2C| = |M S| : |SC|. Celkem tedy

IDX1| _ |DR| _ |MS| _ |DX|
|[X1C|  |RM]| |SC| | X2C|

a jsme hotovi.
(b) Prvni &ast reSeni — dil¢i problémy, pFiprava.

Nejdfiv si uvédomime, Ze jsme v &&sti (a) ukdzali, ze piimky KL, PQ a RS prochézeji jed-
nim bodem. Staéi pfejmenovat body @, S, L, K, D na A, B,C, D, M. Ctyithelnik QSLK je totiz
pravothly lichobéznik, pro thel KDL plati |[<KDL| = |<KDA| + |[<ADL| = %(|<IBDA| +



+ |[<ADC|) = 90° a QP resp. SR jsou skute¢né kolmé na DK resp. DL.

Zbyva tedy dokazat, ze onim spole¢nym prusecikem je stfed kruznice vepsané trojuhelniku
ABC (ozna¢me ho I). K tomu bude stacit, ukdzeme-li, ze I lezi na pfimce RS (shodnymi argu-
menty bychom ukazali, ze I lezi i na PQ). Nez se do toho dame, pfipomeneme si dvé tvrzeni:

Tvrzeni 1. V trojihelniku ABC' protind osa dhlu o kruznici opsanou v bodé S. Oznaéime-li
I stied kruznice vepsané trojithelniku ABC, pak plati |SB| = |SC| = |S1|.

Dikaz. Obloukiim SB, SC pfislusi stejné velké obvodové thly %a, takze jsou tyto oblouky
stejné dlouhé, a tedy |SB| = |SC|. Vyjadfeme nyni velikosti vnitinich ahlé v trojahelniku SCI.
Plati |[<SIC| = |[<SAC|+ |<ACI| = ta+ iv a |<ICS| = |<ICB| + [<BCS| = 17+ L0, takie
trojuhelnik SIC je rovnoramenny a |SC| = |SI|.




Tvrzeni 2.  Necht kruznice | a w maji vnitini dotyk v bodé T. Na kruznici w lezi body B,C
tak, ze usecka BC je te¢nou kruznice | v bodé S. Pak primka T'S je osou thlu BTC, a tedy

proting kruznici w ve stiedu oblouku BC'. Oznacime-li tento stfed oblouku pismenem S, pak
navic plati |SS| - |ST| = |SC|?.

Diikaz. BUNO bud tsetka BC vodorovna a kruznice [ ,nad“ ni. Uvazme stejnolehlost se stfedem
T prevadgjici I na w. V této stejnolehlosti se zobrazi ,dolni bod“ kruznice [ (tj. bod S) na ,dolni
bod* kruznice w. Timto ,dolnim bodem* kruznice w je ale stfed oblouku BC' a prvni ¢ast tvrzeni
je dokazana.

Pro ditkaz druhé &asti vyuzijeme toho, ze |[<BCS| = |<BTS| = |<STC]|, takze trojihelniky
SSC a SCT se shoduji ve dvou vnitinich uhlech, a jsou tedy podobné. Podobnost |SS| : |SC| =
=|SC| : |ST| miZeme zapsat i jako rovnost soucinti |SS| - |ST| = |SC|?.

Druha ¢ast feSeni — preformulovani na tlohu o rovnosti dvou uhla.

Oznaéme w kruznici opsanou trojuhelniku ABC, déale T bod dotyku kruznic [ a w, Ag druhy
prise¢ik pfimky AD a kruZnice w a nakonec R, S obrazy bodu R, S ve stejnolehlosti, ktera zobrazi
I na w. Diky Twrzeni 2. jsou body R resp. S stiedy oblouktt AAg resp. BC' a diky stejnolehlosti
je RS rovnobéiné s RS. Ozna¢me jesté pismenem J pruseéik ptimek AS a RS. Pokud ukézeme,
ze J je ve skute¢nosti I (tj. stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC'), vyhrajeme.



Bod J urcité lezi na ose thlu « (to je pfimka AS') Zbyvé dokézat, ze na této ose lezi ,spravné
daleko“. Podle Twrzeni 1. tak musime ukézat shodu délek |SJ| = |SC|. Jelikoz plati |SC|? =
= |8S| - |ST)|, stadi ukazat |SJ|? = |SS|-|ST|.

Piedstavme si v obrazku na okamzik kruznici opsanou trojuhelniku JST. Souéin |SS| - |ST)|
vyjadfuje mocnost bodu S k této kruznici. Rovnost v kyZeném vztahu tedy nastane pravé tehdy,
bude-li pfimka SJ te¢nou této kruznice. Z Véty o obvodovém a dsekovém uhlu ndm k tomu
postadi, ukdzeme-li, ze |<JT'S| = |<SJS|.5

Tim jsme tézkou tlohu zdarné pfevedli na tvrzeni o shodnosti dvou uhld.

Treti ¢ast FeSeni — finalni Gtok.
Uhel $JS umime po obrazku pienést na nékolik dalsich mist. Z vrcholovych thlid, rovnobéznosti
a obvodovych thld mame postupné

|<SJS| = |<AJR| = |<ASR| = |<ATR].

Krom faktu, ze thel SJS odpovida na kruznici w oblouku délky RA, si viimneme jesté toho,
7e tsecka RA je z bodt J a T vidét pod stejnym tihlem. Ctyithelnik ARJT je tedy tétivovy.
Pomoci tohoto zjisténi vyjadiime

|<JTS| = |<RTS| — |<RTJ| = |<RTS| — |[<RAJ| = |<RAS| — |<AgAS| = |<RAAg|.

Jelikoz bod R je diky Twrzeni 2. stied oblouku AAg, maji thly ATR a RAAg stejnou velikost,
tedy i thly SJS a JST maji stejnou velikost, pfimka SJ je skuteéné teénou kruznice opsané
trojuhelniku JST, a jelikoz |SJ|? = |SS| - |ST| = |SC|? = |SI|?, plyne z toho, Ze bod J nejenze

5 Alternativné si miizeme uvédomit, ze pokud dokazeme rovnost |<JT'S| = |<SJ S|, pak budou
trojuhelniky JT'S a SJS podobné podle véty wu. Z této podobnosti viak jiz vaztah |SJ|2 =
=|38| - |ST| plyne bezprostiedné.



lezi (stejné jako I') na ose uhlu «, ale ma od bodu S i naprosto stejnou vzdalenost. Bod J je tedy
stfedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC, ktery tim paddem lezi na pfimce RS. Analogicky
bychom ukézali, ze I lezi i na pfimce PQ, a anzto z ¢asti (a) vime, ze pfimky KL, PQ a RS se
protinaji v jednom bodé¢, je timto bodem uz nutné bod I.

5. lloha

(a) Rozhodnéte, zda lze obarvit miizové body® roviny dvéma barvami tak, aby zadné dva body
o vzdalenosti 5 nemély stejnou barvu.

(b) Rozhodnéte, pro kterd pfirozena &isla n lze obarvit m¥izové body roviny dvéma barvami
tak, aby zadné dva body o vzdalenosti n nemély stejnou barvu.

(a) Dokézeme, ze Sachovnicové obarveni bodi ma pozadovanou vlastnost. Staci uvazit, které
miizové body maji od néjakého bodu [z,y] vzdélenost 5: jednak to jsou ty, které maji jednu
umisténim — [z £ 3,y £ 4] a [z + 4,y + 3]. Snadno ovéfime, Ze pfi Sachovnicovém obarveni maji
vSechny tyto body jinou barvu nez bod [z, y].

(b) Nejprve ukadzeme, ze pro lichd n postacuje stejné jako v p¥ipadu (a) Sachovnicové obarveni.
Zvolme si libovolné néktery z miiZovych bodi (déle ho budeme znacit B) a BUNO piedpo-
kladejme, Ze je obarveny bilou barvou. Body, maji jednu soufadnici stejnou jako B a jsou ve
vzdélenosti n, jsou ziejmé cerné. Podivejme se, jak je to s ostatnimi body — nechf ngjaky dalsi
bod C lezi ve vzdalenosti n od B, jeho vzdalenost od B ve vodorovném sméru je x a ve svislém
sméru y (z,y € N). Podle Pythagorovy véty plati #2 +y2 = n2. Jelikoz je n liché, musi byt jedno
z &isel x, y liché a jedno sudé (v ostatnich ptipadech by bylo 22 +y2? = n? sudé, a tedy i n sudé).

Uvazujme nyni nasledovné: pokud bychom se chtéli ,,pfesunout z B do C' pouze po mfizovych
bodech po co nejkratsi cesté, potfebovali bychom na to z + y krok (krokem se mysli pfesun
na sousedni miizovy bod). P¥i kazdém kroku se (diky Sachovnicovému obarveni) zméni barva
bodu, na kterém se nachazime. Je patrné, Ze po sudém poctu kroku se dostaneme vzdy na bod
se stejnou barvou, jako byl ten vychozi, oproti tomu po lichém poctu krokt se dostaneme na bod
s jinou barvou. Protoze je x 4 y liché ¢islo, dostaneme se po = + y krocich z B vzdy do ¢erného
bodu, C tedy musi byt c¢erny bod. VSechny body o vzdalenosti n od bodu B jsou tedy ¢erné, coz
se mélo dokazat.

Nyni se zaméfime na suda n. Nejprve si dokdzeme drobné pomocné tvrzeni.

Lemma. Necht je piirozené éislo c délitelné éislem 2F (k € N) a existuji takové piirozena ¢isla
a,b, 7e plati a? 4+ b2 = 2. Pak a i b jsou délitelna 2.

Dikaz. Budeme postupovat indukci podle k. Pro k = 1 rozebereme mozné pripady. Pokud by
bylo pravé jedno z &isel a, b liché, bylo by a2 + b2 liché — spor. Pokud by byla obé &isla licha, mél
by soucet a? + b2 zbytek 2 po déleni 4 — spor s tim, ze ¢? je délitelné 4. Musi tedy byt a i b sudé.
Nyni ptedpokladejme, Ze lemma plati pro k a ze 25t1! | c. Zavedeme @ = a/2, b= b/2,¢=1c/2
(a,b, ¢ sudé podle lemmatu pro k = 1). Tato &sla spliuji @2 + b2 = & a jelikoz je 2 | &, podle
indukéniho ptredpokladu plati také 2% | @ a 2% | b, takze 2~+1 | a a 2k*1 | b, ¢imz jsme hotovi.

Toto lemma nam uz napovidd, jak bude vypadat obarveni pro sud4 n. Necht je k nejvétsi
pfirozené &islo takové, ze 2% déli n. Pouzijeme opét Sachovnicové obarveni, ovem tentokrat

6To jsou body s celoéiselnymi soufadnicemi.



nebudou jednobarevna ,policka® odpovidat jednotlivim bodtm, ale celym &tverctim 2F x 2%
bodu jako na obrazku:

k
r‘—L\
se0000000000
eeeec0000000
eeeecc000000
0006506006000
lolofolcl ¥ X X Fc¥oRolcy
000080080000
000000880000
©00000880000
00900000 eee
s00000000000
e000000000 00
eseeeccoce0ee

Ovéfime, ze takovéto obarveni vyhovuje zadani. Zvolme si opét libovolny (bily) bod B a
uvazme né€jaky bod C, jehoz vzdélenost od B je n. Maji-li B a C jednu soufadnici stejnou, je véc
jasna. Jinak necht x, resp. y znaci vzdéalenost C od B ve vodorovném, resp. svislém sméru. Plati
22 + 92 = n? a podle lemmatu také 2¥ | z, 2% | y. Oznadime 7 = n/2F, & = /2%, § = y/2%.
Protoze je 7 liché a &2 + §2 = 712, je jedno z &isel &, 7 liché a jedno sudé.

Zopakujeme argument s ,pfesouvanim“ — tentokrat vsak bude jeden krok odpovidat posunu
o délce 2% ve svislém nebo vodorovném sméru. Takovymito kroky se miizeme dostat z B do C,
protoze x i y jsou nasobky 2%. Déle se pii kazdém takovémto kroku zméni barva bodu, ve kterém
se aktualné nachézime, jelikoz se pfesuneme z jednoho &tverce 2% x 25 do sousedniho. Celkem
takovychto kroku budeme potfebovat & 4 ¢, coz je liché ¢islo, bod C' tedy musi byt cerny, coz
bylo dokéazat.

6. iloha

(a) Naleznéte vSechny dvojice pfirozenych éisel (z,y), které jsou FeSenim rovnice

1 2010
z 42009  y+2010

(b) Pro realna &isla z1,x2,. .., z, vyFeste soustavu rovnic
_ 2
T2 — 2T1 = X227,

xr3 — 2x0 = $3LE%,

xr1 — 2Tn = mlzi.



(a) Rovnicu
1 2010

T +2009 ' y+2010

si prenasobime menovatelmi a upravime na tvar
y(z + 2008) = 2010.

Nakolko z,y € N, jediné pripustné rieSenie je y = 1, z ¢oho dordtame z = 2.
(b) Rovnice
Tip1 — 2T = 127
si upravime do tvaru
zip1(1 —22) = 221,

Pre x; = +£1 dostavame 0 = +2, ¢o zjavne neplati. V ostatnych pripadoch teda moézeme
rovnicu vydelit 1 — x?, ¢im prichddzame k analdgii suc¢tového vzorca pre tangens:

2x; 2tgy
12 — tg(2y) =3 T 5

2 1—tg2y

Ti+1 = 1_2

Zvolme teraz pevné z1 a vyberme pren y € R\ {%}, k € Z, aby bolo z; = tgy. Potom
pre x2 plati

2x 2t .
T = ! 5 = 7gy2 = tg(2y) a dalej analogicky ziy1 = tg(2'y)
1—z7 1—-tg2y
pre i € {2,...,n}, priom znacime z,41 = z1. Dopracovali sme sa tym k vztahu

tgy =1 = Tnt1 = tg(2"y),

z ktorého vidime nutni podmienku

y+z-7m=2"y, z €7, ktort prepiSeme na y= gi : Wl, z € Z.
Este je potrebné zarucit z; = tg(2°1y) # +1,i € {1,...,n}, o ale s y = 557 plati vidy:
i1 2T i1 2T (2k+ 1)
tg(201 +1 = 2i-1
s ) # 17 1
= 2itly £ (2™ — 1)(2k + 1).
Pokial je teda splnené
z-T o
y = pre nejaké z € Z,

tak &isla z; = tg(2°~1y) vyhovuji stistave zo zadania (to plynie spitne zo zvoleného postupu) a
su hladanymi rieseniami.



7. Gloha

(a) Rozhodnéte, zda je néasledujici tvrzeni pravdivé: kdykoliv je prostor rozfezan na jednotkové
krychle, kazda krychle sdili celou svou sténu s alespon jednou jinou.

(b) Ukazte, ze existuje 2010 konvexnich mnohostént, které dokdzeme rozmistit do prostoru
tak, ze se kazdé dva dotykaji, ale pfitom zadné tfi nemaji spolec¢ny bod.

(a) Ukézeme si protipriklad ktorym dokazeme, Ze tvrdenie neplati. Najprv standardne rozre-
Zeme priestor identickymi kockami s hranami dizky 1, teda kazd4a kocka susedi s Siestimi kockami.
Vyberieme si jednu fubovolnii kocku K, ktorej stred bude stred suradnic. Z nej vychadzaju osi
x, Yy, z, ktoré st rovnobezné s hranami kociek. Vsetky kocky, ktoré lezia v rovine zy, okrem tych,
ktoré lezia na priamke x, posunieme o pol dlzky v smere osi x. Potom tie, ktoré lezia v rovine
yz, okrem tych, ktoré lezia na priamke gy, posunieme o pol dizky v smere y a nakoniec tie, ktoré
lezia v rovine zz, okrem tych ktoré lezia na priamke z, posunieme o pol dizky v smere z. Priestor
ostane rozrezany a pritom kocka K nemé celt spolo¢nu stenu zo ziadnou kockou.

(b) Ulohu vyfesime pro konvexni mnohotihelniky, které se budou kazdy s kazdym dotykat
v jednom bodé. Potfebné mnohostény z nich poté vyrobime pfidanim vrcholu velmi blizko mno-
hothelniku a doplnénim na jehlan. Pro prehlednost podédvame tlohu v nékolika krocich.

Konstrukce pfimek: Nejprve zkonstruujeme pohled na mnohothelniky ,shora“. Vezmeme
kruznici a dotkneme se ji prvni pfimkou. Poté se kruznice dotkneme o 0,001° oto¢enou druhou
pfimkou. Nasledné pfilepime tfeti pfimku, otocenou o dalsi 0,001°. Takto postupné zkonstruu-
jeme 2010 primek, z nichz se kazdé dvé protinaji, ale zadné tfi se neprotinaji v jednom bodé.
Pohledte na obréazek.

Nasleduje stvofeni samotnych mnohothelniku.

Transformace pfimek do prostoru: Umistéme nyni vytvofenou kompozici pfimek do
prostoru tak, aby byly vSechny vodorovné. Smazme kruznici a vyzna¢me jesté na kazdé primce
fixou pruseciky s ostatnimi pfimkami. Uvazujme malé kladné . Pfimky budeme ted posouvat i
s vyznacenymi polohami prasecikt. Prvni pfimku ponechme na misté. Druhou pfimku posunime
vertikalné dolt o vzdalenost 1. T¥eti pfimku posuiime dol o vzdalenost 1 + . Ctvrtou o vzda-
lenost 1 + & + 2, patou o 1 + ¢ + €2 + €3, atd. Po tomto posunu lezi fixou vyznaéné body po
dvojicich nad sebou.

N~y

Mnohothelniky jako konvexni obaly (nejtézsi krok): Za n-tou rovinu od ted pova-
zujme svislou rovinu, ktera obsahuje n-tou pfimku. n-ty mnohothelnik zkonstruujeme jako kon-
vexni obal téch fixou vyznacenych bodt v n-té roviné, které jsou na a pod n-tou pfimkou. Tento
krok je dulezity, proto konkrétné a podrobnéji: Za prvni mnohothelnik tak vezmeme konvexni
obal v8ech fixou vyznacenych bodu lezicich v 1. svislé roviné. Za druhy mnohothelnik vezmeme
obal vSech omalovanych bodu ve vertikalni roviné druhé pfimky, kromé nejvyse polozeného bodu,
ktery lezi nad ni.



1. rovina 2. rovina

(svisld rovina obsahujici (svisld rovina obsahujici
prvoi piimku) druhou pifmku)
77777777 Lo o tusecka
o 1l »~ v prvnim
x ' | prvni 1 mnohothelniku
S X | ninohiothelnik
©o [ R & - © ° -
7777777 Lo I € i druhy
777777777777777 L g2y I 'mnohoihelnik
bod spole¢ny T -
s druhym druhd piimka

mnohotihelnikem

Za paty mnohouhelnik vezme body v roviné paté pfimky, které nejsou vyse, nez tato primka.
Tedy vSechny kromé ¢tyt bodu.

5. rovina

fez druhym mn.
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mnohoihelnikem
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I . paty mnohothelnik
péata primka , N

/
bod dotyku ¢tvrtého a
pateho mnohothelniku

Ukézku dalsich nékolika mnohothelnikt uz preskoé¢ime. 2009-ty mnohouhelnik bude trojuhel-
nikem — pod 2009-pfimkou totiz lezi pouze jediny fixou vyznaceny bod. Z nasi konstrukce by byl
2010-ty mnohouhelnik jen pfimkou, tak si ho protdhneme dolt na obdélnik (to mizeme, protoze
je pod nim uz misto).

Zkonstruovali jsme 2010 mnohothelnikd, ted je jesté potfeba ukazat, Ze maji potiebné vlast-
nosti.

Provedena konstrukce vyhovuje:

1. Kazdy mnohothelnik je konvexni: Brali jsme konvexni obaly bodu.

2. Zddné tri mnohothelniky se nedotykaji v jednom bodé: Kdyby se tfi mnohotihelniky
dotykaly v jednom bodé, tak by se musely v jednom bodé protinat i jejich priuméty pii pohledu
shora — nase na zacatku zkonstruované piimky. Zadné tii pfimky z prvotni kompozice piimek se
vSak v jednom bodé neprotinaji, takze se t¥i mnohotihelniky nemohou dotykat v jednom bodé.

3. Kazdé dva mnohothelniky maji spoleény alespon jeden bod (bod dotyku): Vezméme k-ty
a l-ty mnohothelnik, k& < [. Jestlize byl ptuvodni priisec¢ik k-té a I-té pfimky X, tak necht Xy



a X jsou body, které jsme na pfimkach nejprve vyznacili fixou jako prisecik X a pak rozpojili
pii vertikdlnim posunu piimek. [-t4 pfimka ma vyssi poradové cislo, je tedy nize a i bod X
je nize. Bod X je jednim z bodu v [-té roviné, navic na [-té pfimce, takze je obsazen v [-tém
mnohouhelniku. Bod X lezi ale i v k-té roviné, a to pod k-tou pfimkou, je tedy obsaZen i v k-tém
mnohouhelniku.

4. Kazdé dva mnohouhelniky maji spoleény prdvé jeden bod — dotykaji se. Podle Lemmatu
na konci feseni existuje pro kazdy z 2010 mnohothelnikt ¢islo € > 0 takové, ze mnohothelnik ob-
sahuje na hranici vSechny fixou vyznacené body, ze kterych byl vytvoren konvexnim obalem. Bez
ztraty kyticky predpokladejme, Ze jsme uz na zacatku zvolili to nejmensi € ze vSech vyhovujicich
€ od jednotlivych mnohothelniki. S timto € uz pro kazdy mnohothelnik lezi body, ke kterym je
konvexnim obalem, na jeho hranici. Pfejimaje znaceni a souvislosti k X; z predchoziho odstavce
lezi X; nutné na spodni hranici k-tého mnohotuhelniku a na horni hranici I-tého mnohothelniku.
Takze k-ty a l-ty mnohouhelnik nemohou mit zadny dalsi spoleény bod.

K dokonceni feseni tlohy udélame z mnohothelnikt mnohostény tak, ze ke kazdému mnoho-
Ghelniku umistime velmi blizko vrchol a doplnime ho na jehlan s velmi malou vyskou (takovou,
aby nezasahoval do ostatnich mnohothelniki).

Uz nasleduje pouze pouzité Lemma:

Lemma. V roviné s kartézskymi soufadnicemi at jsou xo, z1, ... , Tn body na ose z (v tomto
poradi). Potom existuje € > 0 takové, Ze je mnohouhelnik tvofeny body

["EO»OL [mlvl}v [m271+€]7 [$371+€+€2]7 R [xn71+_“+€n71}’ [zn,O}

konvexni, at uz byly vzdélenosti mezi body x; jakékoli.

Dikaz. Shlédnéme situaci tii po sobé jdoucich bod.

[Tivo,1+...+e1]

T Tit1 Tit2

Mnohotuhelnik bude konvexni, pravé kdyz bude v kazdé po sobé jdouci trojici prostfedni bod
nad spojnici téch krajnich. Pro konkrétni trojici z;, 41, ;42 to plati, pravé kdyz je sklon



spojnice prvnich dvou bodu vétsi nez sklon spojnice druhé dvojice (brano zleva doprava). To je
pravda, pravé kdyz
i gitl Tt — @
i+2 i+1 > e
Tifl —Ti  Tip2 — Tifl Tif1 — T4

Posledni nerovnost je pro volbu

1 Titro — T;
€= = min Zit2 T Fitl
2 ic{0,n—2} Tiy1 — T4
splnéna pro kazdou trojici x;, T;41, T;4+2, mnohouhelnik je se zvolenym e konvexni a lemma je
dokéazano.



