3. jarni série
Téma: Stereometrie

Datum odeslani: 12. pbuBNA 2010

1. ULOHA (3 BODY)
Hana si béhem psani bakalarky vyrobila ¢tyfstén, jehoz délky hran jsou celd ¢isla 1, 1, z, z, 3,
3. Cemu vSemu se muze rovnat x?

2. ULOHA (3 BODY)
Franta ma doma stil obdélnikového tvaru, kterému se zlomila jedna noha. Zméril si, ze zbylé tii
nohy maji délky 90cm, 95cm a 105cm (brano postupné po obvodu obdélniku). Jak velkou nohu
musi Franta vyrobit, aby se mu stil neviklal?

3. ULOHA (3 BODY)
Méjme krychli o hrané 1. Do ni jsou vepsany dvé koule se spole¢nym vnéjsim dotykem tak, ze
prvni se dotyka tii stén krychle a druhé se dotyka zbylych tfi stén krychle. Urcete vzdalenost
stfedt téchto kouli.

4. ULOHA (5 BODU)
Ctyfi body prostoru, shodou nahod vrcholy pravidelného ¢ty¥sténu, jsou obarveny zelenou bar-
vou. Al¢a zelenou miluje, proto v zdjmu estetiky obarvi i vSechny body, které lezi na pfimce

Jsou pak uz vSechny body prostoru zelené?

5. ULOHA (5 BODU)
Rozhodnéte, jestli je mozné polepit pravidelny ctyfstén nékolika shodnymi pravidelnymi Ses-
tithelnikovymi nalepkami tak, ze cely povrch ¢tyfsténu je polepen, ndalepky se neprekryvaji a
neodstavaji.

6. ULOHA (5 BODU)
Nékde na povrchu pravidelného ¢ty¥sténu se objevil snEk. Dokazte, ze existuje bod X (taktéz na
povrchu) takovy, Ze $nEk ma na vybér z minimalné t¥i rtznych nejkratsich cest, jak se do bodu
X dostat.

7. ULOHA (5 BODU)
Uvazujme (nepravidelny) éty¥boky jehlan, kterému lze vepsat kouli. Bod dotyku této koule s pod-
stavou ozna¢me P. Déle kolmé projekce bodu P na hrany podstavy nazvéme postupné P, Ps,
Ps3 a Py. Dokazte, ze ¢tyfahelnik P; Po P3Py je tétivovy.

8. ULOHA (5 BODU)
Méjme v prostoru dvé sféry! riiznych polomérti a bod A, ktery lezi na jejich priniku. Dokazte, Ze
existuje bod B s nasledujicimi vlastnostmi: Bod B nelezi na zadné z danych dvou sfér a navic pro
kazdou kruznici prochazejici body A a B, kterd protina sféry v dalsich bodech M a N (rtiznych
od A), plati |BM| = |BN|.

1Sféra je povrch koule.



Reseni 3. jarni série

1. tloha
Hana si béhem psani bakalarky vyrobila ¢tyfstén, jehoz délky hran jsou celd ¢isla 1, 1, z, x, 3,
3. Cemu viemu se muiZe rovnat =7

Pokud hrany o délkéich 1, 1 nesousedi, tak jsou naproti sobé a ¢tyfstén s hranami 1, 1, z, x, 3,
3 uz ma aspon jednu sténu tvorenou trojihelnikem se stranami 1, z, 3. Podle trojuhelnikovych
nerovnosti v trojuhelniku 1, x, 3 je

1+z>3 a r<3+1,

coz dava jedinou moznost x = 3.

Ukazme, ze hrany 1, 1 skutec¢né nemohou sousedit. Kdyby totiz sousedily, tak by nutné ohra-
nic¢ovaly trojtahelnik 1, 1, x a bylo by x = 1 (opét z trojihelnikové nerovnosti). N4s éty¥stén by
mél hrany 1, 1, 1, 1, 3, 3 a néjakou jeho trojihelnikovou sténu by ohranicovaly hrany 1, 1, 3, coz
by neslo, a tim bychom dostali spor.

Jesté bychom méli zminit, ze ¢tyfstén s délkami hran 1, 1, 3, 3, 3, 3 skute¢né existuje a jeho
stény jsou tvofeny trojuhelniky 1, 3, 3.

2. tloha

Franta ma doma stul obdélnikového tvaru, kterému se zlomila jedna noha. Zméril si, ze zbylé tii
nohy maji délky 90cm, 95cm a 105cm (brano postupné po obvodu obdélniku). Jak velkou nohu
musi Franta vyrobit, aby se mu stal neviklal?

Stul si obratime vzhiru nohama, aby se na néj 1épe koukalo. Rohy desky si oznac¢ime A, B, C, D
a odpovidajici konce nohou A’, B’,C’, D’ tak, aby |AA’| =90, |BB’| = 95, |CC’| =105 a |DD’|
hledame.
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Aby se sttil neviklal, musi body A’, B’,C’, D’ leZet v jedné roviné. Priise¢ik A’C’ a B’'D’
oznatime E’ a priise¢ik AC a BD oznad¢ime E. EE’ je priseénice rovin ACC’ a BDD', tim
padem je kolméa na desku stolu.

Podivejme se na lichob&znik ACC’A’: EE’ je rovnobézna s AA’ i s CC’, navic |AE| = |EC|
(ABCD je obdélnik), takze EFE’ je stfedni pticka lichob&znika AC'C’A’. Obdobné se ukaze, Ze
je i stfedni piickou lichob&znika BDD’B’. Diky tomu mtZeme dvakrat pouzit vzorec pro délku
stredni pricky:
|[AA'|+|CC'| _ |BB'|+|DD’|

2 2

Po dosazeni vyjde |DD’| = 100 a Frantovi fekneme, Ze pot¥ebuje nohu dlouhou 100 cm.

|EE'| =

3. tloha

Meéjme krychli o hrané 1. Do ni jsou vepsany dvé koule se spole¢nym vnéjsim dotykem tak, ze
prvni se dotyka tfi stén krychle a druhd se dotyka zbylych tfi stén krychle. Urcete vzdélenost
stredt téchto kouli.

Oznac¢me S1 a Sg stredy guli a r; a rg ich polomery.

A

Body z telesovej uhlopriecky maju rovnaku vzdialenost od troch stien kocky. Pretoze sa gula
so stredom S7 dotyka troch stien, ma od nich rovnaku vzdialenost a lezi teda na telesovej uh-
lopriecke. Z rovnakého dovodu lezi na rovnakej uhlopriecke aj S2. Body S1 a S2 delia telesova
uhlopriecku kocky na tri tseky. Prostredny z nich predstavuje vzdialenost S1 a S2, takze jeho
dlzka je rovna stétu polomerov 71 a 2. Zvysné dva tseky predstavuju telesové uhlopriecky men-
sich kociek, ktoré lezia v rohoch velkej kocky a ich hrany maju velkost 71 resp. ro. Kedze velkost
hladanti hodnotu:

V3r1i 4 (r1 +12) +V3ra = V3,
—_— ——— ——

|AS1] |S1S2| [S2G|

re+r2 = =

V341 2



4. tloha
Ctyfi body prostoru, shodou nahod vrcholy pravidelného ¢ty¥sténu, jsou obarveny zelenou bar-
vou. Al¢a zelenou miluje, proto v zdjmu estetiky obarvi i vSechny body, které lezi na pfimce

Jsou pak uz vSechny body prostoru zelené?

Po prvnim obarveni jsou obarvené primky, na kterych lezi hrany ¢tyisténu. Ve druhém obar-
veni se urcité obarvi roviny obsahujici stény ¢tyfsténu. Pro zpfehlednéni zbylého obarvovani
podavame nasledujici lemma.

Lemma. V prostoru jsou dany dvé zelené mimobézky p, q. Oznacme g, rovinu, ktera obsahuje
primku p a je rovnobézna s primkou q. Potom zadny bod roviny o mimo piimku p nelezi na
primce urcené dvéma zelenymi body.

Dikaz. Vezméme libovolny bod A € gp, A ¢ p, a libovolny zeleny bod P € p. Potom pfimka

AP lezi cela v roviné gp a je tak disjunktni s q. Na pfimce AP uz tedy nemuze lezet zeleny bod
z q. Bod A nelezi na zadné primce urcené zelenymi body z p a z ¢, dokdzano jest.

Vratme se k FeSeni ulohy. Cty¥istén oznacime standardné ABCD. Vezmeme rovinu p4p tak,
7e oap obsahuje pfimku AB a je rovnobézna s pfimkou CD.

D

. rovina.oap

Obdobné zvolme pac a 9gc. Oznaéme R prisecik rovin oap, oac, oc. Jelikoz R € oap,
tak podle lemmatu bod R nelezi na pfimce se dvéma zelenymi body z AB a CD. Obdobné R
nelezi na pfimce se dvéma zelenymi body z AC a BD ani se zelenymi body z AD a BC.

Bod R navic nelezi v roviné zadné stény ctyfsténu, takze zlstane i po druhém obarvovani
neobarven. Alc¢e se tedy urcité nepovedlo piebarvit cely prostor na zeleno.

5. lloha

Rozhodnéte, jestli je mozné polepit pravidelny ctyfstén nékolika shodnymi pravidelnymi Ses-
tithelnikovymi nalepkami tak, ze cely povrch ¢tyfsténu je polepen, nalepky se neprekryvaji a
neodstavaji.



Ukazeme, ze Gtyistén jde pokryt dvéma Sestithelniky. Plast ¢tyfsténu si rozlozme do roviny
a pokryjme dvéma Sestitthelniky podle prvniho obrazku.

Na sipkéch je znazornéno, kam se ,,pfehnou“ presahujici trojuhelnicky — vsechny si najdou
volné misto. Na druhém obréazku je vidét, ze takto pokryjeme cely Ctyrstén.

6. tloha
Nékde na povrchu pravidelného ¢tyfsténu se objevil snEk. Dokazte, Ze existuje bod X (taktéz na

povrchu) takovy, ze SnEk ma na vybér z minimalné t¥ rtiznych nejkratsich cest, jak se do bodu
X dostat.

Oznaéme vrcholy étyfsténu A, B, C, D. Rozlozme povrch étyfsténu do roviny (viz obrazek).
To jde mnoha zptsoby, na nasem obrazku jsou vSechny zkombinované. Body A, A’ a A" jsou
tak sice ruzné, ale ve skutecCnosti se jednd o tyz vrchol ¢tyfsténu, pouze jinak rozlozeného do
roviny. Podobné se nakopiruji vrcholy B, C' a D. Misto, kde se objevil &nEk, ozna¢me S. Diky
symetrii ¢tyfsténu muzeme bez jmy na obecnosti pfedpokladat, ze lezi na sténé ABC' a dokonce
v naznacené tietiné nejblize vrcholu A. Nyni sestrojime hledany bod. Body B, C vedme kolmice
na tsecky SB, SC. Jejich prisecik oznaéme X. Ten lezi v trojuhelniku DCB (nezapomen, ze
jsme predpokladali, ze $SnEk se objevi v Sedé vyznacené oblasti). Zobrazime-li jej v osovych
soumérnostech se stifedy v bodech B a C, dostaneme v trojuhelnicich B’C D’ a B”CD" body
X’ a X", které reprezentuji tenty# bod na povrchu ¢ty¥sténu jako X.

A D "




Vidime, ze |SX| = |[SX’| = |SX"| (neboli X, X’ a X" lezi na obvodu téze kruznice se
stfedem S) Existuji tak tfi rtizné stejné dlouhé primé cesty po povrchu ctyfsténu od snEka
do bodu X, kazda vede pfes jinou z hran ohranicujicich sténu ABC. Jesté je tieba ukazat, ze
je usecka SX'" aspon tak dlouhd jako SX’, aby byly tfi nalezené cesty nejkratsi. Tuto otdzku
vyfesime nasledujicimi ekvivalencemi:

[SX"| > 15X’ |<X'D'S| < |<X"'D'S| <= |<X'D'S|<90°
D’ lezi vné kruznice opsané AX'CS
|<X'D'C| < |<X'SC| = |<«XSC| = |<XBC| = |<X'B'C|
X' lezi uvnitt ACPD’,

1ree

kde P je stted B'D’. Z toho, #e thel <SCX' je pravy, uz plyne, ze X' lezi uvnitt ACPD’, takze
jsou t¥i vyznadené cesty z S do X, X', X" skute¢né nejkratsi.

7.Gloha

Uvazujme (nepravidelny) ¢tyfboky jehlan, kterému lze vepsat kouli. Bod dotyku této koule s pod-
stavou oznac¢me P. Déle kolmé projekce bodu P na hrany podstavy nazvéme postupné P, Pa,
P3 a P4. Dokazte, ze ¢tyiuhelnik P; P> P3Py je tétivovy.

Ulohu rozdélime na dvé podulohy, které vyfesime zvlast.

1. podualoha. Méjme étyrboky jehlan s podstavou ABC D, ktery md vepsanu kouli. Bod dotyku
s podstavou oznacme P. Potom plati

|<APB| + |<CPD| = |<BPC| + |<APD|.

2. poduloha. Je ddn konvexzni ctyrihelnik ABCD a bod P v jeho vnitiku takovy, Ze pro néj
platt

|<APB| + |<CPD| = |<BPC| + |<APD|.

Oznacme P1, Ps, P3, Py postupné paty kolmic z P na strany étyruhelniku. Potom je Py Po P3Py
tétivovy.

Resend 1. podilohy. Oznaé¢me V hlavni vrchol jehlanu a Q1, Q2, Q3, Q4 postupné body dotyku
koule vepsané se sténami ABV, BCV, CDV, DAV. Rozdélme pomyslné sténu ABV na tfi
trojuhelniky: ABQ1, BV Q1 a VAQ1. Podobné rozdélme i ostatni boéni stény na t¥i trojihelniky
a podstavu na ¢tyfi. UkdZzeme, Ze spousta téchto trojuhelniki je shodnych (Obr. 1).



Obr. 1 - 1. podiloha Obr. 2 — 2. podiloha

Vzhledem k tomu, ze usecky VQ1, VQ2, VQ3 a VQ4 jsou tecné ke kulové ploSe ze stejného
bodu, jsou v8echny stejné dlouhé. Analogicky plati i |BQ1| = |BP| = |BQz|, |CQ2| = |CP| =
= |CQs|, |DQ3| = |DP| = |DQa| a |AQ4| = |AP| = |AQ1|. Podle véty sss jsou tedy shodné
vzdy ty dva trojuhelniky, které sdili hranu ptivodniho jehlanu (tedy napiiklad VQ1B a VQ2B
nebo AQ1B a APB). Oznalme jesté o = |[<AQ1V| = |<AQ4V|, B = |<BQ2V| = |[<BQ1V]| a
analogicky v a §. Pak plati

|[<APB| + |<CPD| = |<AQ1B| + |[<CQ3D|
= (360° — a — B) + (360° — v —9)
= (360° — a— §) + (360° — 3 — )
= |<DQ4A| + |<BQ2C| = |[<DPA| + |<BPC|.

Dostali jsme vychozi bod pro druhou podulohu.
Reseni 2. podilohy. Soudet levé a pravé strany piedchozi rovnosti dava 360°, kazd4 z nich musi
byt tedy rovna 180°. Nakresleme si ted ¢tyfuhelnik ABC'D s bodem P a patami kolmic (Obr. 2).
Pomoci ¢tyt tétivovych ¢tyfuhelnikt typu APy PPy (maji proti sob& dva pravé hly) dopocitame
|<<P3PyPi| + |<P1 P2 P3| = (180° — |<DPy P3| — |<<P1 P4 A|) + (180° — |[<BP2 P | — |<P3 P2 C|)
= 360° — (|[<DPPs3| + |<P1 PA| + |<BPP:| + |<P3PC|)
= 360° — 180° = 180°,
takze Ctyifahelnik P P> P3Py je tétivovy.
8. tlloha

Méjme v prostoru dvé sféry? rtiznjch polomért a bod A, ktery lezi na jejich primiku. Dokazte, Ze
existuje bod B s nasledujicimi vlastnostmi: Bod B nelezi na zadné z danych dvou sfér a navic pro

2Sféra je povrch koule.



kazdou kruznici prochazejici body A a B, ktera protina sféry v dalsich bodech M a N (rtiznych
od A), plati |BM| = |BN|.

Podle Filipa Luxe:

Bod rovinné soumérny s bodem A podle roviny piilici spojnici stfedt kouli ozna¢me B. Ukazeme,
Ze pro né&j plati tvrzeni ze zadani. Vedme skrze body A a B néjakou kruznici jako v zadéni, jeji
stfed ozna¢me O a polomér r. Podivejme se na fez v roviné zvolené kruznice.

Ukazeme, ze jsou Ctyruhelniky OBS1M a ONS2B shodné, a tim padem maji stejné dlouhé
uhlopticky BM a BN.

Osova rovina se v fezu zobrazuje jako pfimka o a osova soumérnost podle o zobrazuje A — B,
S1 — Sa. Diky tomu plati rovnosti |S1A| = |S2B| a |S1B| = |S2A|. Jelikoz O lezi na ose o, tak
navic |OS1| = |OS2|. Z rovnosti odpovidajicich délek stran dostaneme shodnosti trojahelnik:

|OB| = |ON|, |BSi|=|NSa|, [510|=[S20] =  AOBS; =~ AONSs,
|081| = [0S,], |S1M|=1|S2B|, |BO|=|MO| =  AOS2B= A0S M.

Ze shodnosti trojuhelnikit plyne shodnost ¢tyfihelniki OBS1 M a ONS2B, specidlné pak
délek tsecek BM a BN a uloha je vyreSena.



