Ke ¢tvrté sérii

Uz pfi prvnim letmém pohledu na zadani c¢tvrté série zjistis, ze je zcela neobycejné. Jako kazdy
rok jsme si pro Tebe i letos pfipravili jednu cizojazyc¢nou sérii. O co jde? Zadani mas k dispozici
ve tfech jazycich — anglicky, némecky a francouzsky. Tentokrat to tedy nebudes mit tak snadné,

pfemysleni nad tGlohami), bude sva feSeni Fadné sepsat, a to jak jinak nez v jednom ze tii vyse
uvedenych jazykid. Z téch si muzes vybrat ten, ktery Ti vyhovuje nejvic. Muze§ dokonce psat
riznd feSeni v riznych jazycich (napfiklad prvnich pét uloh anglicky a zbylé tii t¥eba francouzsky,
to je jen na Tobé), v zd&dném piipadé viak nepouzivej ¢estinu ani slovenstinu! Mozna Ti sepisovani
feSeni v cizim jazyce zabere pétkrat tolik ¢asu co obvykle, zato se toho jisté hodné naucis. A je
velmi pravdépodobné, ze se Ti to bude pozdéji jesté mockrat hodit. Tak s chuti do toho!

4™ qutumn series

Topic: On one line, at one point

Date due: JANUARY 110 2010

PROBLEM 1 (3 POINTS)

Savlik drew a horizontal line 5 and two equilateral triangles PRA (with |PR| = 1) and RSB
(with |RS| = 3) onto it, such that points P, R and S lied on the line 3. Savlik would like to place
another equilateral triangle ST'C next to RSB (with T on § as well) so that the points A, B and
C would be collinear. How far from S should he put the point 7?7

PROBLEM 2 (3 POINTS)

Place nine new organizers of the PIGlet! into plane so that there are ten different lines with at
least three organizers standing on each.

PROBLEM 3 (3 POINTS)

Bétka and Héana started arguing over a square ABCD: which one of the inscribed equilateral
triangles has the biggest area? Bétka tried to draw an equilateral triangle DPQ with the vertices
P and Q on the sides AB and BC of the square ABCD. Hana drew another equilateral triangle
BCR (see the picture). Show that the points P, R and D are collinear.
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PROBLEM 4 (5 POINTS)
Zuzka drew a line p. Circles k, [ and m lie on the same side of p and touch it at K, L, M,
respectively. Moreover, k and [ touch each other at A and [ and m touch each other at B. Show
that the lines KA, M B and the circle [ are concurrent.

PROBLEM 5 (5 POINTS)
Let A and B be points in plane. Consider one of the halfplanes with the borderline AB. For
every point C' in that halfplane the squares ACDgFE¢ and CBFcGo are drawn outside of the
triangle ABC. Show that Fc Fo passes through a fixed point independent of the choice of C.

PROBLEM 6 (5 POINTS)
Zuzanka saw two triangles ABC and A’B’C’ floating in space. They were not coplanar, but
Zuzanka noticed that the pairs of lines AB and A’B’, BC and B’C’, CA and C’'A’ intersected
at points K, L and M, respectively. Show that the three points of intersection are collinear. In
addition, show that the lines AA’, BB’ and CC’ are either parallel or concurrent.

PROBLEM 7 (5 POINTS)
Let k, I be circles meeting at the points A, B. Tam chose a point S outside both of them and
led a tangent to k passing through S that didn’t intersect I. He denoted 7" the point of tangency.
Then Honzik came and drew a circle with a diameter S7T" that met [ at U. Finally, he denoted
V the second intersection of SU and I. Prove that S, A, B are collinear if and only if 7, V' and
the center of k are collinear.

PROBLEM 8 (5 POINTS)
For an acute-angled triangle VIP let K be a point on line VI such that /P = IK and line
segment VK contains I. Let the circle m with its diameter VI meet the circumcircle n of a
triangle IKP at T (T # I). Denote E, F the points of intersection of VT, PI and IT, VP,
respectively. Prove that F, F', K are collinear.



Die 4. Herbstserie

Thema: In einem Punkt, auf einer Gerade

Datum des Poststempels: 11. JANUAR 2010

AUFGABE N. 1 (3 PUNKTE)

Savlik hat eine waagerechte Gerade § und zwei gleichseitige Dreiecke PRA und RSB mit den
Seitenlédngen |PR| = 1, |RS| = 3 gezeichnet, so dass die Punkte P, R, S auf der Gerade § liegen.
Er moéchte neben dem Dreieck RSB noch ein gleichseitiges Dreieck STC (mit dem Punkt T
auch auf §) hinzufiigen, so dass auch die Punkte A, B, C auf einer Gerade liegen. Hilf Savlik zu
erkennen, wie weit vom S der Punkt T liegen muss.

AUFGABE N. 2 (3 PUNKTE)
Stelle die neun neuen Organisatoren des Schweinchens? in einer Ebene so, dass es zehn verschie-
dene Geraden gibt, auf denen jeweils wenigstens drei Organisatoren stehen.

AUFGABE N. 3 (3 PUNKTE)
Bétka und Hana haben ein Quadrat ABCD gezeichnet und streiten sich, welches gleichseitige
Dreieck, das man hineinfiigen kann, am groten ist. Bétka versucht das Dreieck DPQ mit den
Eckpunkten P, Q auf den Seiten AB, BC' des Quadrates ABC D. Hana zeichnet noch das Dreieck
BCR dazu (siehe Abbildung). Zeige, dass die Punkte P, R, D auf einer Gerade liegen.

A D
R
P
B Q C
AUFGABE N. 4 (5 PUNKTE)

Zuzka nimmt eine Gerade p und konstruiert drei Kreise £,/ und m, so dass sie die Gerade in den
Punkten K, L, M beriihren. Auerdem beriihren sich & mit [ von Auen im Punkt A und ! mit
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m im Punkt B. Man beweise, dass sich die Geraden KA, M B und der Kreis [ in einem Punkt
schneiden.

AUFGABE N. 5 (5 PUNKTE)
Wir wihlen zwei Punkte A, B und betrachten eine der durch die Grenzgerade AB getrennten
Halbebenen. Fiir jeden Punkt C aus der gewidhlten Halbebene konstruieren wir die Quadrate
ACDgcEc und CBFcG¢ auerhalb des Dreiecks ABC. Zeige, dass obwohl sich der Eckpunkt C
beliebig bewegt, schneiden sich alle Geraden E¢ F¢ in einem Punkt.

AUFGABE N. 6 (5 PUNKTE)

Zuzanka sieht im Raum zwei Dreiecke ABC und A’B’C’. Sie liegen nicht in einer Ebene, aber
Zuzanka merkt, dass sich die Geraden AB, A’B’, sowie BC, B'C’ und CA, C’A’ schneiden.
Zeige, dass die drei Schnittpunkte auf einer Gerade liegen. Beweise auch, dass die Geraden AA’,
BB’ und CC’ entweder parallel sind oder sich alle in einem Punkt schneiden.

AUFGABE N. 7 (5 PUNKTE)
Die Kreise k und [ lagen in einer Ebene und schnitten sich in den Punkten A und B. Dann kam
Tam und zeichnete eine Tangente vom Punkt S zum Kreis k, so dass die Tangente und [ keinen
Schnittpunkt hatten. Den Berithrungspunkt nannte er 7. Danach kam Honzik und zeichnete den
Thaleskreis iiber ST, der den Kreis [ im Punkt U schnitt. Am Ende bezeichnete er den zweiten
Schnittpunkt SU mit [ als V. Beweise, dass S, A und B auf einer Gerade liegen, genau wenn die
Punkte T', V und der Mittelpunkt von k auf einer Gerade liegen.

AUFGABE N. 8 (5 PUNKTE)
Sei VIP ein spitzwinkliges Dreieck. Bezeichnen wir K einen Punkt auf der Gerade VI, so dass
|IP| = |IK| und K nicht auf dem Strahl IV liegt. Weiter sei m der Thaleskreis iiber VI, n der
umgeschriebene Kreis des Dreieckes I K P und T der Schnittpunkt dieser Kreise verschieden von
I. Seien E, F die Schnittpunkte der Geraden VT mit PI und IT mit V P. Beweise, dass die
Punkte F, F und K auf einer Gerade liegen.

La 4°™° série d’automne

Sujet: Sur une droite, dans un point

Date d’expedition: LE 11 JANVIER 2010

PROBLEME 1 (3 POINTS)
Savlik a dessiné une droite horizontale 5 et y a posé cote & cote deux triangles équilateraux PRA
et RSB (les points P, R, S sont sur la droite 3) de telle sorte que |PR| = 1, |RS| = 3. Savlik
souhaiterait mettre & cété du triangle RSB encore un autre triangle équilateral STC (avec le
point T' aussi sur la droite 3) afin que les points A, B, C soient sur une meme droite. Aidez-le &
trouver & quelle distance du point S il doit mettre T'.



PROBLEME 2 (3 POINTS)
Positionnez neufs nouveaux organisateurs de PraSatko® dans le plan afin d’avoir dix droites
différentes passant par au moins trois de ces derniers.

PROBLEME 3 (3 POINTS)
Bétka avec Hana ont dessiné le carré ABCD et discutent au sujet du plus grand triangle
équilateral inscrit. Bétka a essayé de dessiner le triangle équilateral DP(Q ayant pour sommets
P, Q sur les cotés AB, BC du carré ABCD. Hana a rajouté sur le dessin le triangle équilateral
BCR (voir dessin). Montrez que les points P, R, D se trouvent sur une meme droite.

A D
R
P
B Q C
PROBLEME 4 (5 POINTS)

Zuzka a tiré a la régle une droite p et sur un des cotés a dessiner les cercles k, I, m tels qu’ils
touchent p en K, puis L, puis M. Par ailleurs les cercles k et | se touchent en A et les cercles |
et m en B. Montrez que les droites KA, M B et le cercle | s’intersectent en un point.

PROBLEME 5 (5 POINTS)
Soient les points A et B dans le plan et on se place dans 'un des deux demi-plans formés par
la droite AB. Pour tout point C' dans ce demi-plan on trace & l’extérieur du triangle ABC' les
carrés ACDcE¢ et CBFcGe. Montrez que toutes les droites Ec Fo (bougeant librement avec
C) s’intersectent en un unique point.

PROBLEME 6 (5 POINTS)
Zuzanka imagina dans 1’espace deux triangles ABC et A’B’C’. Ils n’étaient pas dans le méme
plan mais Zuzanka remarqua que les droites AB, A’B’, tout comme les droites BC, B'C’ et
les droites C'A, C’A’ s’intersectent. Montrez que les trois points d’intersection sont sur une
méme droite. Montrez par ailleurs que les droites AA’, BB’ et CC’ sont soient paralléles soient
s’intersectent en un point.
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PROBLEME 7 (5 POINTS)
Soient dans le plan les cercles k et [ s’intersectant en A et B. Tam, avec le point S qui etait en
dehors des deux cercles, a dessiné une droite adjacente au cercle k, qui n’intersectait pas (. Il a
noté le point d’intersection 7". Honzik a ensuite dessiné le cercle de diameétre ST qui intersecte [
en U. Il a noté le deuxieme point d’intersection entre la droite SU et [ V. Montrez que les points
S, A, et B sont sur une méme droite si et seulement si se trouvent T, V et le centre de k sur une
méme droite.

PROBLEME 8 (5 POINTS)
Dans le triangle & angles aigus VIP soit K un point sur VI, tel que |IP| = |IK| et qui n’est pas
sur la demi-droite V. Soient m et n deux cercles de diametre VI pour le premier et circonscrit
au triangle KIP pour le second et T le point d’intersection différent de I. On note E resp. F' les
points d’intersection de VT et PI, resp. IT et V P. Montrez que les points E, F' et K sont sur
une méme droite.

Reseni 4. podzimni série

1. tloha

Savlik si nakreslil vodorovnou pfimku & a na ni vedle sebe posadil dva rovnostranné trojihelniky
PRA a RSB (body P, R, S lezi na piimce 3) takové, ze |PR| = 1, |RS| = 3. Savlik by chtél
vedle trojahelniku RSB posadit jesté dalsi rovnostranny trojuhelnik STC (s bodem T taktéz na
pfimce 3) tak, aby body A, B, C lezely na jedné pfimce. Porad mu, jak daleko od bodu S musi
zvolit bod T'.

Vsimneme si podobnosti trojihelniki ARB a BSC' (maji shodné dva vnitini tGhly).

P R S T
Odpovidajici si strany trojuhelnikt jsou pak ve stejném poméru:

A B 1
% = %, neboli 3= %, z ¢ehoz spocitame |SC| = |ST| = 9.



Vzdélenost bodd S a T je 9 jednotek.

2. tlloha
Rozestav devét novych organizatori PraSatka? do roviny tak, aby existovalo deset rtznych pfi-
mek takovych, ze na kazdé z nich stoji alespon tfi organizatofi.

Moznosti, jak nové organizdtory rozmistit, je nekoneéné mnoho, kupiikladu takto (kazdy
organizator je jeden puntik):

Nebo takto:

3. tloha

Bétka s Hanou si nakreslily ¢tverec ABC'D a zacaly se dohadovat o tom, ktery z rovnostrannych
trojuhelnikt do néj vepsanych ma nejvétsi obsah. Bétka zkusila nakreslit rovnostranny trojahel-
nik DPQ s vrcholy P, Q na stranach AB, BC ¢tverce ABCD. Hana do obrazku pfikreslila jesté
rovnostranny trojuhelnik BCR (viz obrazek). Ukazte, ze body P, R, D lezi na jedné piimce.
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B Q c

Ukézeme rovnost |[<RDA| = |<PDA| = 15°, z niz plyne tvrzeni tlohy.

A D A a D
p Y L/ 607

30°

B a C B Q C

Pocitejme podle prvniho obrazku:

_ |<RDC| + |[<DRC|
2

180° — |[<RCD| _ |<RCD| _

2 -2

|[<RDA| = 90° — |[<RDC| = 90°

=90° 15°.

Ted sledujme druhy obrazek. Podle véty Ssu jsou trojuhelniky PDA a QDC shodné (maji
stejné strany a, b a pravy uhel), shodné jsou tak i velikosti odpovidajicich si ahla |[<PDA| =
= |<@QDC)|. Z rovnosti

90° = |[<PDA| + |<PDQ| + |<QDC| = 2|<PDA| + 60°
dostavame |<PDA| = 15° a uloha je vyfesena.

4. dloha

Zuzka si narysovala pfimku p a na jedné jeji strané sestrojila kruznice k, I, m tak, ze se pfimky
p dotykaly postupné v bodech K, L, M. Navic se kruznice k a | zvenku dotykaly v bodé A
a kruznice | a m v bodé B. Dokazte, ze pfimky KA, M B a kruznice | se protinaji v jednom
bodé.



Tato tdloha se dala fesit mnoha zptisoby, my si zde ukazeme dva. V prvnim feseni vyuzi-
jeme vztaht mezi obvodovymi a stfedovymi thly, v tom druhém stejnolehlost. Ozna¢me stiedy
kruznic k, [, m postupné pismeny Sk, S;, Sm.

Prvni feSeni:
Bud X prusecik piimek KA a M B. Ukazme, ze |<AS;B| = 2 - |[<AX B|. To bude znamenat, ze
X lezi na kruznici . Ozna¢me |<AK S| = «, |[<SmMB| = (.

D

i) i3 M

Diky pravym thlim u vrcholi K a M (p je te¢na) zjistime velikosti thla M KX, resp. XM K,
z nichz pak dopocteme

|<AX B| = |[<K X M| = 180° — (|[<M K X| + |[<X MK|) = 180° — (90° — a4 90° — ) = a + 3.

V pétithelniku KM S), S; S, musi byt soucet tthlt roven 540°. V§imneme-li si rovnoramennych
trojuhelnika K ASy a BM Sy, dostaneme

|<tSE S1Sm| + (180° — 28) 4+ 90° + 90° + (180° — 2a) = 540°,
z ¢ehoz vyjadiime
[<SkS1Sm| = 2(a + B)
a jsme hotovi.

50 stejnolehlosti a jejich vlastnostech si mtize$ ptecist napiiklad v nasi knihovné http://mks.
mff.cuni.cz/library v pfispévku Geometrickd zobrazeni od Franty Konopeckého.



Druhé reseni:
Polozme pfimku p pro prehlednost vodorovné.

K L M

Mezi kazdymi dvéma dotykajicimi se kruznicemi existuje stejnolehlost se stfedem v bodé jejich
dotyku. Vezméme tedy stejnolehlost se stfedem v bodé A, kterd zobrazi kruznici k& na kruznici
. V této stejnolehlosti se piimka p jakozto teéna kruznice k zobrazi na rovnobézku p’, kterad
bude zaroveri te¢nou kruznice [. Bod dotyku (K') se zobrazi na bod dotyku (7). Vzor a obraz ve
stejnolehlosti ale lezi na jedné pfimce s prislusnym stfedem, takze pfimka KA prochazi bodem
T.

Analogicky lezi bod B na ptrimce T'M.

Dokézali jsme, ze pfimky K A, M B prochéazeji obé bodem T, ktery lezi na kruznici I, a jsme
tedy hotovi.

5. aloha

Méjme v roviné body A a B a uvazme jednu ze dvou polorovin s hraniéni pfimkou AB. Pro kazdy
bod C' ze zvolené poloroviny sestrojme vné trojuhelniku ABC' ¢tverce ACDcEqx a CBFcGe.
Dokaizte, ze se vSechny pfimky EcF¢ (hybeme-li libovolné s bodem C') protinaji v jednom bodé.




Reseni pies Dort-Chejnovska-Olsdkovy rotace:

Uvazme dvé rotace o thel 90°: rotace r4 se stfedem A a rp se stfedem B. Diky tomu, ze
ACDcEc a CBFoGe jsou étverce, snadno nahlédneme, ze zobrazime-li bod F¢ nejdiive rotaci
rp (tim dostaneme bod C) a pak rotaci r 4, dostaneme vzdy bod E¢.

Podivejme se na slozeni obou rotaci. To je né€jaké shodné zobrazeni r. Dilezité je rozmyslet
si, Ze toto zobrazeni r je opét rotace, a sice o 90° +90° = 180°, kolem néjakého neznamého bodu
S. Ale poloha tohoto bodu zavisi pouze na rotacich r4 a rg, tedy na vrcholech A a B. Pfitom
vzdycky plati, ze r prevadi Fo na Ec. Otoceni r je stfedova soumérnost, jejiz stted S je vizdy
stfedem tusecky Fo Ec.

Reseni pomoci Lux-Safkovych &tvercih:

Nejdfive se podivame na néasledujici obrazek do sebe vnotrenych ¢tverch ABCD a EFGH. Na
prvni pohled je vidét, ze trojuhelniky kolem mensiho ctverce, tj. AEH, BFE, CGF a DHG,
jsou shodné. To se snadno dokaze treba pomoci véty usu, nebo otocenim kolem spole¢ného
stfedu obou ¢tverci. My si z toho vezmeme nasledujici rovnosti: |HA| = |EB| = |FC| = |GD| a
|AE| = |BF|=|CG| = |DH|.

D b G a C
b
a
F
H
a
b
A a E b B

Oznacme jesté paty vysek spusténych z bodi Ec a Fo jako P a Q. Nyni si do nac¢rtku alohy
dokreslime ctverce jako na nasledujicim obrazku a oznacime stejné dlouhé tseky a,b a c.

Ec

P 2 A a b B ¢ Q
Z |AQ| = |BP)| je vidét, ze stied tsecky AB je stejny jako stied usecky PQ. Pfitom vime, Ze
QPEcF¢ je lichobéznik. Nakresleme si jesté osu AB a podivejme se, kde protne usecku Ec F¢,

oznaéme tento bod S. Protoze tato osa je stfedni pii¢kou® lichob&zniku QPEcFc, musi mit

6Tim chceme Fict, Ze spojuje stiedy ramen lichob&zniku.



délku
|QFc|+|PEc| _a+b 1

2 2 2
Tim jsme konec¢né dokézali, ze poloha bodu S nezavisi na poloze bodu C. Bod S je tedy
hledanym bodem na usecce Ec F¢.

|AB|.

Reseni Kosteckého komplexni geometrii:
Podivame se na celou problematiku v Gaussové roviné. Tedy body budou komplexni ¢isla. Bez
Gjmy na obecnosti mizeme zvolit A = —1,B = 1. Bod C budeme radéji oznacovat malym
pismenem c, aby vypadal vice jako ¢islo. Podobné ozna¢me i ostatni body Ec = e, Fo = f. Jesté
piedpokladejme, ze C lezi v horni poloroviné s hraniéni ptimkou AB, tj. 3(c) > 0.7
Rozmysli si, Ze oto¢ime-li bod = kolem bodu s o devadeséat stupi, dostaneme bod (z—s)i+s.
A podobné otoéeni 0 —90°: (z —s) - (—i) +s. Tedy platie = (c+1)i —1a f=1— (c— 1)i.
Hleddame ted bod na tseéce ef, ktery je nezavisly na poloze c. Zkusme tedy spocitat tieba
soutradnice stfedu. To je bod

e+f (c+1)i—14+1—(c—1)i
2 2

=1.

A rovnou vidime, ze jeho poloha nezavisi na ¢isle ¢, tedy ani na poloze bodu C'.

6. tilloha

Zuzanka uvidéla v prostoru dva trojihelniky ABC a A’B’C’. Nelezely ve stejné roving, ale
Zuzanka si vSimla, Ze se piimky AB, A’B’, stejné jako piimky BC, B'C’ a p¥imky C A, C'A’
protinaji. Dokazte, Ze vSechny tfi prislusné pruseciky lezi na jedné primce. Dale dokazte, ze
piimky AA’, BB’ a CC’ jsou bud rovnobéZné, nebo se viechny protinaji v jednom bodé.

Oznadéme ,,p¥islusné pruseciky* po fadé pismeny K, M, L (viz obrézek). Bod K lezi na pfimce
AB, lezi tak v roving ABC. Protoze je ale K i souc¢asti pfimky A’ B’, obsahuje ho i rovina A’ B’C".
Tedy bod K nutné lezi v priuniku téchto dvou rovin. Analogicky v priniku stejnych rovin lezi i
body L a M. Protoze prunikem dvou rovin je primka, lezi body K, L, M na pfimce.

oD VG rovina A’B’'C’

A

7Symbolem & rozumime imaginarni ¢ast komplexniho &isla. Tj. (a + bi) = b.



Pro diikaz zbytku tlohy ozna¢me a, b, ¢ roviny, které po fadé obsahuji ¢tyfuhelniky BCB’'C’,
ACA'C" a ABA’'B’. Oznaceni jde provést, protoze jsou ¢tyftuhelniky diky protinajicim se p¥im-
kdm rovinné. P¥imka AA’ je tak priise¢nice rovin b, c. Obdobné pfimka BB’ je a N ¢ a pfimka
CC' je anb. Roviny a, b, ¢ ted bud maji spole¢ny bod, kterym prochéazeji i vSechny t¥i priise¢nice
AA’, BB’, CC’, nebo spoleény bod nemaji a zddné dvé priise¢nice se neprotinaji. ProtoZe ale
prusecnice lezi po dvou ve stejnych rovinach, jsou v tomto pripadé vSechny rovnobézné.

7. dloha

V roviné lezely kruznice k a [ protinajici se v bodech A a B. Ptisel Tam a z bodu S, ktery
lezel mimo obé kruznice, sestrojil tecnu ke kruznici k, ktera neprotinala [. Bod dotyku oznacil T'.
Nato prisel Honzik a nad priimérem ST sestrojil kruznici, kterd protala | v bodé U lezicim vné
k. Nakonec druhy prusecik ptimky SU a [ oznacil V. Dokazte, ze body S, A a B lezi na jedné
ptimce pravé tehdy, kdyz na jedné pfimce lezi body 7', V' a stfed kruznice k.

Oznac¢me K stfed kruznice k.

Spojnice stfedu kruznice a dotykového bodu svira s te¢nou pravy uhel, takze <K'T'S je pravy.
Podobné jednoduse zjistime, ze <tSUT' je pravy, protoze U lezi na kruznici s polomérem S7T.
Zbytek ulohy vyfesime postupné dil¢imi ekvivalencemi. Body 7', K, V lezi na jedné piimce,
pravé kdyz je ASTV pravouhly (s pravym thlem u vrcholu 7). Trojuhelnik STV je pravouhly
pravé kdyz délka odvésny, prepony a piislusného useku k paté vysky spliuji Euklidiv vztah®

|ST|? = |SU|-|SV].

Posledni vztah ale nefiké nic jiného, nez Ze bod S ma stejnou mocnost? ke kruznicim k a 1.
Bod ma stejnou mocnost, pravé kdyz S lezi na chordale obou kruznic, kterou je v tomto pripadé

8Vztah plynouci z podobnosti trojihelnika SUT a STV, kdy dame do rovnosti odpovidajici

9Mocnost bodu A ke kruznici k je ¢islo, které spoéitdme jako |AT|2, kde T je bod dotyku
te¢ny ke kruZnici k prochézejici bodem A. Toto ¢islo se ale neméni ani kdyz ho pocitdme pies
se¢nu (ndsobenim kratsiho a delsiho tseku). Vice o mocnosti bodu ke kruznici najde$ v knihovné
na nasem webu.

poméry stran



ptimka AB. Body S, A, B lezi na pfimce, a protoze jsme uzivali pouze ekvivalence, dokazali
jsme zaroven i zpétnou implikaci.

8. tlloha

V ostrothlém trojuhelniku VIP ozna¢me K bod na pfimce VI, pro ktery plati |IP| = |[IK| a
ktery nelezi na polopfimce IV. Déle budte m a n kruznice opsané pruméru VI a trojuhelniku
KIP a T jejich prusecik rizny od I. Nakonec oznac¢me FE, resp. F' prusecik pfimek VT a PI,
resp. IT a V P. Dokazte, ze body E, F' a K lezi na jedné pfimce.

Podle Wang Chi Hanga:
Oznac¢me si A druhy prusec¢ik pfimky VT s kruznici n.

n A
P
F
AE
j.“ <
A ’ K

Jelikoz je thel IT A pravy, je IA pramér kruznice n. Uhly TPA a IK A jsou pak téz pravé a
diky [IP| = |IK| dostdavame shodnost trojuhelniktt ATPA = AIK A, ze které pouzijeme rovnost
odpovidajicich si stran |[KA| = |PA|.

\vr| |11l _ |TI] _|TE|
VK|~ |AK| ~ |AP| ~ |PE|

Prvni a posledni rovnost pomért ziskdme z podobnosti AVTI ~ AVKA a AETI ~ ANEPA,
které jsou obé pfimym dusledkem tétivovosti ¢tyifuhelniki PIKA a PTTA. Ziskany pomér jesté
upravime do vyuzitelné podoby:

VTl |VK]|

|TE|  |PE|
Jelikoz I lezi na pfimce PE, Meneldova véta (pro pfimku [ F a trojuhelnik V EP) fika
|EIl |PF| |VT| _

|PI| |FV| |TE| (©)

My pro dukaz tvrzeni ze zadani potfebujeme pouzit Meneldovu vétu opacné, a to pro pfimku
EF a trojuhelnik VIP. Chceme tedy dokazat, ze plati

|EIl |PF| |VK|
|KI| |FV| |PE|



To uz ale dostaneme jednoduchym sloZenim rovnosti (Q), % = “‘;g“ a |PI| = |KI|. Uloha
je vyfesena, body E, K, F' lezi na pfimce.

Jesté pro uplnost dodavame znéni Meneldovy véty:
Véta. (Meneldova)

A
Z
Y
B C X

Meéjme trojihelnik ABC'. Po Fadé na piimkach a, b a ¢ zvolime body X, Y a Z. Tyto tfi body
lezi na jedné piimce pravé tehdy, kdyz:

ICX| |AY] |BZ| _

|BX| |CY| |AZ|




