2. podzimni série
Téma: Ctverce

Datum odeslani: 2. LISTOPADU 2009

1. ULOHA (3 BODY)
Kuba si do velkého ctverce nakreslil cty¥i stejné obdélniky tak obratné, Ze mu uvnitf vznikl maly
étverec, podobné jako na ilustracnim obrazku. Zjistéte pomér velikosti stran téchto obdélniki,
pokud vite, ze velky Ctverec ma Ctyrikrat vétsi obsah nez maly Ctverec.

2. ULOHA (3 BODY)

1 mensich nez milion je délitelnych 247

Kolik ¢tverct
3. ULOHA (3 BODY)
Z mnoziny {1,2,...,168} vybereme 84 &isel tak, ze soucet libovolnych dvou vybranych je riizny
od 169. Dokazte, ze mezi vybranymi ¢&isly musi byt étverec.16

4. ULOHA (5 BODU)
Bétka si mysli tfistaciferné ¢islo, které se sklada ze sta nul, sta jedicek a sta dvojek, pfi¢emz
prvni cifra neni nula. Mize byt Bétéino &islo ¢tverecl6?

5. ULOHA (5 BODU)
Pepa jednou poslal SMSkou Kennymu tuto dlohu: , Mas ctverec ABCD a uvnitr nej bod P
takovy, ze |PA| = 2, |PB| = 3 a |PC| = 4. Urci vzdalenost |PD|.“ Kenny se zamyslel a
v mziku mél Pepa u sebe spravnou odpovéd. Kolik to bylo? Nezapomerite odpovéd zdtvodnit.

6. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze existuje nekoneénd posloupnost pfirozenych &isel? a1, a2, as, ... takova, ze pro kazdé
k pfirozené je soucet a% + a% 4+ 4 ai druhd mocnina celého cisla.

LCtverec je v matematice také druhd mocnina p¥irozeného &isla.
2Nulu za pfirozené &islo nepovazujeme.



7. ULOHA (5 BODU)
Franta dostal k svatku dva &étverce.® Vsiml si, #e jeden z nich se da napsat jako 4z — 3y a druhy
jako 3z + 4y pro néjaka celd ¢isla z, y. Dokazte, ze potom jsou oba Frantovy ¢tverce délitelné
péti.

8. ULOHA (5 BODU)
Na sténé japonského chramu byl vyryty obrazec sklddajici se ze étyf ctverca A, B, C a D.
Ctverce se neptekryvaly a byly spojené vrcholy? tak, ze Ay = Bo, By = C2, Do = Ay, D3 = B
a Dy = C1. Navic lezely vrcholy Az, Bz, C3 na jedné pfimce. Dokazte, ze pak musel mit ¢tverec
B dvakrat kratsi stranu nez c¢tverec D.

Reseni 2. podzimni série

1. tloha

Kuba si do velkého ¢tverce nakreslil ¢ty¥i stejné obdélniky tak obratné, ze mu uvnitf vznikl maly
Ctverec, podobné jako na ilustracnim obrazku. Zjistéte pomér velikosti stran téchto obdélniki,
pokud vite, ze velky ¢tverec mé ¢tyrikrat vétsi obsah nez maly Ctverec.

3Ctverec je v matematice také druhd mocnina pfirozeného &isla.
4Vrcholy ¢tverce A oznadime proti sméru hodinovych rucicek Aj, As, Az, A4, stejné jako
u ostatnich ¢tvercu.



Oznaéme 2a stranu vétsiho étverce. Jeho obsah je tudiz roven 4a?. Mensi étverec mé Gtytikrat
mensi obsah nez velky ¢tverec, tedy a?, a proto ma jeho strana délku a. Nyni oznac¢me d delsi a
k kratsi stranu obdélnika.
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Podle obrazku je soudet téchto délek (d + k) roven délce strany velkého ctverce:
d+k =2a.

Daéle si muzeme vSimnout, ze soucet délek kratsi strany obdélnika a strany mensiho ¢tverce
odpovida velikosti delsi strany obdélnika:

a+k=d.
Ziskali jsme dvé rovnice. Ze druhé vyjaddieme a, dosadme do prvni a upravujme:

2d—k) =d+k,

d = 3k,
d
2 =3
k

Vysledny pomér je tii ku jedné.

2. tiloha

Kolik &tverca®

mensich nez milion je délitelnych 247

Je-li étverec délitelny 24 = 23 - 3, je nutné délitelny i 144 = 24 .32, coz plyne z toho, ze kazdy
¢tverec ma v prvociselném rozkladu pouze sudé mocniny prvocisel. VSechny ctverce tedy budou
ve tvaru 144k2, kde k je pfirozené &islo (¢tverec z jiného Etverce dostaneme pouze nasobenim
dalsim ¢tvercem — opét disledek sudych mocnin v prvociselném rozkladu). Pozadované ¢tverce
mensi nez milion nalezneme feSenim nerovnice 144k? < 109, jejimz vysledkem v piirozenych
c¢islech je k < 83. Kazdému k odpovida jeden ¢tverec délitelny 24, takze i hledanych ctvercu je
83.

5Ctverec je v matematice také druha mocnina pfirozeného &isla.



3. uloha

Z mnoziny {1,2,...,168} vybereme 84 &isel tak, ze soucet libovolnych dvou vybranych je razny
od 169. Dokazte, #e mezi vybranymi ¢&isly musi byt étverec.16

Rozdelme mnozinu {1,2,...,168} na 84 dvojic tak, Ze sucet &isel v kazdej dvojici je 169.
Ziskali sme mnoziny {1,168},{2,167},...{84,85}. Podla zadania medzi 84 vybranymi ¢islami
nesmu byt ziadne dve, ktorych sucet je 169. Takze z kazdej dvojice modzme vybrat najviac jedno
éislo. Kedze dvojic je 84, pri vybere sa ziadna nezvysi, takZze medzi vybranymi ¢islami bude
prave jedno ¢islo z kazdej dvojice. Sucet ¢isel 144 a 25 je 169, takze ¢isla 144 a 25 tvoria dvojicu,
z ktorej musim vybrat prave jedno ¢islo. Oboje su $tvorce, takze medzi vybranymi ¢islami musi
byt Stvorec.

4. tlloha

Bétka si mysli tfistaciferné cislo, které se sklada ze sta nul, sta jedicek a sta dvojek, pficemz
prvni cifra neni nula. Mize byt Bétéino &islo étverecl6?

Prvné si uvédomime, ze je-li jakékoliv ¢islo druhou mocninou pfirozeného cisla, pak musi byt
v jeho prvoéiselném rozkladu kazdé prvoéislo v sudé mocniné (exponenty se musi ,rovnomérné
rozdélit* mezi oba ¢initele).

Spocitame si ciferny soucet Bétcina ¢isla. Ten je pro jakékoliv rozmisténi nul, jednicek i dvojek

roven

0-100+1-100+ 2-100 = 300.

Podle pravidel délitelnosti® je Bétéino &islo délitelné tiemi, ale neni délitelné deviti. Trojka
(coz je prvocislo) se tedy vyskytuje v prvociselném rozkladu Bét¢ina éisla v prvni mocning, a
tudiz toto ¢islo nemuze byt ¢tverec.

5. iloha

Pepa jednou poslal SMSkou Kennymu tuto dlohu: ,Mas ctverec ABCD a uvnitr nej bod P
takovy, ze |PA| = 2, |PB| = 3 a |PC| = 4. Urci vzdalenost |PD|.“ Kenny se zamyslel a
v mziku mél Pepa u sebe spravnou odpovéd. Kolik to bylo? Nezapomerite odpovéd zduavodnit.

Spustme z bodu P kolmice na vSechny &tyfi strany ¢tverce ABCD a délky tsekt, na které
paty téchto kolmic Pi, P», P3, P4 rozdéli strany ¢tverce, oznaéme a, b, ¢ a d (viz obrazek).

SPokud je neznas, pak véz, ze &islo je délitelné t¥emi pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soudet
délitelny tfemi a to samé plati pro devitku.
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Z Pythagorovy véty pro trojuhelniky AP P, BP>P a C'P3 P mame rovnice

a2+cz :227
b2 + % = 32,
b2 + d% =42,

Pouzijeme-li Pythagorovu vétu jesté na trojuhelnik D P4 P, dostavame
IDP2 =a?4+d? = (a®> + ) + (b +d?) — (® + ) =22 +4%2 — 32 =11,
vzdalenost bodu P od bodu D je tedy rovna v/11.

6. tloha
Dokazte, ze existuje nekoneén posloupnost pfirozenych &isel” a1, a2, as, ... takova, ze pro kazdé
k prirozené je soucet a% + a% + -4 a% druhd mocnina celého cisla.

Zkoumejme rozdily sousednich druhych mocnin. Rozdil druhé mocniny lichého ¢isla a ¢isla
o jedna mensiho je (2k + 1)2 — (2k)2 = 4k + 1. Tedy ke kazdému ¢islu ve tvaru 4k + 1 (k > 1)
1ze najit sudy cCtverec, po jehoz pricteni dostaneme druhou mocninu lichého ¢isla. Kazdy lichy
Etverec je ale ve tvaru (20 + 1)2 = 412 + 41 + 1 = 4(12 + 1) + 1 = 4k + 1. Takze pro kazdy lichy
Ctverec nalezneme takovy sudy, ze jejich soucet je opét ctvercem.

Staci tedy zvolit za a; libovolné liché ¢islo vétsi nez 1. Pak k nému dokdzeme najit vhodny
sudy ctverec tak, aby soucet byla opét druhad mocnina lichého ¢isla. K tomu opét nalezneme
vhodny sudy c¢tverec, atd.

"Nulu za pfirozené ¢&islo nepovazujeme.



Jiné reSeni:

Vyuzijeme poznatku, ze ¢isla
a=2k+1,
b= 2k + 2k,
c=2k>+2k+1

tvoii Pythagorejskou trojici pro kazdé piirozené k. Tedy spliuji vztah a? + b2 = ¢2. O tom se
snadno presvédc¢ime dosazenim.

Nyni budeme postupovat matematickou indukci. Zvolme si tfeba a1 = 3 a az = 4. (To
odpovidé volbé k = 1 ve vySe uvedenych vztazich.) Snadno ovéfime, ze a% +a% = 52, coz je druhé
mocnina celého ¢isla a liché ¢islo. Déle predpokladejme, Ze soucet prvnich [ ¢lent posloupnosti
a% + a% + -+ al2 = 22 je druh& mocnina néjakého celého lichého &isla, neboli ze z = 2k, + 1.
Pro a;y1 = 2k2 + 2k. je poté (podle vztahii nahote) i &islo 22 + al2+1 druhou mocninou celého
lichého c¢isla. Indukce tedy funguje a nageneruje ndm vyhovujici nekone¢nou posloupnost.

7. dloha

Franta dostal k svatku dva ¢tverce.® Vsiml si, Ze jeden z nich se d4 napsat jako 4x — 3y a druhy
jako 3z + 4y pro néjaka cela éisla x, y. Dokazte, Zze potom jsou oba Frantovy ¢tverce délitelné
péti.

Prvni feSeni (podle Tomase Zemana):

Ut¢itime na zacatek jedno pozorovani: Ctverce piirozenych &isel mohou déavat po déleni pétkou
jen t¥i rizné zbytky — konkrétné 0, 1 a 4 (rozmysli si, ze pro zbytek étverce je dulezity jen zbytek
zdkladu). V§imnéme si navic, ze

2(4x — 3y) =8z — 6y =3z +4y (mod 5). (@)
Predpokladejme ted pro spor, Ze 5 1 4z — 3y. To znamend, ze 4z — 3y dava zbytek 1 nebo 4
modulo 5. Cislo 3z + 4y ma podle kongruence (V) dvojnasobny zbytek nez 4z — 3y, tj. 2 nebo

3 — spor (pro spor jsme pouzili pfedpoklad, ze i 3z + 4y je ¢tverec). Tim paddem 5 | 4o — 3y a
podle (V)15 |3z + 4y.

Druhé feSeni (podle Jana Kosteckého):
Oznaéme 4z — 3y = a2 a 3z + 4y = b2. Potom

a* 4+ b* = (4z — 3y)? + 3z + 4y)? = 25(=> + ¢?).
Je tedy 5 | a* + b%. Ctvrté mocniny celych &isel po déleni péti davaji jen zbytky 0 nebo 1, proto

aby platilo 5 | a* + b%, musi byt 5 | a* a 5 | b*. Pét pak déli ¢isla a i b, dostavame tak kyzené
5] a?ab|b2.

8(Ctverec je v matematice také druhd mocnina pfirozeného &isla.



8. tloha

Na sténé japonského chramu byl vyryty obrazec sklddajici se ze &tyf ctverca A, B, C a D.
Ctverce se nepiekryvaly a byly spojené vrcholy? tak, ze Ay = Bo, By = C2, Do = A1, D3 = B
a D4 = C1. Navic lezely vrcholy A3, B3, C3 na jedné pfimce. Dokazte, ze pak musel mit ¢tverec
B dvakrat kratsi stranu nez ctverec D.

V feSeni budeme pouzivat znaceni ze zadani, navic si trojuhelniky mezi ¢tverci a pfimkou
oznacme t1 az tq jako na obrazku.

Ag BS C13

Vsimnéme si nyni vlastnosti oznacenych trojihelniki. Oto¢ime-li trojihelnik ¢; v bodé B>
o uhel —90°, dostaneme trojuhelnik ¢} takovy, Ze bude mit spole¢nou stranu s trojuhelnikem
t2, a navic budou body Bé, Bg a Bj lezet v pfimce. Obdobnym otacenim trojuhelniki t3 a t4

9Vrcholy ¢tverce A oznadime proti sméru hodinovych rucicek Aj, As, Az, A4, stejné jako
u ostatnich ¢tvercu.



dostaneme trojuhelnik jako na obrazku nize, pfiCemz nejdiiv otacime t4 v bodé By a posléze t3
a t)y spole¢né v By.

Do
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Dale si uvédomme, Ze soucet v obrazku vyznacenych thla je tihel pravy tehdy a jen tehdy,
lezi-li body Az, B3 a C3 na pfimce, coz vSak zadéni pfedpokladé. Tedy nové vznikly trojuhelnik
B, D3B! je nutné pravouhly. V pravouhlém trojuhelniku lezi stied kruznice opsané ve stiedu
piepony. Proto |D2B1| = |B1BY| = 2|B1Bz2|, coz je nami dokazované tvrzeni.

Jiné resSeni.
Kazdému ze ¢tverci A, B, C' a D opiSeme ¢tverec tak, aby jedna z jeho stran byla rovnobézna
s pfimkou A3C3. Situaci a znaceni vidime na obrazku.

A3 I B3 03

Odvodime nejprve stézejni vztah.

1 2 3
81| 2 1185) @ 1721 € |BF,
kde rovnost (1) plyne ze shodnosti trojuhelnikii B1F'By = BaIBs (podle véty usu), (2) plyne
z A3IB2 = B>JDs> a (3) z toho, ze EFJD3 je obdélnik. Neboli |EB1| = 2|FB1|. Analogicky se
ukéze
|ED2| = |HB1| = --- = 2|GB1| = 2|FBa|.



Podle véty sus dostavame, ze AD3yEB; je podobny s ABjFBg, a to v poméru 2 : 1. Proto i
‘DQBl‘ = 2|B1B2| a jsme hotovi.



