1. seridlova série
Téma: Nerovnosti

Datum odeslani: 7.PROSINCE 2009

1. GLOHA (5 BODU)
Budte a, b, c kladn4 ¢&isla, jejichz soucin je roven 1. Dokazte nerovnost

b
a®b+b%c+ Pa > g—&———l-g.
b c a

Urcete vsechny pfipady, v nichz nastava rovnost.

2. ULOHA (5 BODU)
Bud n € N a méjme kladna ¢isla a1, a2, ...,an, b1,b2,...,by aci,ca,...,cn. DokaZte nasledujici
nerovnost

(arbrer + agbaca + -+ + anbncn)® < (af + a3+ +ad) BT+ 05+ +2) (T + 3+ +cd)
a urcete, kdy nastava rovnost.

3. ULOHA (5 BODU)
Ukazte, ze pro kladna ¢isla a, b, ¢ spliujici a + b + ¢ = 1 plati

a " b . c
14+bc 1+ca 1+ ab

> 9
— 10
a urcete, kdy nastava rovnost.
Reseni 1. seridlové série

1. dloha
Budte a, b, ¢ kladna ¢&isla, jejichZ soucin je roven 1. DokaZte nerovnost

b
a®b+b%c + Pa > E—Q———i-g.
b ¢ a

Urcete vsechny pfipady, v nichz nastava rovnost.

Podle AG nerovnosti plati
11a%b + 2b5¢ + 8c%a > 21 Vab3 - p21 . ¢42 = 2143bc?
a seCtenim dalSich dvou cyklicky ziskanych nerovnosti dostaneme

21(a®b + b°c 4 ®a) > 21(a®bc? + b3ca® + 2ab?).



Protoze vsak podle zadani abc = 1, miZeme vSechny ¢leny na pravé strané vydélit vyrazem

(abc)? =1 a dostaneme
5 5 5 a b ¢
a’b+b’c+c’a> —+ -+ —.
b ¢ a
Rovnost nastava v piipadé, Ze jsme do AG masinky vlozili stejna ¢isla, tj. a®b = bPc = cPa.
Vzhledem k cykli¢nosti téchto rovnic mizeme predpokladat, ze a je nejvétsi. Je-1i vsak ostie vétsi
nez jedno ze zbyvajicich &isel, je a®b > b%c, tudiz nutné a = b = ¢, coz vzhledem k podmince
abc = 1 znamena, ze a = b=c = 1.

Predvedené feseni je kompletni a zapsano ve sméru co z ¢eho vyplyva. Samoziejmé, ze kdyz
jsme na néj chtéli prijit, postupovali jsme opacné. Nejdfive jsme zadanou nerovnost zhomogenizo-
vali vynasobenim pravé strany vyrazem (abc)?, éim# jsme nerovnost piichystali pro AG masinku.
Koeficienty 11,2, 8 byly nalezeny tak, ze jsme chtéli, aby

za®b + ybSc + zcPa > VY Bz +0y+1z . platby+0z . 0z+1ly+bz — ¢3pc2.

Porovnanim exponenti dostaneme soustavu tfi rovnic o tfech neznamych, jejimz feSenim jsou
(napiiklad) éisla 11,2, 8.

2. tloha
Bud n € N a méjme kladnd &isla a1, a2, ...,an, b1,b2,...,by aci,ca,...,cn. DokaZte nasledujici
nerovnost

(a1bic1 +agbaca + -+ anbnen)® < (ad +ad + - +ad)B3+03 4+ + B3NS+ S+ + D)

a urcete, kdy nastava rovnost.

Vsimneme si, ze nerovnost je homogenni jak v proménnych ai,...,an, tak v proménnych
bi,...,bn a dokonce i v proménnych ci,...,c, (ve vSech t¥ech pfipadech se jedna o homogenitu
stupné 3). Lze proto prejit k proménnym di,...,dn, €1,...,en, fi,..., fn takovym, ze d‘I’ +-

+d3 =1, e% +o4ed =1, f13 +---4 f; = 1 a dokazovat nerovnost jen pro né. Tim nam zbude
dokazat nerovnost
(dierfi + -+ dnenfn)® <1,
v niz je vynechéani tfeti mocniny ekvivalentni tprava. Z AG nerovnosti oviem pro kazdé i €
{1,...,n} plyne s .
die;fi < w

a seCtenim vSech téchto nerovnosti dostaneme
diei f; < = B+S 3+ 3)=Z(141+1)=1.

Rovnost nastane, pravé kdyz pro kazdé ¢ € {1,...,n} plati d; = e; = f;, coz v fedi pivodnich
proménnych znamend, ze existuji kladné konstanty A, p takové, ze a; = Ab; = uc; pro kazdé
1€{1,...,n}.

3. dloha
Ukazte, ze pro kladné ¢isla a, b, ¢ spliujici a + b+ ¢ = 1 plati

a + b + c
1+bc 14ca 14+ ab

> 9
— 10



a urcete, kdy nastava rovnost.

Uloha nabada k pouziti CS zlomkobijce. Rozsifme tedy zlomky tak, abychom v ¢itatelich
vytvorili druhé mocniny a odhadnéme levou stranu

a? b2 c? (a+b+c)? 1

+ + ,
a+abc b4abc cH+abc T a+b+c+3abc 14 3abc
pri¢emz v posledni rovnosti jsme vyuzili podminku a + b + ¢ = 1. Zbyva ovéfit zda plati

1

L 2 _p
1+ 3abc — 10

Tato nerovnost je ekvivalentni (po kratké Gpravé) nerovnosti 1 > 27abc, tu zpétné homogenizu-
jeme dosazenim 1 = (a + b+ ¢) a bryskné upravime do ekvivalentni podoby

%’ﬂrc > Yabe,

ktera je ovSsem pouhou AG nerovnosti pro 3 prvky. Nerovnost tedy plati.

Pokud pro néjakou trojici ¢isel plati v nerovnosti rovnost, musi pro ni rovnost platit v kazdém
z dil¢ich odhadi. Specialné pii pouziti AG nerovnosti pro prvky a,b, ¢, v niz rovnost nastava
pouze pro a = b = c. Jedinym kandidatem na rovnost je tedy trojice a = b = ¢ = %, pro niz
snadno ovérime, Ze rovnost skute¢né nastane.

[V 4 r r7 o
2. serialova série
Téma: Nerovnosti
Datum odeslani: 15. UNORA 2010
4. ULOHA (5 BODU)
Pro a,b,c > 0 takova, ze abc = 1 ukazte
a3

Z(lJra)(ler) =

cyc

w

5. ULOHA (5 BODU)
Budte a, b, ¢ strany trojuhelnika a «, 3, jeho vnitini thly (standardné znadené). Ukazte, Ze plati
3 b
acos® 4bocosD e cos) < Y3latbre)
2 2 2 2

A

6. ULOHA (5 BODU)
Kladna ¢isla a, b, ¢ spliuji ab + bc + ca > 3. Dokazte nerovnost

5

PRI

cyc



Reseni 2. seridlové série
4. tloha
Pro a,b,c > 0 takova, ze abc = 1 ukazte
a3 3
> (1+a)(1+0b) =

cyc

Pouzijeme AG nerovnost tak, jak bylo popsano v kapitole AG a zlomky. Kazdy zlomek z levé
strany prosté seCteme s vyrazy v jeho jmenovateli tak, aby rovnost nastavala pravé v pripadé
a =b=c =1, vnémz evidentné nastava rovnost i v dokazované nerovnosti. Podle AG nerovnosti
pro tfi prvky tedy plati

a? 3 _
(g.m)+(1+a)+(1+b)23-x/87_6a.

Seétenim t¥i takovych nerovnosti po vydéleni osmi ziskdme
Z a® 5@ +b+c B §
1+b)(1+a) ~ 2 4’

cyc

pri¢emz nerovnost, kterou ndm nyni staci dokézat je ekvivalentni s a + b+ ¢ > 3. Tu ale snadno
dokazeme AG nerovnosti
a+b+c>3- Vabe = 3.

V posledni pouzité nerovnosti nastava rovnost pouze v pripadé a = b = ¢ = 1 a rovnost v
celé nerovnosti pak nastava jediné tehdy. Tim je tloha vyresena.

5. tloha
Budte a, b, ¢ strany trojuhelnika a «, 3,~ jeho vnit¥ni tthly (standardné znadené). Ukazte, ze plati
3 b
a-cosg+b-cosé+c-cos1 < M.
2 2 2 2

Nejdfive si rozmyslime, Ze trojice (a,b,c), (o, B,7) jsou souhlasné usporddané. Jinymi slovy
chceme ukazat, ze proti nejvétsimu thlu je nejdelsi strana. To nahlédneme ze sinové véty. Pred-
pokladejme, Ze trojuhelnik je ostrouhly, tj. a, 3,7 € (0, ). Protoze na intervalu (0, 5) je sinus
rostouci, ze sinové véty

a b c

sina  sinfg sin vy
plyne, ze trojice (a, b, ¢), (e, 3,7) jsou souhlasné usporadané. V pripadé tupothlého trojuhelniku
mtizeme bino! piedpokladat, ze a > 3 > ~ (jinak trojihelnik pieznadime). Diky rovnosti a +
+ B8+ =mplati @« > 7 —a > B > v a navic zfejmé 7 — a, 8,7 € (0, ). Pouzitim sinové véty

ve tvaru
a a b c

sina  sin(mr —a) sin8  siny

1Bez Gjmy na obecnosti.



dostavame, ze a > b > c.
Protoze kosinus je na intervalu (0, 5) klesajici, jsou trojice (a,b,c), (cos %,cosg,
opaéné uspotfadané, a proto ma Cebysevova nerovnost tvar

b
acos%—i—bcosg +ccosl < (M) (cosg +cos§+cos l) .

cos )

2 3 2

Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro funkci cos(x), kterd je konkdvni na intervalu (0, 3), s

vahami 1,1

1 s
33,3 dostavame

1 a 1 B 1 ~ a+ B+ T V3
—cos— 4+ —cos—+ —cos— <cos| ——— | =cos —

3 2 3 2 3 2 6 6
a spojenim poslednich dvou nerovnosti plyne dokazovana nerovnost. Rovnost v Jensenové nerov-
nosti nastava jen v ptipadé o = B = v, protoze cos(x) je na intervalu (0, 5) ryze konkdvni, a
v tomto piipadé nastava rovnost i v CebySevové nerovnosti.

Druhé FeSeni (volné podle Anh Dung Le):
Myslenkou tohoto fesSeni je pouzit misto Jensenovy nerovnosti zndmy vztah

cosx + cosy = 2cos (wTer> cos (ac;y) .

Zaméiime se proto uz jen na ditkaz nerovnosti cos § + cosg +cos 3 < —3\2/§. Protoze pro uhly
v trojihelniku je zfejmé cos (#)

cosg —l—cosé = 2cos (a—f—ﬁ) cos (L_ﬁ) < 2cos (L—i_ﬁ) .
2 2 4 4

> 0, plati nerovnost

4

Pro¢ by zrovna tato nerovnost méla vést k cili? Protoze pieci vime (letmym pohledem), ze

rovnost ma nastat pro % = g = % = % a v tomto ptripadé nastava rovnost i v uvedené nerovnosti.
Protoze leva strana dokazované nerovnosti obsahuje jen tfi sCitance, ale ndm by se vice hodil
sudy pocet, jeden si pridame. Pfi pfidavani ale bereme zietel na to, ze vime, kdy nastava rovnost.

Proto k obéma stranam dokazované nerovnosti pricteme cos %. Dale uz staci jen sledovat

+£
(cos% + cos g) + <Cosg + cos %) < 2cos (OCTW) + 2cos (7 1 3) <

a+B+y+ 2 3v3
< 4cos (b) §4COS% :?)cos%+cosI = i+cos

v
8 6 2 6

Vsimnéte si, ze tato myslenka je vlastné uplné stejna jako myslenka v seridlu v sekci AG a
zlomky, kde se rovnéz pridavaji Cleny a bere se pfitom zfetel na pfipad rovnosti.

6. aloha
Kladna ¢isla a, b, ¢ spliuji ab + bc + ca > 3. Dokazte nerovnost

a
Z a—l—b2

cyc

5

2



V prvnim kroku se zbavime odmocnin pomoci Jensenovy nerovnosti? pro konvexni funkci

1/+/x s vdhovymi koeficienty a+‘;+c, a+2£+c7 a+g+c. Maéame tedy
L _ ( a 1 ) a+b+c
a+b+c Gel\atbtc Va+b chc(aZJrab)'

Po tpravé a umocnéni na druhou (v kladnych ¢&islech ekvivalentnim) ndm zbyvéa dokazat

(a+b+c) S 9
(a4+b+c)2—(ab+bc+ca) ~ 2
Rozmysleme si, ze nyni muzeme ¢len ab + bec + ca diky vazebni podmince (a ve spravném
sméru) odhadnout trojkou. V nerovnosti, jez ndm nyni sta¢i dokdzat, muzeme zasubstituovat
(a4 b+ c) =S, roznasobit a vzniklou polynomickou nerovnost hbité upravit do tvaru

(S —3)2(25+3) >0,

z néhoz je jeji platnost jiz ziejma. K tomu, aby nastala rovnost, potfebujeme rovnost i v Jensenové
nerovnosti. Tam ovsem nastava (1//Z je ryze konvexni), pouze pokud

a+b=b+c=c+a<sa=b=c=1.

Tehdy nastava rovnost i v celé nerovnosti a my jsme tim padem hotovi.

3. seridlova série
Téma: Nerovnosti

Datum odeslani: 10. KVETNA 2010

7. ULOHA (5 BODU)
Pro nezaporné a, b, ¢ splinujici a + b + ¢ = 1 dokazte

ab + bc + ca 2,92 2 9 2 9
m28(ab + b°c +ca)

a zjistéte, kdy nastéva rovnost.

8. ULOHA (5 BODU)
Pro nezaporna d¢isla a, b, ¢ takova, ze ab + bc + ca # 0, dokazte

Z (a +b)?
et 02+ab

a zjistéte, kdy nastava rovnost.

2Ke stejnému odhadu dospé&jeme i pouzitim CS zlomkobijce a posléze CS pro odmocniny.



9. ULOHA (5 BODU)
Pro kladna a, b, ¢ spliujici a + b+ ¢ = 1 dokazte

ab 1
T <
Z\/aberc_ V2

cyc

a zjistéte, kdy nastava rovnost.
Reseni 3. seridlova série

7. tloha
Pro nezaporné a, b, ¢ splinujici a + b + ¢ = 1 dokazte

ab + bc + ca 2,92 2 9 2 9
T > 8 (a®b? + b’c? + c?a?)

a zjistéte, kdy nastava rovnost.

Vzhledem k tomu, Ze nerovnost je symetrickd, pouzijeme substituci
u=a+b+c=1, v=ab+bc+ca, w = abc.
Symetrické vyrazy vystupujici v nerovnosti vyjadiime jako
a2+ 4+ =(a+b+c)?—2(ab+bec+ca) =u?—20=1-2v,

a?b? + b2c% + c2a® = (ab+ be 4 ca)? — 2abc(a 4+ b+ ¢) = v2 — 2uw = v? — 2w

Potom lze nerovnost prepsat v proménnych u, v, w jako

> 8(v? — 2w).

1—2v

Protoze podminka u = 1 nijak nesvazuje proménnou w, bude tato nerovnost i po homogenizaci
stale jen linearni v proménné w a mizeme pouzit kanon (UVW metodu). To je piimocara cesta
popsana v serialu.

Ve skutecnosti ale ani nepotfebujeme takto silny nastroj, staci nerovnost ekvivalentné upravit

v —8(v? = 2w)(1 — 2v) = v — 802 + 160> + 16w — 320w = v(1 — 4v)? + 16w(1 — 2v) > 0.

Posledni nerovnost je ziejma, nebot v,w > 0a1—2v = a2 +b2+¢c2 > 0 (vzhledem k podmince
u = 1 nemohou byt vSechna a, b, ¢ nulova).

Zbyvé vysetfit, kdy nastava rovnost. Ziejmeé je nutné w = abc = 0, buno ¢ = 0, a zaroven je
budto v = 0, nebo 1 —4v = 0. V pfipadé v = 0 dostdvame ab+b-0+0-a = ab = 0. Z podminky
u = 1 tak vidime, Ze rovnost nastava pro trojici (1,0, 0) a cyklické zdmény. V piipadé 1 —4v = 0,
tj. ab = 1/4, vyuZzijeme znamou nerovnost

1=(a+b)?>4ab=1,



z niz vidime, Ze ab = 1/4, pravé kdyz a = b = 1/2. Rovnost tedy nastava i pro trojici (1/2,1/2,0)
a cyklické zamény.

8. dloha
Pro nezaporna dcisla a, b, ¢ takova, ze ab + bc + ca # 0, dokazte

a zjistéte, kdy nastava rovnost.

Nerovnost nejdiive ekvivalentné upravime do SOS tvaru. Protoze plati
b 2+ - 1 1
S (U 2 = O ) (- ) =
c2+ab c? 4+ ab c24+ab a2+ bc

cyc cyc cyc

_Z a2 — % +bc—ab Z(a—c)(a—i—c)( —c)at+c—b)

gt 62 + ab)(a2 + bc) et (c2 + ab)(a? +bc)

)2 (a+c)(a+c—b)(b% + ca)
N Z a=c) (c2 + ab)(a? + be) (b2 + ca)’

cyc
sta¢i dokazovat ekvivalentni nerovnost

Z(a —¢)?(a+¢)(a+c—b)(b? 4 ca) > 0.

cyc

Divédme-li se na vyraz na levé strané ve tvaru > . (a — )28y, mame

Sq = (c+b)(c+b—a)(a® + be),

Sy = (a+c)(a+c—b)(b® + ca),

Se = (b+a)(b+a—c)(c? + ab).
ProtozZe je nerovnost symetrickd, mizeme buno predpokladat a > b > ¢ a muzeme pouzit
podminku B ze seridlu. Staéi tedy ukéazat S. > 0, Sy > 0, a®Sy + b2S, > 0. Nerovnosti S. > 0,

Sp > 0 jsou vSak vzhledem k usporadéni a > b > ¢ zfejmé. Oznacime-li

k=a%(a+ c)(b? + ca) = (a + ¢)(a®b? + d3¢),
1 =b2%(c+b)(a® + bc) = (b+ ¢)(a?b® + b3¢),

pak je diky zvolenému usporadani k > 1 > 0 a potom
a?Sy, + 128y =k(a4+c—b)+l(b+c—a)=(k=1)(a—0b)+ (k+1)c >0,

¢imz je nerovnost (s vyuzitim znalosti ze seridlu) dokdzana.



Abychom vysettili rovnost, podivejme se, jak se vlastné podminka B pouziva. Pfedpokladejme
b # ¢ a zjistujme, kdy nastava rovnost v nasledujicich odhadech

(c=b)28, + (a—¢)2Sy + (b — a)?5. > (b—¢)2Sa + (a — ¢)%S, =

2 (a—c)2 2 a? 2 2
=(0b-c) Sa+m5b >(b—c) Sa+ 755 | 20 <= a?Sy + %S, > 0.

V prvnim odhadu nastava rovnost pravé tehdy, kdyz (a—b)2S. = 0. Ptitom je S. > 0, protoze
jinak by alespon néjaké dvé z proménnych a, b, c musely byt nulové, coz zadani vylucuje. Takze
rovnost v prvnim odhadu nastava pravé pro a = b. Pak je jiz vady {=¢ = § = 1, takze zbyva
zjistit, kdy a2Sy, + b2S, = (k+1)c = 0. Pfipad k + ! = 0 lze vylou¢it, protoze jinak by opét byly

alespon dvé ze t¥i proménnych a,b,c nulové. Tudiz rovnost nastdva jen v ptripadé a = b # 0,

c¢ = 0 a samoziejmé pri cyklickych zdménach. Nakonec predpokladejme b = c. Pak vzhledem
k nerovnostem S, > 0, S. > 0 nastava rovnost pravé tehdy, kdyz a =b=c # 0.

9. tloha
Pro kladné a, b, ¢ spliiujici a + b + ¢ = 1 dokazte

P
e ab+bc ~ V2
a zjistéte, kdy nastava rovnost.

Budeme postupovat metodou ztrdtové symetrizace popsanou v seridlu. Levou stranu upra-
vime, rozsifime o jmenovatel sousedniho zlomku a odhadneme pomoci CS na odmocniny

ab a?b a?b
2 Vw2 are 2V Gioais <

cyc cyc

<\[2ero 03 (crers )

cyc

Dosadime ze zadané podminky a po upravé nam zbude dokazat nerovnost

a?b 1

Z N/ T N S R
e (a+b)at+c) ~ 4
které, a¢ se nezda, je symetricka.® Bystie zpozorujeme, Ze po roznasobeni nebude mit mnoho
¢lenti, které navic budou nizkého stupné. Zbyde ukazat [3,1,0] > [2,2,0], ¢imz je dobojovano
(Muirheadova nerovnost).

Diky poslednimu odhadu a faktu, ze pracujeme pouze s kladnymi ¢isly, mtze rovnost nastat
pouze proa =b=c= % Pro tuto trojici rovnost skute¢né nastava a tim je celd iloha dofesena.

3Zkuste si kazdy ze zlomkt na levé strané rozsifit tak, abyste zesymetrizovali jmenovatel a
sledujte, co se stane v Citateli.



